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SUR LES CROCHETS DE LAGRANGE

par M. MENDES

Résumé. — Exposé systématique des propriétés des crochets de Lagrange,
considérés comme coefficients du covariant bilinéaire d’une forme de Pfatl,
Application aux transformations canoniques. Généralisations. Démonstration de
Pinvariant intégral de Poincaré.

Ce mémoire présente les principales propriétés des crochets de Lagrange.
I nous a semblé intéressant de les rassembler : un exposé systématique
offre I’occasion de donner certains compléments, d’indiquer des réciproques
qui, n’ayant pas d’application pratique, ne sont en général pas énoncées.

C’est ainsi que nous posons la question de savoir si, r2 fonctions de r
variables u étant données, qui vérifient les identités fondamentales des
crochets, on peut effectivement les considérer comme tels.

Si 2n variables conjuguées q., p. sont fonctions de t et de 2n cons-
tantes u, le fait pour les crochets relatifs 4 deux u quelconques d’étre
indépendants de ¢ constitue une condition 4 la fois nécessaire et suffisante
pour que les g, p vérifient un systéme canonique. Nous tirons de cette
propriété une nouvelle démonstration de la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’une transformation soit canonique.

Signalons encore les généralisations des crochets pour deux variables
ou pour plus de deux variables qui correspondent a celles déja données
pour les parenthéses de Poisson () et dont la seconde permet de retrouver
pour les systémes canoniques ’invariant intégral de Poincar e_f_fdp,- dq; (2)
et ses généralisations.

1. Définition. — Etant donnés deux groupes de variables conjuguées
q., p (i=1,...,n) dépendant de r parametres u,,...,u,, on appelle
crochet de Lagrange relatif 4 deux paramétres u,, u,, la quantité

|;u,n u,~|= W M:‘\_‘Iﬁi\&_‘l‘i&
- <~ D(u,, u) o, ou, du, o,

Ces égalités, mises sous la forme

R 0 3‘]«) 0 < bqi)
, U = | — —— — ). —
e du, Pis . o, ps u,/’

(1) H. Launresr (J. Liouville, 2¢ série, t. XVII, 1872, p. 422), Vivanti (Le¢ons élémen-
taires sur la théorie des groupes de transformations, p. 270), M. MeNpEs (J. Math. pures
et appl., t. XLII, 1963, p. 103).

(2) Nous utilisons dans tout ce mémoire la convention des indices muets.
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mettent en évidence le fait que les crochets peuvent étre considérés comme
les coefficients du covariant bilinéaire de la forme de Pfaff

dg,
13
w=p, — du 5
p: o, *
et, par conséquent, d’une infinité
Q=w+dV,

V étant une fonction arbitraire des u.

Cette propriété est d’ailleurs en conformité avec les égalités vérifiées
par trois crochets quelconques (3)

- - - du, u,) d[u, , u diu,, n
(]) I’”kﬂ u[ - Llll- ”/,- ] :0, l 1 m} + ¢ [ m? k] + ity l] :()'

oy, o, o,

2. Réciproque. — Réciproquement, étant donnée une forme de Pfaff
Ui du,, ou les U sont des fonctions des r variables u, les coefficients
de son covariant bilinéaire peuvent-ils étre considérés comme des crochets?
Autrement dit, peut-on trouver des fonctions q., p, des u vérifiant les
relations

ofli::: U v

du, 4

).
p: N

V étant une fonction a déterminer?

Il suffit, pour obtenir une solution, la fonction V ayant été choisie
arbitrairement, de se donner n > r fonctions ¢ telles que le déterminant

. Dug,,...,q) .
fonctionnel o 4, soit différent de zéro; les r premiéres équations
D (u u,) ’ P
(R4 i .
précédentes détermineront alors p,, ..., p,, les autres p, s’il y en a, restant

arbitraires. On voit la grande indétermination de cette solution.
Signalons, pour n = r, la solution évidente ¢; = u;, p, = U..
Cherchons maintenant si I’on peut obtenir, avec n < r, des fonclions

q, p répondant a la question. La fonction V ayant été choisie une fois

pour toutes, les relations précédentes peuvent se mettre sous la forme
plus simple

Al
l) ‘.&:Uk(’,':‘l,.‘., I').

o,

Ces r relations sont linéaires aux p; les n premiéres fournissant ces
inconnues si ’on connait les ¢, les r-n derniéres devront en étre des

(3) GoumsaT, Lecons sur le probléme de Pfaff, p. 18.
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conséquences, ce qui donne les r-n relations

.y
o, T du, !

5 = ‘\_q_‘.“.\_q"U =0 (l=n+1, ..., 71).
o, o,
)y
w, " oon, !

On en déduit qu’il existe des
de la forme

1%,
1 N
oy,

+... 4+ W,

relations, indépendantes de !indice i,

‘\qi

\Y/

[y

- Bk [ 0,
oy,

o,

les A vérifiant
MU + ... +A U +U0,=0.

Remplacant A, par sa valeur

}‘11 Ux + ..+ )“n~a Un—a + Ul
U ’

"

nous voyons que les q doivent vérifier le systéme d’équations linéaires aux
dérivées partielles
f g f AU+

.
A,l-—— + ...+ 2
o,

‘+)\ln |Un—|+Ul . — O
YT’ U o

n—1 u n 1

X, f=
L’existence d’une solution pour le probléme posé est liée a celle d’'une

solution autre que zéro pour ce systéme.

Si 'on impose de plus la condition que les g soient des fonctions
indépendantes des u, il faudra que ce systéme soit jacobien () c’est-a-dire
que toutes les relations

(Xl Xz"— Xx'Xx) f =

r—n(r—n-1
soient vérifiées identiquement. Ces ( '(2 )

relations, linéaires et

n(r--n)(r—n=1)
2

)

ST fournissent
N’}

n

\f
. ’ ¢
homogeénes par rapport aux dérivées —\% 5o
¢ 1

équations de condition entre les (r—n) (n—1) quantités A';, oy Aas

et leurs dérivées premieres.

(4) Goursat, Lecons sur lintégration des équations aux dérivées partielles du
premier ordre, 2¢ édition, p. 70.



114 M. MENDES

Ces relations sont en général incompathibles si ’on a

n(r—n)(r—n-1)

(r--n) (n—1) < D)

soit

) 2
r>n+3—;.

Cette inégalité se traduit, comme on le voit facilement, par I'une des
conditions suivantes :

n=1,r>2; n>2 r>n+3.

Tenant compte de Iinégalité r > n, on voit en définitive que les condi-
tions précédentes sont en général incompatibles si I’on a
n=1,r>3 oun>2 r>n+3.
Le probléme proposé aura au contraire une solution, (et méme une infi-

nité, étant donné le choix arbitraire de la fonction V qui est dans U), dans
les cas suivants :

n=1,r=3; n>2, r=n+1oun-+ 2.
r étant la donnée du probléme, nous résumons ces résultats sous la
forme unique
n=r—1our—2,
r étant nécessairement > 2.

Dans le cas particuliérement intéressant ot le nombre des q, p serait
égal a celui des u (r = 2 n), le probléme posé n’aura en général de solution
que pour n=1,r=2, et n=2,r = 4,

3. Remarques. — Faisons quelques remarques d’ordre pratique,

1° Les crochets, avons-nous vu, peuvent étre considérés comme les
coefficients du covariant bilinéraire d’une forme de Pfaff définie a4 une
différentielle additive d V prés. On peut toujours choisir V, et d’une
infinité de fagons, de maniére a annuler le coefficient de Pune des diffé-
rentielles.

2° Supposons que les q, p soient 2 n fonctions indépendantes de 2 n
variables u. Le déterminant &= ] [us, uy] ], dont les éléments sont les
crochets, égal au carré du déterminant fonctionnel des g, p par rapport
aux u, est différent de zéro.

Il sera alors certainement impossible de faire disparaitre plus de n
différentielles. En effet, si les coefficients de n + 1 différentielles étaient
nuls, les crochets relatifs a ces variables seraient tous nuls et le détermi-
nant §, ayant un mineur d’ordre n + 1 dont tous les éléments seraient

nuls serait lui-méme nul, ce qui est en contradiction avec I’indépendance
des fonctions ¢, p des u.
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Plus généralement, si les g, p sont 2n fonctions indépendantes de
r> 2 n variables u, un déterminant fonctionnel au moins des gq,p par
rapport 4 2n variables u est différent de zéro; soit, par exemple,

D (q| p« R qn’ pu)
D@, ....... , 1,,)

# 0. On ne peut avoir dans
U,du, + ... + U,, du,.

plus de n coefficients nuls. Les coefficients U, ..., U, restant quelcon-
ques, il sera possible d’avoir au plus n + (r—2n) = r—n coefficients
nuls. :
3° La forme de Pfaff génératrice des crochets peut étre de la forme

0o=ao;,t+ ...+ a,

chacun des termes de la somme ne dépendant que de certaines variables u
et de leurs différentielles qui varient d’un terme a l’autre. On pourra
annuler, par ’addition d’une différentielle convenable d V, les coefficients
de p différentielles.

En rapprochant cette remarque de la précédente, on en déduit que, dans
le cas ol les g, p sont fonctions indépendantes de 2n variables u, » ne pourra
se décomposer en plus de n termes vérifiant la condition précédente.

En d’autres termes, on ne pourra obtenir plus de n groupes de variables
u, tels que les crochets relatifs aux variables d’un groupe s’expriment au
moyen seulement des variables de ce groupe.

4. Application. — Ces considérations s’appliquent en particulier au cas
ou les q, p sont solution d’un systéme différentiel; ce sont alors des fonc-
tions de la variable indépendante et de 2 n constantes d’intégration u, indé-
pendantes par rapport a elles en vertu du théoréme d’existence de Cauchy.

Prenons comme exemple le probléme des deux corps. Les coordonnées
de la planéte par rapport a trois axes issus du centre du Soleil et leurs
dérivées sont fonctions du temps et des six éléments elliptiques a, e, «,
0, 0, ¢ (notations de Tisserand, Traité de Mécanique Céleste, t. I, ch. X).
Les crochets relatifs a ces éléments elliptiques pris deux a deux sont engen-
drés par la forme de Pfaff (5).

1 ————
Q=— 5 nax da + na* \/1 — e (dv + cos v d¥), (n*a’ = Cte),

somme de trois termes seulement; la réduction maxima est donc atteinte.
Les crochets relatifs & x, 0, » sont tous nuls; le mineur de § d’ordre
trois formé par ces crochets a tous ses éléments nuls; cette propriété ne
saurait s’étendre a un mineur d’ordre quatre.
5. Changement de variables. — Considérons deux ensembles de varia-

(5) Bull. astr.,, t. XX, 1955, p. 155.
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bles conjuguées q.,p. et Q,, P,, non nécessairement en méme nombre,
dépendant des mémes paramétres u.

La condition nécessaire et suffisante pour que 'on ait pour tous les
indices £k, 1,

[uk’ u] no(uy, ”1'

M’

ou A est un coefficient indépendant des u et ou I'on a indiqué en indices
les variables au moyen desquelles sont calculés les crochets, se traduit
évidemment par toutes les relations

(qp)

ou la relation unique
A Pl 3 Qj — P 5(“: 6'1‘,
la lettre 8 se rapportant aux variations des u, a I’exclusion des variations
des autres quantités dont peuvent dépendre également les g, p, Q, P.
Si les crochets [u,, u,] (@ p sont engendrés par la forme de Pfaff o,

w

les crochets [u,, u,] QP le sont par - -

6. Systéme canonique. — Considérons le systéme canonique
dg, _Hq,p, t) dp, “H
2 o __ 29 p ) odp 8L A
@ dt op, O di o =1,....n).

Son intégrale générale est de la forme
q:. = q; (t, u, .., uzn)’ Pi = D: (t, u, .., uzn),

La seconde formule (1), appliquée aux lettres ¢, u,, u,, donne

) [u u ] —L\ u 2 —t )

—_— s — —_—— u

o [P u, o T
oH

4

.
d <\\H> Q <‘ > 0
du, g, ay o,/ T

Réciproquement, considérons 2 n fonctions g, p, de t et de u, ...
u,, indépendantes par rapport aux u, vérifiant toutes les relations

J
v, [u,,, u,] = 0.
d d
wr b= [

d’ou1 des relations de la forme

3) I:t, uk:, = ‘\—[—J—(———t") .

u,

On en déduira
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Les g, p étant des fonctions indépendantes des u, on peut exprimer les
1 en fonction des g, p, et U devient une fonction des g, p et de t, que nous
désignerons par H (q,p,t). En vertu de

U H o9, H op;

Y, g, | op o’

les relations (3) donnent les 2 n équations

(o3 (o

of op; /oy, N g,

e, . . . N B OH » b ,

linéaires et homogénes aux inconnues N w0 bt o dont le déter-
pi °q

minant est différent de zéro. On en déduit que les g, p vérifient le systéme

canonique (2).

Nous avons donc obtenu le résultat suivant : La condition nécessaire
et suffisante pour que 2 n fonctions conjuguées q., p:;, de t et de 2 n cons-
tantes u, indépendantes par rapport a ces constantes, vérifient un systéme
canonique est que les crochets relatifs a deux quelconques de ces constantes
soient indépendants du temps.

7. Transformations canoniques. — Les q, p vérifiant le systéme canoni-
que (2), faisons un changement de variables (q,p) = (Q,P), pouvant
dépendre de t. :

Proposons-nous d’établir la condition nécessaire et suffisante pour que
cette transformation soit canonique, c’est-a-dire telle que, quelle que soil
la fonction H d’oii T'on est parti, les Q, P vérifient également un systéme
canonique.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi est que,
quclles que soient les fonctions q;, p; de t et de 2 n paramétres u, telles
que les crochets [u,, u,] » soient tous indépendants de t, les crochets
[ui, u;] 1y le soient également.

On a, comme on le voit facilement,

U] PR R ORI
[uk'ulil(o,p) <D (u,u)|_ i Q.P) - ~Du,,u) &by Q"

D(p;. p;» :\
+ E D (u,, u, LI)" P ] oy’

les sommes étant étendues a toutes les combinaisons de j et j

Pour que la transformation considérée soit canonique, il faut et il
suffit que le second membre de I’égalité précédente ne dépende pas de !
dés que les crochets [u., u,] P n’en dépendent pas eux-mémes. Or le
fait pour [u., u;) d’étre indépendant du temps se traduit par I’égalité

et la seule égalité
Dig;.p) _
\t 2 D(u,, u)

i

‘q9 P
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Il s’ensuit que la condition cherchée ne pourra étre vérifiée quelles que
soient les fonctions g, p des u, (et elle le sera alors effectivement), que si
I’on a, §;;» étant le symbole de Kronecker,

[ i q”] QP [pj’ P"'] an="0" qu' p,-:] @ = Ko

k étant une constante, qui ne saurait d’ailleurs étre nulle, les Q, P étant
des fonctions indépendantes des g, p. .
Si I'on désigne par A linverse de k, ces relations expriment que la
forme de Pfaff
AP, 8Q.—pidq;

est une différentielle virtuelle exacte,

Nous avons ainsi retrouvé la propriété connue (°) : La condition néces-
saire et suffisante pour qu'une transformation soit canonique est que la
quantité AP, 8 Q,— p. 8§ q. soit une différentielle virtuelle eracte.

8. Emploi des parenthéses de Poisson. — Les résultats précédents
peuvent s’énoncer sous une autre forme en utilisant, au lieu des crochets
de Lagrange, les parenthéses de Poisson. Les ¢, p étant fonctions indé-
pendantes des u, on peut exprimer ceux-ci en fonction des gq,p, et consi-
dérer les parenthéses (u,, u,).

En vertu des formules de Cauchy
[uk’ um] (uh um) = Skl,

les parenthéses et les crochets sont simultanément indépendants du temps.
Donc la condition nécessaire et suffisante pour que 2 n fonctions conju-
guées q., p; de t et de 2 n constantes u, indépendantes par rapport d ces
constantes, vérifient un systéme canonique est que les parenthéses rela-
tives a deux quelconques de ces constantes soient indépendantes du temps.
L’égalité
AP, 8Qi—p:i8q.=8T
étant la condition nécessaire et suffisante pour avoir toutes les relations

. \ .
a(u, u, “n= (u,, u) @

on démontrera la propriété relative aux transformations canoniques par
un raisonnement analogue au précédent au moyen de la formule

D(a,. u) ~D(u,,u,) D(u,,u)
() o= J+ Yt )+ D (pore)
e U, QP ZD((],,(] ‘) J’qJ ] >_4D(q] P, +ZD(P, P: P’ )
les~ parenthéses du second membre étant calculees en considérant les q, p
comme fonctions des Q, P.

(6) Bull. astr, t. XV, 1950, p., 307.
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9. Changement de paramétres. — Si I'on exprime les u en fonction de
nouveaux paramétres v, les g, p deviennent des fonctions des v et I'on éta-
blit immédiatement la relation

- M, ca, | 7
4 Ve, Vs |=— —|u,u
€)) S i e

la sommation étant étendue a tous les arrangements de k,1, ou

AN D (u,, u)
Do, Vg | = 24 —_— | u,u |,
D (v, vs)
]
la sommation étant étendue aux combinaisons de ces indices.
La transformée de o par ce changement de variables est

o= Vg (v) dvg,

ou,
2w,

3

0V, Ve o, om, MU, U, du, o,
_ __ k- == —Uu,,u |= V. Vs |.
Q03 D, M. dUs \ M, u, M. 20 | _ ’

Les crochets relatifs aux v s’obtiennent donc a partir de la transformée
de o par le changement de variables.
10. Equation de Jacobi. — Supposons que nous ayons intégré le sys-
téme canonique (2) par la méthode de Jacobi, c’est-a-dire que nous ayons
cherché une intégrale compléte S (g, t,a) + « de I’équation (%)

NN AN
—S— +‘AH<(]9 !)'“_s »t>=h’

et 'on a

avec V.=U,

o h (q
puis résolu par rapport aux g, p les relations
. 0S8 AN _
/-p,-—;;l—i, b,.=mi (i=1....,n).

Si 'on pose
Qi =a;, P, = — b,
on a
P,8§Q.—Ap,8q,=—388S.

La transformation (g, p) = (Q,P) est donc canonique et, «, B étant
deux quelconques des constantes a, b, on a

[a’ {5] @n } [a’ {5] Qv

On en déduit, les crochets étant calculés au moyen des q, p,
5

(5) la;. a;] = (b, b;] = 0, |a,b]j=— —=".

A

(7) Bull. astr., t. XVI, 1952, p. 321.
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Réciproquement, considérons 2 n fonctions g;, p; de t et de 2 n cons-
tantes conjuguées a;, b;, en méme nombre, vérifiant les relations (5).
On en déduit que 'on a une relation de la forme

—*—'b.- 3(1.-———)&]); 3 q; :_"S‘S (q;a’t)-
La transformation (a,-—b) — (q, p) est donc canonique et. les a,b

vérifiant un systéme canonique dont la fonction génératrice est nulle, les

q, p en vérifient un autre, engendré par une fonction H (q, p, t), donnéc
par la relation

1S )S
ce qui montre que les a, b ne sont autres que les constantes introduites
par l'intégration du systéme canonique (2) par la méthode de Jacobi.

Si ce systéme a été intégré par une méthode quelconque, il s’introduit
2 n constantes d’intégration u liées aux a, b par des relations indépendan-
tes de t, et 'on a

[00] =L g Db

7 = D(u,u,)’
i

ce qui montre que tous les crochets relatifs 4 deux u quelconques sont
indépendants du temps.

Cette remarque trouve son application en Mécanique céleste. Les équa-
tions du probléme des deux corps ayant été intégrées par la méthode de
Jacobi, les coordonnées de la planéte et leurs dérivées sont fonctions de
t et de six constantes a,, a,, a,, b,, b,, b,, s’exprimant sous forme simple
en fonction des éléments elliptiques (®); la formule précédente permet de
calculer facilement les crochets relatifs a ces éléments.

Il. Invariant intégral. @ — Considérons lintégrale I = dq.dp,,
étendue a une variété a deux dimensions V, de l'espace des q,.p. Si les
q. p sont intégrales d’un systéme différentiel, ce sont des fonctions de
et de 2 n constantes d’intégration u. La valeur de { étant fixée, nous ob-

tiendrons V, en exprimant tous les u en fonction de deux paramétres v,
w, et nous aurons

D (qi, p) /‘f D(ql p) D (u,. u)
= = d d ’
= ,//ED llk,u,)d vdu, D(uk, u)D (v. w) vaw
Siles q, p verlﬁent un systéme canonique, la somme

" D (qi’ pi) . |: ‘l

Z‘ D (u,u) Mo th

est indépendante de f, I est un invariant intégral pour le systéme cano-
nique.

(8) TisseranDp, loc. cit., ch. VIIL.



SUR LES CROCHETS DE LAGRANGE 121

Réciproquement, si le systéme- différentiel vérifié par les q, p admet I
comme invariant intégral, tous les crochets [u:, u,] sont indépendants
de t, donc le systéme est canonique.

Nous avons ainsi retrouvé une propriété classique.

12. Tenseurs. — La formule (4) relative 4 un changement de variables
v montre que les crochets se transforment comme les composantes cova-
rianies d’un tenseur du second ordre.

De méme, les u étant considérés comme des fonctions des g, p, les
parenthéses de Poisson se transforment selon la formule

N
Dy D
o, )= — — (uk, nl> ,

u, ou,

c’est-a-dire comme les composantes contrevariantes d’un tenseur du second
ordre.
Proposons-nous de chercher un espace, défini par son

ds? = gag du, dug (9ag = 9ga) >

dans lequel les deux tenseurs sont confondus.
Posant
[ll.-, u,] = Alk, (ui; u,) = A",
nous aurons
(6) A= Gii» Grx A,

Compte tenu des relations
A+ AL =A%+ A¥ =0,
on obtient
2n—1)+@2n—2)+ ... +1=n2n—1)
relations entre les
2n+2n—1)+ ... +1= n(2n+1)

coefficients g. On a donc 2 n relations de moins que d’inconnues.
Les relations entre crochets et parenthéses peuvent s’écrire

itkr A jk ___ o
it Gt A At =3, .

J

Cherchons d’abord a résoudre les équations (6) dans le cas canonique
ou ’'on a

/

1 pour k=1i+ n,

Ap=A"=¢,= .
' Ei | 0 pour ksi+ n,

cas auquel nous pouvons toujours nous ramener par un choix convenable
des u, par exemple en prenant u; = q;, u;+, = p;. Ces équations donnent
alors

Opouri,knoui,k>n+1,

((l'i k-4 1t in. :\)_ iyt iend b ) — .
J g/-., + +-q gk.w (g,1.|glﬂ+ +y.__,,.(]m,) 5[,‘ pour i <"‘ k}n + I
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Elles admettent en particulier, avec i < n, la solution

1

q., = o. (u Qi o, == —— ——
Jtt u( s J%u,n—&-u @ (\ll) ?

tous les autres coefficients étant nuls, ce qui donne

Plus particuliérement encore on pourra prendre
dsz = du? + ... + duz,.

cette solution qui donne un espace euclidien était prévisible, les composan-
tes covariantes et contrevariantes étant les mémes.
On voit donc que Fon a la solution

ds® = V(dq,." + dpf).

Ayant obtenu ainsi une solution dans le cas canonique, il suffira, pour

des variables u quelconques, d’exprimer le ds? obtenu en fonction de ces
variables.

13. Premiére généralisation des crochets. — Etant données n fonctions

xz,, ..., T, de deux variables u, v, et des coefficients constants A,; vérifiant
toutes les relations A,; + A;; = 0, nous poserons

- ) dx, M L. . .
I u, U:I:A,-J-—‘——'\—’(l,_] =1,...,n)
[J 7y )

I« sommation étant étendue & tous les arrangements deux a deux des indi-

ces i, j, ou
- D (x,. x))
, = A, i
Lll I)] ‘u D (u, ")

la sommation étant maintenant étendue a toutes les combinaisons deux a
deux de ces indices.

Une telle expression constitue un crochet de Lagrange généralisé, défini
au moyen des coefficients A.
Les identités

. A RN N A
[u,v] + [v,u]l =20, (Tu-lv,w]+5l—’|_w,lzJ+3;Lu,v]_0,

les crochets étant tous définis au moyen des mémes coefficients, subsistent.
On a évidemment

y s Vs N M.

(3 et 1S ¢
uo|=— A,;,.;.,.—'>——— A'.I.x,.———‘>.
_ Q M u hY/)
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Si I'on considére r parameétres u,, ..., u,, dont dépendent les x, on voit
que les crochets [u., u,] sont les coefficients du covariant bilinéaire de la
forme de Pfaff

Qx;
w = Ay x; vy du, (k==1,...,r),
Cy
la sommation étant étendue a toutes les combinaisons deux a deux des
indices i, j.

14. Deuxiéme généralisation des crochets. — Etant donnés deux ensem-
bles de variables conjuguées ¢, p; (i=1, ..., n), dépendant de paramétres
u,;, ..., Uy, NOUS pOSerons, avec r < n,

[u , u,, 1__ \ D ((Iy.,pw. s Qs P, ’

! — D(u e , 1,

la sommation étant étendue a toutes les combinaisons r a r des indices «
variant de 1 a n.

On aperc¢oit immédiatement, k,, ..., k,, et [, ..., L, étant deux permu-
tations quelconques des nombres 1, ..., 2r, la relation

l:”k,...,n,r :—i_—[u,,....u,‘\,
er 1 51‘—

le signe + convenant au cas ou les deux permutations sont de méme classe,
le signe — convenant au cas ou elles sont de classes différentes.
D’autre part, on a l'identité

. v - .
I A N 5 u,.. ,u, |=0.

er--q

’ J
Uy, .y -,‘:I‘*“\“;

Il suffit, pour le voir, de démontrer I’égalité

N

o,

2 Dgep,- 5 90p) 2 D(q.,p.» 4P ¥ s > Digupy - 40p)
o, Du,,..... au,,.)  du,D(u,, u) D, ,...... , u,)

dlﬁl’ 'l* L]

Chaque terme du premier membre de cette égalité étant le produit d’une
dérivée seconde par 2r-—1 dérivées premiéres, il suffit de vérifier que ce-
lui-ri ne contient aucune dérivée seconde, et cette vérification est immé-

diate. Le coefficient de -;; ‘\;- par exemple ne provient que des deux
premiers termes et son coef‘ficigent, différence de deux quantités égales &
D (. 9, P, -, q.p)
D (. ............ , u,.,)

Ces relations montrent que les crochets ainsi définis sont les coefficients
de la dérivée extérieure d’une forme extérieure de différentielles (et donc
d’une infinité). Si les crochets font intervenir 2 r variables u, cette forme

sera de degré 2r—1.

,est nul.
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En particulier, si les g, p dépendent de 2 n parameétres, on a

_D@sp,--59.0p)
D (u )
Le déterminant fonctionnel peut ainsi étre considéré comme un crochet

de Lagrange généralisé au sens actuel. C’est d’ailleurs une fonction des

crochets au sens ordinaire, son carré étant égal au déterminant l[u,,, u,]l.
Nous allons montrer qu’il en est de méme pour les autres crochets

généralisés.

Remarquons d’abord, pour n = 1, I'identité relative a quatre parameétres

u, v, w, z,

(u,,...,u,,]

(7) [ll, U] [w) Z] - [ll, w] [U, Z] + [11, Z] [U; lU] = 0’
qui se généralise, pour n quelconque et 2 r paramétres (r>n), sous la forme
(8 Lol u ) [ u) s, ] =0,

le signe + ou -— devant étre placé devant un terme, selon que la permu-
tation
Bl’ Y1is -« > Br’ Yr

ou les B et y sont tous différents entre eux, est de classe paire ou impaire.
Posant de facon générale

D (q"-p" ) _— x
D (u,, u,) A

(8) peut en effet s’écrire

\W
—

| . i
+ <A'g‘ e AT (A +o A5>J —0.

n étant inférieur a r, le premier membre est la somme de termes de la
forme

A% AT A AN

3y LH 3 we

s AT DA AT AT AN L AT AN A
8 3¢ ey 8y Be R 3
chacun affecté de son signe, les facteurs non écrits étant les mémes dans
les trois termes; une telle somme est nulle d’apres (7).
Supposons maintenant n > r. Nous nous proposons de démontrer que le
premier membre de (8) représente maintenant [u,...,u,].
Nous utiliserons pour cela la méthode de démonstration par récurrence.
Pour r = n, ce crochet se réduit au déterminant fonctionnel

D(q,p,, -, q,.p)

Du,........ ,u,,)’
qui, comme on le voit facilement, peut se développer sous la forme
N x4 *n \
+ A ... A .
L(—- B tntn /
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En ajoutant une quantité nulle d’aprés la remarque précédente, on
trouve dans ce cas

["4’ AR uv_vn] - 2 { i [u.-“m 11-“] ct [”.5"’ "'.’u] : *
8,7
Supposons que nous ayons démontré, pour 2 n variables q,p et 2r
parametres (r < n), la formule
< Fo 4+ A )
— B EI¥Y

[u, g - ] \ l:"h , U J l:u,u,r,uer = \‘
(n) (n) (n) —
: (A e Al ﬂ :

ol nous avons indiqué par des indices entre parenthéses la valeur de n
considérée.

Si 'on ajoute deux variables ¢.+,, p.+, de plus, on a pour le crochet
correspondant

Lu‘,...,u,r] =,\.T¢<A‘ o+ A ).A.<A' A ﬂ
(pid) ~—_ g4 21y Erir By -

Bl

. / “ =t “1 *r—1 n-iq )
+L[i\Am+...+Ah +A"") <A_+...+A +A )

’
EE Brie

. gy
M grir 3y

les « prenant les valeurs 1, ..., n. On voit comme précédemment que I'on
peut écrire

[u‘,...,u":l :V[i(;\‘ +...+A"">..‘<A‘ +...+ A"H>]

(ni-a) ~ Ba7a TR rir 2ron/

R LR P
oo us, oy, -

_tyny (n1 )

La formule d’ou 'on est parti étant exacte pour n = r, sera donc vraie
pour toutes les valeurs de n supérieures a r, donc sera générale.

Il s’ensuit que, si les g, p vérifient un systéme canonique, les u étant
les constantes d’intégration, tous les crochets [u,, ..., u,.] sont indépen-
dants du temps.

15. Invariant intégral. — Etant donné le systéme canonique (2), consi-
dérons I'intégrale multiple

= f Z dq., dp,, ... dy, dp.,, ,

étendue a une variété a 2 r dimensions V,, de I’espace des g, p. Une géné-
ralisation immeédiate du raisonnement du paragraphe 11 montre que I est
un invariant intégral pour le systéme (2).

Nous avons ainsi retrouvé I'invariant intégral de Poincaré et ses géné-
ralisations.
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16. Systéme aux différentielles totales. — On peut étendre au systéme
aux différentielles totales complétement intégrable
°H, , t :
dg, = He@P Uy oy My
N 0q;

les résultats précédents.

Les q, p solutions de ce systéme sont fonctions des variables indépen-
dantes t et de 2 n constantes arbitraires u. Tous les crochets relatifs a
deux u quelconques sont indépendants des ¢ et, réciproquement, si 1'on
considére les q, p, fonctions des ¢ et des u, indépendantes par rapport aux u,
telles que tous les crochets relatifs 4 deux u quelconques soient indépen-
dants des {, on peut affirmer qu’ils vérifient un systéme de la forme pré-
cédente. La démonstration est analogue a celle faite pour un systéme
canonique ordinaire.

Les crochets généralisés sont aussi indépendants des {.

17. Généralisation des parenthéses de Poisson. — Considérant des fonc-
tions uy, ..., u,, de 2 n variables conjuguées q:., p; (r < n), posons, avec
Laurent,

<”“ ..‘.u,,\ AN D(u,, ............ LUy )
/= D(qu. Pusees G Pa,)
On voit que 'on a
/u u > . ~ /+ Bh‘fﬁ B?z‘;’a B ?r‘{r>
\ gooeeey U, -_‘\___ u ag [N . >

avec
B s D(uy, u, ) (ug, uy) ’
© 7 D (ge po)
ou, en vertu de

D(ug,

'ku;. u,) LD N p)

des identités analogues a (7), (8) pour r > n et, pour r < n, I’égalité
(u'.’ LR ] u2r) = 2 [ * (uﬂls u‘/]) S (uﬂrp u}'r)]'
Il s’ensuit que, si les g, p vérifient un systéme canonique dont les u

représentent des intégrales, les parenthéses (ug, uy) en étant également, il

en sera aussi de méme de (u,,...,u,); c’est en cela que consiste le
théoréme de Laurent.

18. Crochets et parenthéses. — Con51derons 4 n? fonctions ¢ de 2n
variables u, telles que le déterminant A = |q;‘,| soit différent de zéro.

Les relations
%k ‘;bck = Sn
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ou s prend successivement les valeurs 1, ..., 2 n, déterminent les fonctions
¥i;. On a

A,, étant le mineur de A correspondent a o...
D’autre part, on a, pour 'un quelconque des u,

dy AR
Sk M ‘;’Ak
5.\ -
o e T Py 0,
d’oni
\‘P Qo
Yk CV Gk
Mo a "I”sk A“l u Alk Aru'
TR — —_
wm A A* ’

On déduit de cette formule et des analogues, aprés quelques change-
ments d’indices de sommation,

O grgn dbgng M gsr dpgegn Mok 9 gk
As« \}'.k - + ‘;‘s'k + '\;/s”k ) :——A.\ek At Aghpn ‘ - :
o, oy wu, o, iy Mg
Si les ¢ vérifient les relations
o My, AE
® gy + e =0, Hr gt TR
du, o, o,
on a, A étant différent de zéro.
. )4&;’:” ‘\4&-"5 b'\lfs.\"
10 Yo +4.=0, L, ! + sk —— + deme —— =0
o, ou, NI

Inversement, si les relations (10) ont lieu, on a les premiéres égalités
(9). De plus, les derniéres égalités (10) pouvant s’écrire

Mokt Ok duk’
ok stk Lsmpn < : B ._f__> =40,

ou, N Y Ny

sommons d’abord par rapport a k et posons

[ Qokrkr ekt Mgk
Sn bgma | i il
\ om, M

\

d’ou les 2 n équations y.. A, = 0, obtenues en donnant a s les valeurs
1,...,2n. Ces équations, homogénes aux A,, dont le déterminant est
différent de zéro, donnent A, = 0.

Posons ensuite, avec k fixe,

Nog, 10 o d ’

Qg SUknk O kk

Y ( o+ + = = By ;
NN Mg My

on en déduit de méme, k étant fixé, B, = 0.
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Enfin ces équations donnent a leur tour, pour toutes les valeurs de
k, k’, k', comprises entre 1 et 2 n,
ok OGRE | Yk
i L4
o, My My

c’est-a-dire les derniéres équations (9).

L’application du calcul précédent au cas ou les u, en nombre 2 n, sont
fonctions indépendantes de 2 n variables conjuguées gq., p;, est immédiate :
les ¢ représentent les crochets, les ¢, les parentheses (?).

19. Méthode de la variation des constantes, — Montrons comment les
crochets de Lagrange s’introduisent naturellement lorsqu’on applique la
méthode de la variation des constantes au probléme des perturbations.

Soit a résoudre le systéme

dg; Y(H—R) dp, > (H=R
doe QR dp 2R
dt op, di 2,
associé a la forme de Pfaff
o = p;dq;— (H—R) dt.
Adoptons comme solution de ce systéme la solution générale

q:=q.(t,u, ..., Uu,), pi=pi(tu,, ..., 0,.),
du systéme

dq; °H dp, H

dt — op,”’ dt —  q,’

en considérant maintenant les u comme des fonctions du temps. Cela
revient 4 dire que l'on effectue un changement de fonctions inconnues,
les q, p étant remplacés par les u. Ces derniers vérifient le systéme associé

a la forme o, dans laquelle on a effectué le changement de variables.
La dérivée extérieure de o est

w' =dp, A\ dgq, — d (H=R) A di
_—'\‘p‘dl+‘,‘du,)/\( I'dt—‘r ql(lll l: (H R)dl \(H R)d \l/\dt

CH s N
=<—\——d P'dl\/\( dt + "’d >—-(H\—“Pl)du,/\dt
cty

vy

:_<l‘!:' p‘15+—d[)/\du

o, ot

Le systéme associé 4 o, obtenu en annulant successivement les coeffi-
cients de du,, ..., du,, s’écrit

- YR
Lllk. u,.ldu,‘Jr—q'—dI:() (I=1....,2n).
— <t
Telles sont les équations que vérifient les u.

(9) Vivanti, loc. cit., p. 269.
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Le déterminant l[uk, u,]l étant différent de zéro, ces équations peuvent

du
étre résolues par rapport aux dérivées qi-

Indiquons un procédé théorique pour effectuer cette résolution. Les u
étant considérés comme fonctions des ¢, p, les équations précédentes
donnent

(u,, u >
\

’ di R
u, u, -a%‘ + (ur, ";) o =0,
- - ot

- ou

du, 7 R
@t \ur, u,):"—l =0.

Ces formules n’offrent évidemment d’intérét pratique que si les for-
mules qui permettent de passer des u aux ¢, p, et inversement sont
simples.



