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SUR LE CHOIX DE QUELQUES TOPOLOGIES
SUR UNESPACE VECTORIEL OU UN MODULE

INTRODUCTION

L’analogie remarquable existant entre les topologies linéaires séparées
d’'un espace vectoriel sur un corps discret, ([7]) et les topologies loca-
lement convexes séparées d’un espace vectoriel sur  ou (@, semble étre
due principalement au fait qu’il existe une dualité véritable, tant entre
un espace vectoriel linéairement topologisé et son dual topologique, qu’entre
un espace vectoriel localement convexe séparé et son dual topologique.

La démonstration de I’existence de la premiére dualité est triviale,
celle de la seconde est une conséquence du théoréme de Hahn-Banach.
Ayant été invitée par M. le Professeur MaAscaRT 4 examiner des espaces
vectoriels topologiques moins particuliers, j’ai donc été amenée a étudier
des topologies n’entrainant pas en général une dualité véritable entre un
espace et son « dual » topologique. J’ai donc examiné (chap. I)
certaines o-topologies sur un espace vectoriel sur Q ou @, préalablement
muni d’une topologie quelconque d’espace vectoriel.

J’ai ensuite remarqué que les formes coordonnées, relatives a une
base algébrique d’un espace vectoriel E, constituent une base continue de
son dual algébrique E*, ([6]), muni de la topologie linéaire faible
(lequel E* est le dual topologique de E muni de la topologie notée
G, (E*,E) par KO6rHE). J’ai donc cherché (chap. II) a définir des
topologies, ayant la méme propriété, sur les duals topologiques d’espaces
vectoriels différents : espaces vectoriels E, sur un corps valué, munis
d’'une topologie telle que les formes coordonnées, relatives & une base
algébrique, soient des éléments du dual topologique de E. J’ai obtenu
comme cas particulier, un résultat pour le dual topologique d’un espace
vectoriel localement convexe, analogue a celui existant pour le dual
topologique d’un espace vectoriel linéairement topologisé. ([5])

Enfin I'analogue du théoréme de Mackey-Arens, dans le cas des espaces
vectoriels linéairement topologisés, étant obtenu a I’aide de la considé-
ration des compacités linéaires, j’ai cherché (chap. III) a étudier des
< P-compacités » sur des modules topologiques, ou P désigne une propriété
non nécessairement algébrique, mais vérifiant certains axiomes des variétés
linéaires.
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CHAPITRE PREMIER

Notations.

Soient E un espace vectoriel sur @ ou @, T une topologie sur E
compatible avec sa structure d’espace vectoriel et E’; le dual topologique
de E. Il n’est fait aucune autre hypothése sur T, donc E et E’x ne sont pas
nécessairement en dualité.

D’une facon générale A (resp A’) étant une partie de E (resp E’p),
W’ (A,e) (resp W (A’.¢)) sera ’ensemble des u de E’; (resp x de E) tels
que |ux| <e Vxr €A (resp Yu €A).

S étant un ensemble de parties bornées de E, pour tout élément B de S
et tout nombre ¢ positif, les ensembles W’ (B, £) définissent une S-topologie
sur E’; (topologie pour laquelle le filtre des voisinages de l'origine est
engendré par les ensembles W’ (B,e)). Cette topologie sur E’; sera
notée T’ (S).

De méme S’ étant un ensemble de parties bornées de E’;, muni de
la topologie T’ (S), pour tout élément B’ de S’ et tout nombre ¢ positif,
les ensembles W (B’.¢) définissent une S’-topologie sur E, qui sera
notée T (S’). B:(0) sera le filtre des voisinages de l'origine dans E
muni de T.

Remarque 1.1.

Quel que soit S T’ (S) est compatible avec la structure d’espace
vectoriel de E’;. Par contre T (S’) n’est pas nécessairement compatible
avec la structure d’espace vectoriel de E. (Un ensemble W (B’,¢) n’est
pas nécessairement absorbant) On définira cependant les parties bornées
de E comme s’il en était ainsi :

T, s, (0) désignant le filtre des voisinages de l'origine dans E, muni
de T (S’), on dira qu’une partie A de E est bornée pour T (S’) si :

VV €V (0) Jr>0 tel que AAcV.

Remarque 1.2.

T et S étant fixés, soit S’ un ensemble de parties bornées de E’x
muni de T’ (S). Ex v, et E’r sont alors généralement distincts. Cependant
si 'ensemble des éléments de S’ engendre E’r on a alors E',© E'T(SH

En effet soit u un élément de E’;. Il existe alors un nombre fini n

d’éléments B’; de S’ tels que u = Au; avee u; € B, 1K<ign). Si

1

I 122

§

n
I'on pose A = X I)\;l alors quel que soit ¢ positif :

=]
xe€ n W (B, -

,5 ) implique |uz|<e
1<i<n

donc u € E' ¢ s,.
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Proposition 1.1.

S étant fixé, les éléments B de S et les ensembles W [W’ (B, 3,), 5.], ou
n, et 5, sont deux nombres positifs, sont bornés pour toute S’-topologie
sur E.

Démonstration.

Soient S un ensemble de parties bornées de E’r, muni de la topo-
logie T’ (S), B’ un élément de S’ et ¢ un nombre positif.

On veut montrer que, pour tout B € S, 9, > 0ety, > 0, existent retp
positifs tels que :

(1) ABc W(B,e) (2) pW [W(B,7,),n] cW(B,e).

Or il existe A positif que A B’ W’ (B, ¢), ou ce qui est équivalent :
ABc W (@®B,e). Un tel A vérifie donc (1).

D’autre part il existe A" tel que A B’ < W’ (B, 5,). Montrons que

L=AX !i vérifie (2). Or :

7Y

MB cW B.g) =—> XMW [W (B,n),e] cW (Be)
et

W IW®B,n)e]l= — W [W (B, ), n]

€
on vérifie donc bien (2) en faisant p= A" —

Proposition 1.2.

Les ensembles W’ (V,5), avec V € 8,(0) et n > 0, sont bornés pour
toute S-topologie sur E’;.

Démonstration.

Soient S un ensemble de parties bornées de E, B un élément de S,
et ¢ un nombre positif.

On veut montrer qu’il existe un nombre positif A tel que
AW (V,9) c W (B,¢) (1)

Or il existe )\ positif tel que M’B c V. Prouvons que X\ =)’ =
r
vérifie (1). ‘

En effet :
MBcV=—> NMNW/(V,e) c W/B,e)
et
W7 (V,e) = 7 W7 (V, )
Donc : ‘
x 7 W/(V,7) c W/B, e)
1
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Notation.

Une partie de E’; sera dite r-équicontinue, si elle est équicontinue
relativement a la topologie r sur E.

Proposition 1.3.

I1 existe une S’-topologie sur E satisfaisant aux conditions suivantes :

1) T«{S’) est compatible avec la structure d’espace vectoriel de E;

2) Er ) =Eh;

3) Pour les parties de E’, notation commune pour E'; &, et E'r, la
T (8”)-équicontinuité équivaut a la T-équicontinuité.

Démonstration

Soit §’, 'ensemble des W’(V,5) avec V¢ Ux(0) et 4 > 0.

Les éléments de S, sont bornés pour toute S-topologie sur E’;, donc

les éléments de S’, engendrent le filtre des voisinages de 'origine pour une
S’-topologie sur E. Montrons que cette topologie T (S’) satisfait aux
conditions 1), 2) et 3).
1) Pour vérifier que T(S’.) est compatible avec la structure d’espace
vectoriel de E, montrons que T(S.) est moins fine que la topologie
initiale T. Pour cela considérons un ensemble W [W’(V,q),e],
avec V¢ V:(0)e>0 et 4 >0. On a alors

W W (V)] = S W [W (V,), )
et

= WI[W (V,9,9,D -V

Mais 75 V est un élément de U: (0), car le filtre U, (0) est invariant
par homot'hétie. Tout voisinage de l'origine dans E, muni de T(S’.), est
donc bien un voisinage de l'origine dans E, muni de T.

2) Montrons a présent que les éléments de S’. constituent un recou-
vrement de E’p.

Soit en effet u un élément de E’;; alors, par définition méme de E’; :
Ye>0, JV € Uy (0) tel que u € W’ (V,¢)

D’aprés la remarque 1.2 on a donc E» ¢ E’; ') D’autre part, T(S".)
étant moins fine que T, on a également | D E’;x. DoncE’
nous les confondrons maintenant dans la notation E’.

3) T(8%.) étant moins fine que T, toute partie T(S’.)-équicontinue de
I’ est également une partie T-équicontinue de E’.
Réciproquement, soit H une partie T-équicontinue de E’; alors :
Ye>0, HVS € UV, (0) tel que Hc W’ (V_, o)

Ty~ Bl
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ce qui entraine :
Vs>0,x€W[W"( Vs ,e), 8] =—=> 'llx|<£ VueH

autrement dit, H est aussi T (S%)-équicontinue.
Donc, pour une partie H de E’, la T (§/,)-équicontinuité équivaut a
la T-équicontinuité.
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CHAPITRE II
1. — RAPPELS
Définition 2.1.1.

Soient A un ensemble filtrant a droite et M un ensemble quelconque.
Pour toute application f de A dans M, le sous-ensemble {f(a)},,eA est
dit systéme filtrant a droite dans M.

Proposition 2.1.1.

A tout filtre sur M, on peut associer un systéme filtrant a droite dans M;
inversement a tout systéme filtrant a droite dans M, on peut associer un
filtre sur M.

Démonstration (esquissée dans [6]).

Soit § = (Fz)s ¢ , un filtre sur M. L’ensemble A est filtrant a droite
pour la relation de préordre, notée <, et définie par :

a < ,3 -(:} F,j [ Fa.
L’axiome du choix permet d’affirmer l’existence d’une application f

de A dans U F, telle que f(a) = 2, €EF,, V aCA.
a €A

Alors, {xa}ae a est un systéme filtrant a droite dans M : c’est ce que
nous appellerons un systéme filtrant associé au filtre .

Inversement soit {xa}ae A un systéme filtrant a droite dans M. Les
ensembles B, = {xﬁlﬁ>a} constituent une base ¢} de filtre sur M. Le
filtre de base @ est dit filtre associé au systéme filtrant & droite
{xa}a € A

Définition 2.1.2.

Soit X un espace topologique et {xa}a €A un systéme filtrant a droite

dans X. On dit que {xa}ae A converge vers un élément x de X si et
seulement si :

' Vel(n), I B(V) €A tel que a>B(V) => =z, €V.
Proposition 2.1.2.
Pour qu’un filtre § sur un espace topologique X converge vers un point x

de X, il faut et il suffit que tout systéme filtrant associé a4 § converge
vers .
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Démonstration (non donnée dans [6]).

Soient § = (F,), ¢ aun filtre sur X convergeant vers x, et {xa}a e
un systéme filtrant associé a ce filtre.

Pour tout voisinage V de x, il existe un élément B(V) de A tel que
Fgw, soit contenu dans V, donc tel que :

a>B(V) => x,¢€V.

Inversement soit § = (Fq)a ¢ »+ un filtre sur X ne convergeant pas
vers x. Il existe donc un voisinage V de x, tel que F, ne soit contenu dans
V pour aucun a € A. ‘Donc, toujours d’aprés ’axiome du choix, il existe une
application f de A dans U (Fe N [xV) telle que, pour tout a€A,

a €A
fle) EF, N [xV; autrement dit, il existe un systéme filtrant associé a §
et ne convergeant pas vers .

Définition 2.1.3.

Soit (x): ¢ 1 une partie de G, groupe additif abélien, muni d’une
topologie séparée de groupe topologique.

Soit §(I) ’ensemble des parties finies de 1. A tout ¢ € F(I), on associe
I’ensemble Mg des sommes partielles 3 x;,+ 3 x,0ou '€ — ¢),

Jj€gd Jeg
en convenant de poser X x; =0.
JEZ

Si le filtre de base (MJ)jeg([)converge vers un point x de G, on dit

que x est somme topologique des x;, et 'on écrit x = 3 x..

2. — BASES CONTINUES
Définition 2.2.1.

E représentant un espace vectoriel topologique séparé sur un corps K,
on dit qu’un sous-ensemble (x;);e! de E est une base continue de cet
espace si
1) tout x de E est, d'une fagon et d’une seule, un somme topologique

Sha (ou M €EK);
i

2) pour tout i€l Papplication linéaire x «-» A; est continue.

Remarque 2.2.1.

Soit E un espace vectoriel topologique séparé de base continue (x;): e
Un élément x de E s’écrit alors x = 3 A, x;, et on voit en particulier que

le systéme ﬁltrant(_ DI NY 1 converge vers .
I€d g €3(D)
Remarque 2.2.2.
On ignore si tout espace vectoriel admet une base continue. Dans
certains cas simples on a cependant pu construire de telles bases. Par
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exemple (1), soit E* le dual algébrique, muni de la topologie linéaire
faible, d'un espace vectoriel E sur un corps K discret : les formes coor-
données relatives a une quelconque bhase algébrique de E constituent une
base continue de E* [6].

Nous allons considérer un espace vectoriel E sur un corps K valué
non discret. Les formes coordonnées, relatives a une base algébrique de E,
constituent pour certaines topologies sur E dépendant de cette base, une
base continue du dual topologique, muni de la topologie de la convergence
simple. Ce résultat ne sera plus nécessairement vrai pour une topologie
strictement plus fine. Comme cas particulier, si K=@Q ou @ et si E est
muni d’une topologie localement convexe séparée, nous obtiendrons un
résultat analogue a celui cité en (1).

Définition.

On considére un espace vectoriel E de dimension infinie sur un corps K
valué non discret. Soient (X;), e une base algébrique de E, (U.), e la
famille des formes coordonnées correspondantes; soit ( 'ensemble des
topologies sur E compatibles avee sa structure d’espace vectoriel et pour
lesquelles chaque application U, est continue.

Pour tout T €(}, on désigne par E’x (comme au chap. I) le dual topo-
logique de E, muni de la topologie T, par S. un ensemble de parties de E
satisfaisant a :

a : tout élément B de S, est borné pour T, et contenu dans un sous-
espace vectoriel de E de dimension finie;

B : pour tout icl, il existe B €S, tel que x, €B.
Remarque 2.2.3.

Si K=Q ou @, d’aprés le théoréme de Hahn-Banach, 'ensemble des
topologies localement convexes séparées sur E est contenu dans (3.

D’autre part I’hypothése de continuité de tous les u, entraine que tout
élément de (7 est une topologie séparée sur E. En effet :

V2¢E, x=£0, [‘l iel tel que u,x#0
il existe donc un voisinage V, de l'origine ne contenant pas x.

Par contre une topologie séparée sur E n’est pas en général un élément
de (7, comme le montre ’exemple de I’espace vectoriel (0 < p < 1) muni
de la topologie habituelle. Toute forme linéaire continue sur L? est en
effet identiquement nulle [8].

Remarque 2.2.4.

T étant un élément fixé de (¥, il n’existe qu’une S;-topologie sur E’r.
Cette S; topologie est la topologie de la convergence simple.

En effet soit S; un ensemble de parties de E satisfaisant & « et 8. Notons
T’(S:) la topologie sur E’; associée a Sr.
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‘Considérons un sous-ensemble W’(x, ¢) de E’x avec x€E et ¢ > 0. Il
existe alors g € §(I) tel que x= 3 A;x; avec A; €K. En outre d’apreés

J€9g
B :

Vje 9, HB(j) €Sr tel que x; €B(j) on a alors

W’(TE,S)D n ' . €
jeg W (B0 55)

La topologie de la convergence simple est alors moins fine que T’(S:).
Inversement soient B un élément de S: et ¢ un nombre positif. 11 existe

alors g € §(I) tel que B soit contenu dans le sous-espace vectoriel de E
engendré par les x; tels que j appartienne 4 ¢. B est donc une partie bornée
d’un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Il existe donc un nombre
a positif tel que :

3 Mx; €B == 3 |A| <eace qui entraine :

J€Y Jj€d

W'B, e)> N Wi, =)
j€d x

Donc T’(S:) est moins fine que la topologie de la convergence simple. 11 y
a donc bien identité entre ces deux topologies.

Proposition 2.2.1.

La famille (u:): e est une base continue de E’r pour toute S:-topologie
telle que T €(3.

Démonstration.

u étant un élément quelconque de E’,, on pose ux, = A,.
1) Au sens de la somme topologique pour une S:-topologie telle que T € (¥,
on a u= 3\ u,. En effet pour tous B€S; et ¢ > 0, désignons, comme au

chap. I, ps;r W'(B, ¢) '’ensemble des v € E’; tels que vx| < ¢ pour tout x €B.
Soit alors Mg , pour § € §(I), 'ensemble des sommes :
5 Mu+ 0 3 o Mup ot §g'eG(I— 4
J€Y Jeg’
D’aprés «, quel que soit W’(B, ¢), il existe ¢(B) € G(I), tel que B soit
inclus dans le sous-espace vectoriel de E engendré par (z,)jegm ; on a

alors :
M gm Cu + W*(B, ¢).

En effet, un élément x de B est une combinaison linéaire des x, tels que
J € g (B); donc, pour tout élément v de M g »oOna:
vr= 3 MUux=ux

J €(B)
d’oul (v—u)x = 0.
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Donc le filtre de base (M g) g € J (1) converge vers u.
2) Cette décomposition est unique.

Soit en effet, (u:), € 1 une famille d’éléments de K distincte de (A.) , e
il existe k€1 tel que l)\km,ukl =a > 0. Soient M’ 4 les sommes analogues
aux Mg pour cette nouvelle famille de coefficients. D’aprés g, il existe
B(k) €S: tel que x, €B(k). Or quel que soit g €5 (I), il existe Vy EM tel
que |v gT:— uxk| = I/\k—,u,,| =@, ce qui entraine qu’aucun des M’ gnest
contenu dans u + W’ (B(k), «). Le filtre de base (M’gyg eg(l)ne converge
donc pas vers u.
3) Pour tout i €1, I'application u . X\; est continue.

Il suffit de vérifier sa continuité 4 'origine. Or, toujours d’aprés B, il
existe B(i) €Sy, tel que x; €B(i) : alors pour tout s > 0, u €W/ (B(i), )
implique |)\.-' <e.

Proposition 2.2.2.

La famille (u;)ie1 n’est pas nécessairement une base continue, pour
une topologie strictement plus fine qu’une S:-topologie telle que T € (3.

Démonstration.

L’application de E dans R+
X = DI W PRV I)\il
el €1
est une norme sur E. T désignera la topologie sur E associée a cette norme.
T est un élément de (. Les formes coordonnées (u;); eiconstituent donc
une base continue de E’; pour la S;-topologie.

Soit A I’ensemble (x;); € ,0u I’ est une partie infinie de I. A est contenu
dans la sphére unité de E. Soit alors T’ une S-topologie sur E’z avec A €8S.
Les formes coordonnées (u;); eine constituent pas une base continue de E’;
pour la topologie T’. Considérons en effet I’élément u de E’: défini par :

ur=u( 3 Mx)= 3 Ao,
igl i€l

et supposons que les u; constituent une base continue de E’x pour la topo-
logie T’. Alors, T’ étant plus fine que la S;-topologie, u est 1a somme topolo-
gique 3 u..

Donc si Mgest Iensemble des sommes partielles 3 u,+ 3 u,

J€Y J€9

pour
gegM et ¢g’€§ (I— ¢g) le filtre de base o) = Mgy g ¢ 7 (1)
converge vers u.

Montrons que cette derniére affirmation est fausse.

Il suffit pour cela de vérifier qu’aucun Mg n’est contenu dans u+'W’(A, 1).
Or, ¢ étant un élément quelconque de G(I), il existe k€I’ tel que k
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n’appartienne pas 4 g, et g€ (I — ¢) tel que k n’appartienne pas a2 ¢§’;
on a alors :
| 3 wxmt 3 wywm—uxm|l=1
j€g J€g’

Ce qui prouve que M g n’est pas contenu dans u + W’(A, 1).
Remarque 2.2.5.

En fait on a établi un résultat plus précis; la famille (u;), € 1 n’est méme
pas nécessairement une base continue de E’; pour une S-topologie stricte-

ment plus fine que la Si-topologie. En effet, il existe alors un élément de S
contenant une infinité d’éléments de E linéairement indépendants.
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CuAPITRE III

1. — DEFINITION ET ETUDE DE QUELQUES PROPRIETES DE LA P-COMPACITE

Axiomes 3.1.1.

A étant un anneau commutatif topologique, on désigne par Q. la
catégorie dont les objets sont les A-modules topologiques séparés, et dont
les morphismes sont les homomorphismes continus.

(S8i A =Z, un objet de @. est un groupe topologique abélien).

Soient G un objet de §., G’ un sous-ensemble de G et P une propriété
de certains sous-ensembles de G. On appelera P-parties de G les parties de G
possédant cette propriété; P-parties de G’ les P-parties de G contenues
dans G’; P-filtres sur G (resp G’) les filtres ayant une base formée de
P-parties de G (resp G’); ultra-P-filtres sur G (resp G’) les éléments
maximaux de P’ensemble des P-filtres sur G (resp G’).

On impose a la propriété P de vérifier les axiomes suivants :

P, : toute translatée d’une P-partie est une P-partie
. : l'intersection de deux P-partie est une P-partie.
: 'adhérence d’une P-partie est une P-partie.

. ¢ la symétrique d’'une P-partie est une P-partie.

Y Y T

Définition 3.1.1.

Un objet G de Q. est dit localement-P s’il posséde un systéme fonda-
mental de P-voisinages de l'origine.

Remarques 3.1.1.

Un objet G localement-P de @Q. posséde un systéme fondamental de
P-voisinages de 'origine symétrique et fermés.

Soit en effet U (0) le filtre des voisinages de l'origine dans G.

Si V est un élément de U (0), il existe alors un élément W symétrique
et fermé de U (0), et un P-élément W, de U (0), tels que

W, cWcV
ce qui entraine :

W,N (W,) cWcV
ot W, N (-"_W,,) est un P-élément symétrique et fermé de U (0).
Définition 3.1.2.

Soient G un objet de G, et P une propriété (satisfaisant & P,, P,, P, et P,)
de certains sous-ensembles de G. Une partie G’ de G est alors dite P-compacte
si tout P-filtre sur G’ admet un point adhérent.
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Proposition 3.1.1.

Toute P-partie P-compacte d’un objet G localement-P de . est un
sous-espace complet de G.

Démonstration.

Soient G’ une P-partie P-compacte de G, § = (Fy)y € r un filtre de
Cauchy sur G/, et UT(0) un systétme fondamental de P-voisinages de
Porigine dans G, fermées et symétriques.

Puisque ¥ est un filtre de Cauchy sur G/, ses éléments vérifient la
propriété suivante :

Yve ), ] yer telqueFy—F,cV 1)

On considére une appilcation T de UV (0) dans V(0) qui vérifie la

condition suivante :
yve L), T(V) +T(V) cV
on note alors v [T (V)] I’ensemble, non vide d’aprés (1), de tous les y €T
tels que
Fy—F, cT(V)
Choisissant dans chaque Fy un élément f,, on va montrer que I’ensemble
B={F+V)NE}ye v (TW)
Ve 0O

est une base de P-filtre sur G’.

On voit immédiatement que ses éléments sont des P-parties de G et
sont tous non vides.

Reste a vérifier que Vlintersection de deux éléments de ¢ contient
un élément de @.

Soient done V, et V, deux éléments de U (0), y, un élément de y [T (V,) ]
et y, un élément de y.[T (V,)]. On va montrer qu’il existe :
yEY [T (T V) NT(Vy))]
tel que :
(FfyY+TV)NTV)) NG cfyat V) N(fy.+ Vo) NG
On cherche donc un y €y [T(T(V,) N T(V,))] tel que pour tout f €Fy

on ait :

(F+TV)NTV,)) NG < (fyat V) N(fy+Ve) NG

Montrons que tout y €y [T (T (V,) N T(V,))] tel que Fy c Fy, N Fy,
est solution. Considérons en effet un tel y et un élément f de Fy. Il suffit
de vérifier que :

F+TMV)NTV,) cfys Ve (i=12)
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ou ce qui est équivalent :
f—fy: +T(Vy) NT(V,) <V, (i=12)
Or on a :
f_—f‘Y’ €F7»~F71 c T(\7:) (i= 1,2)
dot f—fy: + T(Vy) N T(V,) T (V) + T(Vy) NT(V) cT(Vy)
+T(V,) oV, (i=12)

c’est-a-dire

G est donec une base de P-filtre sur G’. Il s’ensuit, les éléments
de @ étant fermés dans G/, qu’il existe un point x commun & tous les
éléments de 3. Montrons que G converge vers x. Pour cela il suffit de
vérifier que, pour tous V.€ V(0) et y €y [T(T(V)}], on a Fyc(zx + V) NG
Or pour tout tel y, on a, puisque les éléments de U (0) sont fermés :

x€(fy+TV)) NG c (Fy+TV)) NG&
d’ou
Fy—xc Fy—Fy+T (V) cT(V)+T (V) ¢V
c’est-a-dire
Fyc (x+V) N & q.e.d.

Proposition 3.1.2.

Tout objet localement-P et P-compact de §. est complet.
La démonstration est entiérement analogue.

Proposition 3.1.3.

Pour tout P-filtre § sur un objet G de @, il existe un ultra-P-filtre
sur G plus fin que §.

Démonstration

D’aprés le théoréme de Zorn, il suffit de montrer que toute famille
totalement ordonnée de P-filtres plus fins que § est majoré dans ’ensemble
des P-filires plus fins que .

Soient (§.): e1 une telle famille, et (@), €1 la famille des bases
des . formées de P-parties. L’ensemble ¢} de tous les éléments de toutes
les bases 3. engendre alors, d’apres P,, un P-filtre plus fin que § et que

tous les F,. Ce P-filtre majore donc la famille (5.). e

Proposition 3.1.4.

Si G’ est une P-partie d’'un objet localement-P de @, ou un objet
localement-P de @., les deux propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) Tout P-filtre sur G’ admet un point adhérent,
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(2) Tout ultra-P-filtre sur G’ est convergent.

Démonstration
1) =—=> (2)

Soit Q[ un ultra-P-filtre sur G’ : d’aprés (1), q( a un point adhérent x.
S’il ne convergeait pas vers x, le P-filtre engendré par Q[ et les P-voisi-
nages de x serait strictement plus fin que 9.

2) == (1)

Soit § un P-filtre sur G’. Il existe alors (Proposition 3.1.3.) un ultra-P-
filtre q( plus fin que . Q[ converge vers un point x, donc x est adhérent a F.

Axiomes 3.1.2.

Pour pouvoir continuer a conserver une certaine analogie entre compacité
et P-compacité on est amené a4 imposer a P les deux nouveaux axiomes
suivants :

P’; : L’image d’une P-partie par un morphisme de Q. est une P-partie.

P”; : L’intersection d’une P-partie avec I’image réciproque d’une P-
partie, par un morphisme de @, est une P-partie.

Propositon 3.1.5.

L’image d’un ultra<P-filtre, par un morphisme de Q. est une base
d’ultra-P-filtre.

Démonstration

Considérons deux objets G, et G, de Q. et un morphisme f : G, = G,.

Si q est un ultra-P-filtre sur G,, f(§() est alors d’aprés P’;, une base de
P-filtre sur G,. Montrons que f(9[) est une base d’ultra-P-filtre sur G,.
Supposons qu’il n’en soit pas ainsi : il existe une P-partie F de G,, contenue
dans f(G), et telle que f(U) ne soit contenu dans F pour aucun élément
U de . Or, d’aprés P”,, il existe un P-filtre engendré par la base @3 de 9
et f* (F) : ce P-iltre étant strictement plus fin que Q, 9 n’est pas un
ultra-P-filtre.

q.ed.
Proposition 3.1.6.

(G".): €1 étant une famille de P-parties P-compactes d’objets loca-
lement-P de @, le produit II G, est P-compact.
i€l
Démonstration

Soit Q[ un ultra-P-filtre sur T G’.. Pour tout i€l, pr. (q) est une
i€l
base d’ultra-P-filre sur G’; qui converge vers un point x; de G’; : donc,
Q[ converge vers x = (x;); 1 € O &,.
i€l
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Proposition 3.1.7.

Toute limite projective d’objets P-compacts et localement-P de .
est P-compacte.

Démonstration

Soient (Gy, fyB) un systeme projectif d’objets P-compacts de @i,
velatif 4 un ensemble d’indice T, et G sa limite projective.

On sait que l'objet G de G. est fermé dans II Gy. Sa P-compacité

ver
résulte donc immédiatement de celle de I Gy.
yeTr
2. — ETUDE DE CERTAINES P-COMPACITES

On étudiera successivement les cas suivants :

1) La propriété P est la compacité, notée C;

2) La propriété P est le caractére borné, noté B;

3) A =Q ou (et la propriété P est la convexité, notée K.

Proposition 3.2.1.1.

Tout objet de @. est C-compact.

Démonstration

Soient G un objet de §., § un Ciltre sur G et @ une base de § formée
de C-parties de G.

Les éléments de ¢ sont fermés. Donc pour qu'un point & de G soit
adhérent a § il faut et il suffit que x appartienne a N B. Soit B, un

8553
élément quelconque (mais fixé) de @.

L’ensemble {B N B-} ;¢  est une base de filtre sur le compact B.. Il
existe doncx € N (BNB) mais N (BN B)= N B, donc x est

BeP seP peR
adhérent a .

Proposition 3.2.2.1.

Pour qu'un objet de Q. soit B-compact il faut et suffit que toute
B-partie fermée de Q. soit compacte.

Démonstration.

Condition nécessaire :

Soit G un objet de Q.. S’il existe une B-partie G’ de G fermée et non
compacte, il existe aussi un filtre sur G’, c’est-a-dire un B-filtre sur G,
sans point adhérent.

Condition suffisante :
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Soit G un objet de @, § un B-filtre sur G et @ une base de § formée
de B-parties de G.

Si toute B-partie fermée de G est compacte, ’ensemble des éléments
de @B constitue une base de C-filtre sur G.

Donc d’aprés la proposition 3.2.1.1., § admet un point adhérent.

Soient maintenant G un objet localement-convexe de G, (A = Q oul),
T sa topologie et G’x son dual topologique. On désigne par o (G’r, G) la
topologie affaiblie sur G.

Proposition 3.2.3.1.

Pour que G muni de la topologie localement-convexe T, soit K-compact
il faut et suffit que G muni de o (G’x, G) soit compact.
Cette proposition sera démontrée a ’aide des lemmes 3.2.3.1. et 3.2.3.2.

Lemme 3.2.3.1.

Pour qu’un ultrafiltre 6 sur G converge vers x. pour o (G’z, G), il faut
et il suffit que x. appartienne a l’intersection de tous les K-ensembles
de q fermés pour o (G'r, G).

Démonstration.

Il s’agit de I’exercice 9, § 1, chap. IV de [4].

La condition nécessaire est triviale.

Condition suffisante :

Si x, n’est pas adhérent a q, il existe un K-élément de 6, fermé pour
o (G’x, G) et ne contenant pas x,. Car il existe un élément F de q(, un
élément u de G’r et un nombre ¢ positif tel que [+ W (u,e)] N F=2¢:
alors, H désignant le demi-espace des x tels que ux >e on voit que
x, + H est I’élément de [ cherché.

Lemme 3.2.3.2.

Pour tout ultrafiltre q sur G, soit ¢’ le filtre ayant pour base ’ensemble
des K-éléments de 9. Alors pour qu’un point x, de G soit limite de §[ pour
o (G'r, G) il faut et suffit que x, soit adhérent a q( pour T.

Il s’agit de l’exercice 2, § 2, chap. IV de [4] : c’est une conséquence
immédiate du précédent, puisqu’il y a identité entre les K-parties fermées
pour T et les K-parties fermées pour o (G'r, G).

Démonstration de la proposition 3.2.3.1.

Condition nécessaire :
Soient Q( un ultrafiltre sur G, et Q" le K-filtre ayant pour base
I'ensemble des K-éléments de Q. Par hypothése, q admet un point



34 SUR LE CHOIX DE QUELQUES TOPOLOGIES

adhérent a. pour T. D’aprés le lemme 3.23.2., Q[ converge vers x. pour
o (G'x, G).

Condition suffisante :

Soit & un K-filtre sur G : il existe alors un ultrafiltre §( plus fin
que §. Soit |’ le K-filtre ayant pour base ’ensemble des K-éléments de
q(; Q est plus fin que §. Par hypothése 6 converge vers un point x-
pour ¢ (G’r, G). D’aprés le lemme 3.2.3.1., x. est donc adhérent a4 § pour T.
Puisque Q" est plus fin que §, x. est également adhérent & § pour T.

Remarque.

La considération de la K-compacité permet d’affirmer qu’un objet loca-
lement P-compact n’est pas en général P-compact. Il suffit en effet de
considérer, dans le cas ou A =Q, l'objet @ de Q.. Q est localement
K-compact mais non K-compact.

En effet @ étant localement compact est évidemment localement
K-compact, mais le K-filtre de base {[n,+oo[}nnex n’a pas de point
adhérent dans @, donc Q@ n’est pas K-compact.
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