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Construction des demi-groupes
ayant tous leurs sous-demi-groupes
homomorphiques

par Roger DESQ

Un demi-groupe est appelé H,-demi-groupe [resp. H-demi-groupe] si
et seulement si tous ses sous-demi-groupes sont homomorphiques a droite
[resp. homomorphiques]. Ces demi-groupes sont caractérisés dans [1]. Le
but du présent travaii est d’en donner une construction effective.

Les p-demi-groupes étudiés par KiMUurRa, TAMURA et MERKEL [2] sont
évidemment des H,-demi-groupes particuliers. Rappelons qu’un demi-
groupe D est un p-demi-groupe si et seulement si tous les sous-demi-groupes
de D sont des idéaux a droite. Il est donc naturel que les constructions
de cette étude généralisent celles de [2].

1. H,~-demi-groupes unipotents.

Soient F un demi-groupe unipotent, e son idempotent, I son sous-groupe
maximum. D’aprés la propriété 3.1 et le théoréme 3.6 de [1], F est un
H.-demi-groupe si et seulement si T' est un groupe périodique et si le
produit de deux éléments a, b de F est égal 4 a2 ou appartient a T'; dans
ce dernier cas, ab = abe = ae . be.

Considérons les sous-ensembles suivants de F,

M= {IGFMI‘; x? ¢ F} N=(F —T) NF2P= {xEF——I‘; x ¢ Fz, 1:261‘}

D’aprés la remarque qui suit la propriété 3.1 de [1], F3 =T, d’ou
F=M+N+P+T.

Si x€N, x=yz et comme x¢T, yz=1y? et de plus ycM. Si nous

appelons o l’application de M dans F définie par a(x) = axr = 22, a est

une surjection de M sur N.

Soient x et y deux éléments de F, supposons que le produit xy n’appar-
tienne pas 4 T. On a alors xy = 2 ¢ T, d’ou x €M, d’autre part, comme
F2 =T, on en déduit yeM + P.

Définissons les applications suivantes :

. — \ 1siaggrT
B i MX(M+P)— (01}, 8 (x y) Lo g s

vy :F—>T , yx=cxe.
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Théoréme 1. — Soient F un H,-demi-groupe, e son idempotent, I' son
sous-groupe maximum. Il existe une famille M, N, P de sous-ensembles
disjoints de F, une application y de F dans I' et si M n’est pas vide deux
applications, « de M dans N, 8 de M X (M +P) dans {0,1} telles que :

1) F=M+N+P+T;

2) « soit une surjection;

3) v aeM, Bla,a) =1;

4) B(x,y) =1 implique yx = yy;

5) ylax) = (yx)?;

6) V x€T, yx=x.

Inversement, soient M, N, P, T' des ensembles deux a deux disjoints
tels que T soit un groupe périodique. Soit F =M + N + P + T, considérons
y:F>T, etsiM#¢g, «:M->N, B:MXM+P) {0,1}
des applications vérifiant les propriétés 2, 3, 4, 5, 6. L’ensemble F muni

de la loi interne suivante :
HyeF, pxy= ) oS e ement,
est un H,-demi-groupe.

Pour la partie directe du théoréme, il reste seulement a vérifier les
propriétés 4 et 5.

Blx,y) =1 implique xy = 2%, on en déduit xe.ye = (xe)?> ce qui
dans T donne xe = ye.

aex =22 implique (ax) e = (xe)2.

Pour démontrer la partie réciproque, vérifions d’abord que F est un
demi-groupe. Soient x,y, z trois éléments de F.

Sixky=yx . yy, on en déduit (x*y) *z=(yx yy) y=z

Si x*y=ax, alors B(x,y) =1 et d’aprés 4, yx = y y; en utilisant succes-
sivement 5 et 4, on en déduit

(x*ky)* z=ax*kz=yleax) yz=(yx)2 yz= (yx vY) vz

On vérifie de méme que x * (y * z) = yax(yy yz).

F est unipotent, en effet, supposons % x =x, alorsx =x *kx* x = (y x)*
est donc un idempotent de T, c’est-a-dire e.

D’aprés le théoréme 3.6 de [1], pour vérifier que F est un H;-demi-
groupe, il suffit de montrer que lon a x %y = x % x ou
rky—(r*ke)* (yxe)

Or si x*y—ax, €M, Blx,x) =1, x*x = ax; de plus,
x*ke=yx ye=vyux, ceci compléte la démonstration.

Précisons la construction des applications données. Il faut évidemment
que la puissance de M soit égale ou supérieure a celle de N, on prend
pour « une surjection quelconque. De méme, on définit une application g8
arbitraire en tenant compte seulement de la condition 3.



CONSTRUCTION DES DEMI-GROUPES 37

Dans M + P, considérons la relation @ suivante, a R b s’il existe
Ty, Xyy --.., LEM + P tels que
a=x, b=z, pour iE{O,l, ...,n—l}, Blx;, xiy) =1 ou Blxig, x:) = 1.
La restriction @’ de @ a M est une réelation d’équivalence, désignons

par R l’ensemble M/Q’ et par ¢ la surjection canonique de M sur R.
Dans R considérons la fermeture transitive & de la relation p,

—;E, JGR, ;py— <=9 xeg, yeg tels que «x = e y. Désignons par S
I’ensemble R/ ¢ et par ¢ lapplication canonique de R sur S.

Soient ;une application quelconque de S dans I’ensemble des carrés
des éléments de T, y’ une application de R dans T telle que, V ;GR,
[y'(a_:) 12 = 77(:[/ ). L’application y = y’. ¢ de M dans I' remplit la condition 4,
les conditions 5 et 6 permettent de prolonger y a4 N + T et ceci d’une
maniére unique puisque e¢x = ay implique (yx)? = (yy)2 Si I’élément
y de P est lié par la relation  avec un élément x de M, on pose yy = yx,
si y n’est lié avec aucun élément de M on peut choisir arbitrairement yy.
Les applications «, B, y ainsi construites vérifient les conditions du
théoréme.

Corollaire 1. — Si T = {e}, on obtient le théoréme 2 de [2].

Corollaire 2. — F est un H-demi-groupe si et seulement si les hypo-
théses du théoréme 1 sont précisées de la facon suivante :
— T est un groupe abélien périodique ou un groupe hamiltonien;
— B n’est définie que sur M XM et B(x, y) =1 implique yxr = yy,
al=al.
Au sujet de ce corollaire, remarquons qu’il y a une imprécision dans le
théoréme 3.7 de [1]. Pour la définition du produit on doit écrire :
sie=f€B,ab=a2=0b> ou ab=ae.be,
si e€B, f€B, es~f, ab = ae.bf,
le reste du théoréme est inchangé. Cet oubli se répercute dans le corollaire
3.6, ou l'on doit écrire :

si e=f=o0, on a ab = ao.ob ou ab = a®> = b2

Le corollaire 2 résulte alors du théoréme 1 et du théoréme 3.7 de [1].
La construction des applications «, 8, y peut étre modifiée de la facon sui-
vante : « est toujours une surjection quelconque, B application de M X M
dans {0, 1} est telle que, pour tout x de M, B(x, =) = 1, et Bz, y) = 0 si
ax # a Y. Rien n’est changé pour la construction de v, la restriction de y a P
est arbitraire.

Corollaire 3. — F est un H-demi-groupe abélien si et seulement si les
hypothéses du théoréme 1 sont précisées de la facon suivante :
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— TI' est un groupe abélien périodique,
— B nest définie que sur M X M et B(z, y) = implique
By, ) =1, yr=yy, ax=ay.
En effet xy = x2 doit entrainer yr = x2.

Le demi-groupe unipotent F est donc caractérisé par la suite (M, N, P,
T, a, B, y) que nous appellerons suite caractéristique de F.

Théoréme 2. — Soient (M, N, P, T, a, B, y) et M/, N, P, IV, o, B’ y’) les
suites caractéristiques de deux H,-demi-groupes unipotents F et F’. Une
application ¢ de F dans F’ est un homorphisme si et seulement si,

1) M) <M; (1)

2) ¢!N) <M+ N+ P;

3) ¢(P) <M+ P;

4) olyxyy =y ox.y9y;

5) Ve ' (M), pax=dpux:

6) VTEM—o™" (M), paxel’;

DY xey (M) etvyes (M +P), B, y) =flox, py);
8) V x€s™ (M) etV ye(M+P) —g (M’ + P), Blz, y) = 0.

REMARQUE. — Les propriétés 1, 2, 3 sont équivalentes aux propriétés
suivantes : 1) o) <17;

2) ¢(N) <N+ 1
3) ¢(P) <N+ P'+T.

DEMONSTRATION DU THEOREME, — Supposons que ¢ soit un homorphisme,

vérifions successivement les propriétés :
1) ¢(T') est un sous-groupe du demi-groupe F’ qui ne contient qu’un seul
idempotent, donc ¢(T') < I”.
2’) six€N,q y€F avec x = Yy, dot o = (py)2 €N’ + I,
3) si x€P, 22€T donc ¢(x2) = (pa)2€T" et g EN’+ P/ + 17,
1) olre.ye) =gxgeoype=gxe pye =yox vy oy.
9) six€:'M) KM, ax = 22, plax) = (px)> =« px car g € M.
6) sizxeM—y ' (M), ax =22, plax) = (px)2 €N’+ I, mais
(px)2 €N’ implique ¢ x €M’ ce qui est impossible.
7)e ' M+ P) =32 (M) Uz (P") <M + P, B(x,y) est donc défini.

Si B(x,y) =1, 2y = a2, ox 9y = (px)2 €N’ car par hypothése px EM’
et par suite B(px, ¢y) =1. Si Bz, y) =0, a2yl dott ¢rx pYET et
Blez, py) = 0.

8)  Supposons, dans ces hypothéses, B(x, y) =1, on en déduit
ex oy= (px)2€ N’, ceci est impossible, car oy € N+ IV ce qui, d’aprés
le théo-réme 1, implique ¢ x ¢ y €T".

Inversement, soit ¢ une application de F dans F’ qui vérifie les conditions

du théoréme. Prenons deux éléments z, y de F. Nous avons les possibilités
suivantes :

(1)  est le signe d’inclusion.
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a) x ¢ M, alors, d’aprés 1, ox ¢ M’, le théoréme 1 donne xy=ryzx.vy,
e oy = yoxyoey; dou glxy) = ex oy daprés 4.

b) x€M, y¢ M+ P, d’aprés 1 et 3, py €M’+ P’. On a comme dans a)
TY=yxyY, 9T oY =YX y'oy.

¢) xeM,yeM+ P, Bz, y) = 0, alors, d’aprés 7, B'(px, oy) = 0 ou n’est
pas défini; il en résulte xy = yx yy, o oy = Yo X y'p Y.

d) xeM, yeM + P, B(x, y) =1, d’aprés 8, ceci n’est possible que dans
les deux cas suivants :

d’) xev ' M), ye+' (M’+ P’), alors, d’aprés 7, B(px, py) =1; d’otr
g =ax,9ox oy = o (px) et, d’apres 5,

play) = glax) = a'(px) = o oY;

d”) xeM—2'(M"), alors a2y =ax, 9 oy =y'px Yy, d’ou, d’aprés 6,
p(xy) = plax) et p(ay) = y'¢lax).

L’étude du cas a montré que ge est égal a I'idempotent ¢’ de F’, on
déduit alors de 4, o(yax ye)=y pax.y ¢pe, c’est-a-diregp(yax) =y 9a.
D’autre part, d’aprés le théoréme 1, la relation xy = a« x implique yx = y y et
yaxr=(yx)2=yx yy. On a donc ¢(@y) =y 9ax =¢lyax) =¢yx yy)
=Y ex Yey=ox 9y

¢ est bien un homomorphisme.

Corollaire 4. — Soient (M,N,P,T,qa,8,y) et (M, N, P, IV,0/, B8,7") les
suites caractéristiques de deux H,-demi-groupes unipotents F et F’. Une
bijection ¢ de F sur F’ est un isomorphisme si et seulement si :

1) o) =T

2) M) =M
3) oN)=N’;
4) oP) =P

5) VYV x,y€F, olyx.yy) =y ox .y 0Uy;
6) V x€EM, gax=a ox;
7 vV xzeM, v yeM + P, B(x,y) = o, 9y).

Si ¢ est un isomorphisme, les conditions 1/, 2/, 3’ de la remarque qui
suit le théoréme 2 appliquées a ¢ et les conditions 1, 2, 3, du théoréme
appliquées 4 I’homomorphisme réciproque ¢-! donnent respectivement
o(I) < TV, o(N) <N’ + I,

o(P) <N + P + T,
oM) <M/, o(N) <M’ + N + P, o(P) <M 4 P

On en déduit ¢(T') <TI’, M) < M’, o(N) <N/, ¢(P) <P/, comme , est
est surjective, les conditions 1, 2, 3, 4 du corollaire sont bien remplies.
Les propositions 5, 6, 7 du corollaire résultent alors des conditions 4, 5, 7
du théoréme,
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Inversement, si ¢ est une bijection de F sur F’ vérifiant les propriétés
du corollaire 4, les conditions du théoréme 2 sont remplies car les
ensembles M —¢-2(M’) et (M + P) — ¢ (M’ + P’) sont vides.

Remarque. — On obtient comme cas particuliers du théoréme 2 et du
corollaire 4 les théorémes 3 et 4 de [2]. Dans le théoréeme 4 de [2], la
condition 7 est superflue, en effet, avec les notations de [2], si = est une
bijection qui vérifie 1, x 3¢ A’ implique x¢A dou x2=—e et x2X=¢
d’aprés 4.

2. H,-demi-groupes dont le demi-groupe des idempotents est rectangulaire.

Soit D un H,-demi-groupe quelconque, ’ensemble E des idempotents de
D a la structure indiquée par le théoréme 2.2 de [1]; E=B + U B,, ou
iel
B est un demi-groupe rectangulaire et les B,, i €1, sont des zéro-demi-groupes
a gauche. D’aprés le théoréme 3.5 de [1], les ensembles @ = U F,,
rEB

(S
@:= U F, sont des sous-demi-groupes de D. Nous allons d’abord
e g Bi

indiquer le moyen de construire ces demi-groupes.

Considérons 3 = U F.. D’aprés les théorémes 3.5 et 3.6 de [1], les
eecB

fuseaux F. sont des H.,-demi-groupes unipotents dont la structure est
déterminée par les suites caractéristiques (M., N., P., T., a., B., y.) (théo-
réeme 1). D’aprés un théoreme de Miller-Clifford, rappelé dans [1],

U T. est un sous-demi-groupe de & isomorphe au produit direct de
rEB

B par un groupe I'. Pour chaque e €B, il existe un isomorphisme 3§, de
T, sur T. L’ensemble des applications 8., y. définit une application y de
@ dans T.

Soient a, b deux éléments de ¢}, d’apres les propriétés déduites du
théoreme 3.5 dans [1], si a€F, si bEF, et si ab ¢ T, ab=a = «a,a.
Ceci n’est possible que si {e, f} est un zéro-demi-groupe a gauche et si
acM,, beM, + P,. En effet, sia¢ M,, a2€T. =T, si b¢ M, + P, b=cd,
ab = (ac) d €T, car ac ¢ M,.

Si ef = e, nous pouvons définir une application

‘ — \1siab¢gT,
B..sde M. X (M, +P;) dans {0,1} par§B. (a,b) /0 si abeT,

On a B...= 8., si B..;(a,b) =1 on en déduit
ab = a2, ae . efb = (ae)? dans T., d’out efb =-ea et y(b) = y(a).
On obtient donc le théoréme suivant :
Théoréme 3. — Soit un H,-demi-groupe ayant comme ensemble d’idem-

potens un demi-groupe rectangulaire B. Il existe des familles de sous-
ensembles de ¢ disjoints deux a deux, indexées par les éléments de B,

(M., e€B}, (N., e€B}, (P, e€B), {I., e€B),
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un groupe périodique T et des familles de fonctions :

{ae, e €B}, {,88, ne, fEB, ef = e}, {y,,, e QB}, {8,,, e €B}

tels que, pour tout e € B, tout f ¢ B avec ef = e, «, soit une surjection de M,
sur N,, B. ; envoie M, X (M; + P,) dans {0, 1}, y. applique F,=M,+ N,
+ P, + T, sur T, §, soit un isomorphisme de I, sur I. Soit y I’application
de @ dans T' définie par I’ensemble des 3,0 y.. Ces fonctions vérifient les
propriétés suivantes :

1) v e€B,vxeM, B.., (x,x) = 1;

2) B.:s(x,y) =1 implique yx = yy;

3) yle.x) = (ya)?z;

4) V e€B, v z€T,, v.(x) =
Si x €F., y €F,, le produit xy est égal a a. x si B, ,(x,y) =1, 4§ :}(yx.yy)
autrement.

Théoréme 4. — Soient B un demi-groupe rectangulaire, T' un groupe
périodique, {Me, e EB}, {N,,, e EB}, {Pe,e GB} des familles d’ensembles
disjoints deux a deux et tels que, pour tout e € B, la puissance de N, soit
inférieure ou égale a celle de M.. Donnons-nous de plus, pour tout e €B,
une surjection «, de M, sur N,, pour tout couple e, f d’éléments de B tels
que ef = e une application B, ; de M, X (M, + P,) dans {O, 1}, et une appli-

cation y de A= U M,+ U N.+ U P, dans T. Imposons a ces appli-
e€B e€B ecB
cations les propriétés suivantes :

1) v xeM,, B.,.(x,x) = 1;

2) B.;(x,y) =1 entraine yx = yy;

3) vylex) = (yx)2

Considérons 3 = A + B X T, prolongeons y 4@ tout entier en posant
V(e,x) €EB XT, yle,x) =x; désignons par F, la somme M, + N, + P,
+ {e} X T.

I’ensemble B muni de la loi interne suivante :

x €F, ycF, x*xy= 5 ((xéfa,c ;glc fg;’)!(ﬁ’u!{l)'e;gr’lt,

est un H,-demi-groupe.

Prenons trois éléments x, y z de 8, x€F,, ycF,, zcF,.

Sixky=(ef, yx yy), on a (x*y) *z= (efg, yx Yy vz).
Sixky=eax, B, (ry) =1, ef =e, yr=+yy, alors on en déduit
(@*y) *z=(a.x) * 2= (eg, y(a.x) yz) = (efg, yT yYy y2).

De méme on a toujours x* (y*z) = (efg, yx yy v z).

On vérifie que B est un H,-demi-groupe en utilisant le théoréme
3.6 de [1] par une démonstration analogue a celle du théoréme 1.

Les théorémes 3 et 4 donnent la forme générale des H,-demi-groupes
ayant comme ensemble d’idempotents un sous-demi-groupe rectangulaire.
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Dans le théoréme 4, on a identifié tout élément x €T, avec son image
(e, 8. x) dans B X T. Les applications e., 8. ; étant données, y peut éire
construite par le procédé indiqué apreés le théoréme 1.

Corollaire 5. -—— Si B est un zéro-demi-groupe & gauche et si I' = {1 R
le théoréme 4 donne la construction des demi-groupes @3 définis au début
du 2. Dans ce cas on retrouve également les théorémes 5 et 6 de [2].

On peut remarquer directement, d’aprés le théoréme 3.6 de [1], que
les 3, sont des p-demi-groupes [2] puisque le poduit ab appartient a (a).

Dans <. on identifie B, X I' avec B,, I'application constante y ne joue
plus aucun réle.

Corollaire 6. — G est un H-demi-groupe si et seulement si les hypo-
théses des théorémes 3 et 4 sont précisées de la maniére suivante :

— T est un groupe abélien périodique ou un groupe hamiltonien.
B.; n’est défini que pour e=f, B.. envoie M. X M, dans {0, 1},
B..{x,y) = 1 entraine yr = yy, a. x = a, Y.

Ce corollaire est une conséquence directe du théoréme précédent et du
corollaire 3.

Théoréme 5. — Soient G et G}’ deux demi-groupes ayant une structure
décrite par le théoréme 4 (on utilise pour @3’ les notations de ¢§ accentuées).
Une application ¢ de @ dans @3’ est un homomorphisme si et seulement si,

1)1a restriction de ¢ 4 B X T est de la forme ¢ X £ ou ¢ est un homo-
mosphisme de B dans B’, £ une application de I dans I";

2) Va2, yeR, éyxyy) = Y ox.you;
3) V e€B, oF.) <F_;
)V e€B, oN.) < N + [ye} XT;

5) V e€B, o(P) < F, — M,
6) V €M N¢™ (M), pax= =, (pa);
NV xeM e (M )y | gaxc{ve} XTI

8) sief=evaeM Ny (M) Vye M +P) Ne™ M, + P,
B.sxy) =8 ., . (ox,9y);

9) sief=e vacM.Ne' M), v ye M, +P)e" (M +P,)
B s(x,y) = 0. .

Supposons que ¢ soit un homomorphisme, ¢ (e, 1) est un idempotent
de @3’ dont ¢(e, 1) = (ye, 1); la restriction de ¢ 4 B X {1} définit un homo-
morphisme ¢ de B dans B’. L’image par ¢ de {e} X T est un sous-groupe de
@’ ayant gle, 1) comme élément unité, q)({e} XT) < {z//e} X IV. On peut
poser ole, x) = (e, & ), £ est un homomorphisme de I' dans I". Si ef = e,
on a ¢ [(e,x) (f,y)] = o le,xy), We, & ), &)= (e, £(xy)),

e, é.x . &y) = (Ye,é.x . L y) dout & y=£Ey.

De méme, si eg = g, on en déduit & x = & x, B étant un demi-groupe

rectangulaire, il en résulte, v x €T, V ¢e€B,V f€B, L,x =& x = éx.
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Pour a=(e,x), b=(f,y) ona ya=2x vyb=y, on en déduit
Eya . yb) = &ay) = Exéy=y'9a . yYob Pour a €F. becF, on a
(e,1)a=(e,ya), (1) b=(f,yb), (pe,1)pa= (ye, vy ¢pa)

Wf.1)eb= W[,y ¢b), on en déduit
elle,1)a(f,1)b] = (e, 1)oa(yf,1) b, dou é(yayb) = Y 9oa . Y ob.

Si x est un élément de F., il existe un entier n tel que x* = (e,1) ce
qui donne (¢x)" = (ye, 1) et oxcF .

On vérifie les autres propriétés de la partie directe et la réciproque
de ce théoréme par une démonstration analogue a celle du théoréme 2.

Précisions ’homomorphisme ¢ de B dans B’ si on écrit B=L X R,
B’=1"X R’ ou L, L’ sont des zéro-demi-groupes a gauche, R et R’ des
zéro-demi-groupes a droite, ¢ est de la forme y, X ¢, ¢, [resp. y,] étant
une application quelconqﬁe de L dans L’ [resp. de R dans R’]. En effet,
posons ¥(l, r) = (I, 1), y(l, r) = (I';, r’,), on obtient y(I,, r) = y[(l;, r) (I, r)]
=Ul,r,) U, r)y=r,r);yL X {r}) <L X {r'}, on peut écrire r' = Y,r, Y,
est une application de R dans R’. On a de méme ¢ ({l} X R) < {l’} X R’, d’ou
une application ¢, de L dans L, ¢,(I) = I'. En définitive, ¢ (I, r) = (y, [, o 1).

Inversement, considérons deux applications quelconques, y, de L dans
1/, y, de R dans R’, ¢ = ¢, X ¢, est un homomorphisme de L X R dans L’ X R’.
En effet, y(l, r) ¢(l,, ry) = (¥, Yol) (Yili, ¢uly) = Yol, gor,) = l,[/(l’ ry)

= ll’ [(I’ I‘) ‘(11: 1'1)‘]-

Corollaire 7. — Soient @} et @3’ deux demi-groupes ayant une structure
décrite par le théoréme 4. Une bijection ¢ de G sur @’ est un isomorphis-
me si et seulement si,

1) la restriction de ¢ 4 B X I est de la forme y X £ ou ¢ [resp. £] est un
isomorphisme de B sur B’ [resp. T sur I'V];

2) V 2, y€B, fyxyy) =vox.yoy;
3) V e€B, oM,) =M ;
4) Vv e€B, ¢(N.) =N, ;
5) vV e€B, o(P) =P, ;
6) Y e€B, VxEM,, pa,x =2, px;
7) sief=e vreM,VyeM, +P, B, ) =F, , @z, 0y

Ce corollaire est une conséquence du théoréme précédent et du corol-
laire 4 si I’on remarque que la troisieme condition du théoréme jointe au
fait que ¢ est surjectif montre que la restriction de ¢ a F, est un isomor-

phisme de F, sur F’ .

3. H,-demi-groupes quelconques.
Soit D un H,-demi-groupe quelconque, D = @ + U @, notations du dé-
iel

but du 2. La structure de & est définie par le théoréme 3, celle des Q. par le
par le corollaire 5. Dans la suite de cet exposé, on identifiera B avec B X {1},
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on écrira donc arbitrairement e ou (e, 1) pour désigner le méme idempotent
de Q3. D’apres le théoréme 3.5 de [1], le produit de deux éléments de D
est bien déterminé, sauf dans le cas ot a€F,, bEF,, ecB, f€B,, ef =e;
on a alors ab€(a). En particulier, eb € (e) = {e}; si ab€T,, ab = eab
= aeb = ae.

Supposons af = a¢T., soit g un élément de B;, ¢ un élément de F,,
on a fg=f, ac=af.c=af.gc=af.g=af =a car gc€Tl,= {g} Inver-
sement, la relation ac = a donne ac® = a d’ou ag = a et af = a. De af = a,
on déduit a® = af.a = a.fa, mais fa=ea, dou a® =a.ea=-ea?, a*¢T.,
a€N, + P, Sia€N,, a=a? avec a’ €M., mais alors a’f = a’®> ou a’f €T,
ce qui dans les deux cas donne af = a’?f €T.. La relation af = a¢T. n’est
possible que si a appartient 4 P.. Pour un couple (e,i), e€B, icl, tel
que e.B; = e, on peut définir une application u. ; de P, dans {0, 1} par

te (@) =1 si af ¢ T, pour un élément f de B,,
po.i(@) =0 si af €T, pour un élément f de B..

Si beRi, ab=a si p.,a) =1, ab = ae si u.,(a) =0.
Si j est un indice différent de i et tel que e.B, = ¢, prenons f€B;, g¢€B,,
le produit fg appartient & B; les relations af = a et ag = a ne peuvent
avoir lieu simultanément pour le méme élément a de P,, en effet, on en
déduirait afg = a, alors que a.fg = ae.fg €T.;,. Donc, si i j, u,;1 (1)N o Q)
est vide.

Soient a un élément de F,, b un élément de F,, supposons ab = a2 ¢ T.,
ceci n’est possible que si a€M. beM,+ P;; en effet,si beN, + T,

= cd, or ac = a®> ou ac €T, ce qui donne ab €T,. En particulier, af = ae,

la relation ab = a* donne alors abf = a*f = a’e = (ae)2, d’autre part
abf = a.bf = af = ae, d’ot ae = (ae)? et ae = e.

On peut définir pour e€B, f€B, tels que ef = e, une application
B..s deM. Ny, ! (e) X (M, + P,) dans {0, 1} par

Budab) = } o5t apers

SiacM, beM,;+ Py, ab = a® si B, {a,b) =1, ab = ae dans les autres cas.

Des remarques précédentes et du théoréme 3.6 de [1] on déduit le :

Théoréme 7. — Soient D un H.,-demi-groupe, E= B + U B, I’ensemble

igl
de ses idempotents, 3= U F, @,= U F, (F, est le fuseau contenant
e€EB e € Bi

I'idempotent e). Le demi-groupe D est la réunion de @ et des Q. (i €1),
R et les B sont des H,-demi-groupes dont la structure est décrite par
le théoreme 3. Pour chaque couple (e,i) €B X I, tel que e.B; = e, il existe
une application p.; de P, dans {0,1}, si i;éj,;k;il (1) ngef; = gp.
Pour chaque couple (e, f) €B X iUG IB; tel que ef = e, il existe une appli-
cation B,,, de M, Ny,;'(e) X (M, + P,) dans {0, 1}.

Soient a €F., b¢cF, deux éléments de D, leur produit est donné par
les régles suivantes :
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— sieet f appartiennent 4 B ou au méme B,, ab est défini par le théoréme 3;
— si e€B,, f€B,, i#], ab = ef;
— si e€B, f€B; et si ef#%e, ab = y.a.fef, ba = fef.y.a;
— si e€B, f€B; et si ef =e,
si p,i(a) =1, ab = aq,
si B..s(a,b) =1, ab = a.a,
ab = y,a dans les autres cas,
ba = fe.y.a dans tous les cas.

Théoréme 8. — Considérons un demi-groupe @ décrit par le théoréme 4
(on identifie B X {1} avec B) et une collection Q., i €1, de demi-groupes
disjoints décrits par le corollaire 5. Soit D = @ + U Q.. Désignons par

i€l

1 un indice de I, munissons E=B+ B, + U B, d’une structure de
i€ —1y1y

demi-groupes d’idempotents décrite par le théoréme 2.2 b de [1]. Donnons-
nous de plus :

— pour tout couple (e,i) € B X I, tel que e.B, = e, une application p,, :
de P, dans 0,1}, imposons a ces applications la relation suivante :
i j implique pt (1) np )t (1) = ¢;

— pour tout couple (e,f) €EB X U B, tel que ef =e, une application

i€l
B..sde M, N y7'(1) X (M, + P;) dans {0,1}.

Soient a, b deux éléments de D, acF,, b¢F,,

— sie€B, f€B,ousi ecB,, f€B;,, a*b est défini par le théoréme 4 ;

— si e€B;, f€B,, i~ j, posons a* b = ef (calculé dans E);

— si e€B, f€B,, ef#e, posons a* b = (ef, ya), b* a= (fe, ya);

— si e€B, f€B,, ef =e, posons b* a= (fe, ya), et

a*b=a si u,;(a) =1,
a*b=a,a si B,,(a,b) =1,
a* b= (e, ya) dans les autres cas.
L’ensemble D muni de cette loi interne est un H,-demi-groupe.

D’apres le théoréme 3.6 de [1], il suffit de vérifier que D est un demi-
groupe. Soient a, b, ¢ trois éléments de D, appartenant respectivement aux
fuseaux F,, F,, F,, seuls les cas suivants sont a envisager :

— e€B, f€B, g¢B..

(a* b) % c =

_ \ (ef, ya yb) (efg, ya yb)
a%x b=
) @a, ya=yb, ylaa) = (y a)2 (eg, v(esa)) = (efg, ya yb)

s b, si u,:i(b) =1, (ef, ya yb) = (efg, ya yb) car fg=g¢g
b¥c= a; b, si Bro(b,c) =1, a*x(b*c) =/ (ef,yalyb)?)= (efg, ya yb) car yb=1
? (fg, v b) (efg, ya yb)
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- eeB, fEBi, g€B

asiop,i(a) =1 (e9, ya yc) = (efg, ya yc)
axb= a.a, si B.,(a,b) =1, (a*b)*c= { (eg, yc) = (efg, ya yc) car ya=1
(ef, v a) (efg, ya yc)

bxc=(fg, yc), ax (b*c) = (efg, ya yc).

- e EB, feBh gEBi‘

asii=j
[(eg,va) siisj carp (DN w ! (1)=0
(eg, y @ a) = (efg, v a)
| (efg, ya)

a si p.da) =1
a.a si B.s(a,b) =1, (a* b) ¥ ¢c=
(ef, ya)

ax b=

bxc—=fg et a* (b*c)=/(efg, ya) ou
bkxc=uab si i=j et si B;,b,c) =1,
\ a sipoila) =1

ax(b*c) =a*ab= | (ef, vy a) = (efg, y a) autrement.

— e€B,, f€B, g€B.

axb=(ef, yb), (a*xb) *c=(efg, ybyc),

_ \ asb si Byub,c) =1 _ | (efg, (yb)2) = (efg, yb yo)
PEC= ) (g yb yo) cax(bxe) = 4 e b ye)

- eeBi’ fGBs gEBi‘
a* b= (ef, yb), (a * b) ¥ c=(efg, yb)

b sipb) =1 ef, yb) = (efg, vb)
b%c= (be si B/,g(b,c) :1, a*(b*C): ! (efyl) Z(Efg, 'Yb)
(fg, ¢) | (efg, vb)

- eEBi’ f€B:’a g€B

a,a, si i=j et Bosa,b) =1,
ef

bxc=(fg,vc), a*(bx*c)=(efg, yc)

axb= % (a* b) * c = (efg, y ¢)

— e€B;, f€B,, g€B..

aa, sii=jet B.sad) =1,
ef
ay b, si ]= k et B/‘g(b, C) = 1,
af

axb= g (a*b) % c = efg

bc= a* (b*c) =efg.
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Corollaire 8. — Considérons un demi-groupe @ décrit par le corollaire 6,
une collection @, i €1, de demi-groupes disjoints décrits par le corollaire 2

dans lequel on prend T, = {es}. Soit D=@+ U QR Posons
iel
C= U e, munissons E =B + C d’une structure de demi-groupe d’idem-
iel
potents décrite par le corollaire 2.1 de [1].
Soient a et b deux éléments de D,

— si a,bEQR ou si a, b€ R, a* b est défini;

— si a€F. < R, bER:, posons a*xb=(ee;, ya), bxa=(e.e, ya);

— sia€P;, bER,;, i5~j, posons a* b =ce,e,.
L’ensemble D muni de cette loi est un H-demi-groupe.

Inversement, ceci décrit la structure d’un H-demi-groupe quelconque.
En effet, si D vérifie les conditions du corollaire, d’aprés le théoréme 8,
D est un demi-groupe. Le théoréme 3.7 de [1] compléte la démonstration.

4. Homomorphismes entre H,-demi-groupes.

Soit ¢ un homomorphisme d’un H,-demi-groupe D dans un demi-groupe
quelconque D’, (D) est un H,-demi-groupe, nous supposerons donc que
D’ est un H,-demi-groupe. Soit E [resp. E’] I’ensemble des idempotents

de D [resp. D’], E=B+ U B, EE=B"+ U B, la structure de
el i'er

ces demi-groupes est déterminée par le théoréme 2.2 de [1] dont nous

conservons les notations; ¢(E) < E’.

Lemme 1. — Une application ¢ de E dans E’, telle que ¢(B) rencontre
B’, est un homomorphisme si et seulement si, )

1) Il existe deux applications ¢’ de L dans L’, ¢” de R dans R’, telles
que, V (I,r) €B, o(l,r) = (9" L, ¢"r);

2) 1l existe une injection ¢ d’une partie J de I dans I’, telle que,

—— si ¢” n’est pas constante, 1¢€J, £¢1=1; v ieJ—{l},r; = ¢” r;;

— ¢” (R) = {r’}, Vicd, éi=1ou r's =yp,

On a,v icJ, oB,) <B,, ,

Viel—J, i#1, ¢(B) <L X {¢"r} <B,

si 1¢J, ¢”(R) = {r’}, ¢(B,) <L/ X {r’} < B

3) Pour tout élément e de E, r,=4+1,

Soit @ un homomorphisme, si ¢(B:) rencontre B’, prenons e B, avec
¢ e €B’, pour un autre élément f de B, on a [="fef,dotof=0of ge pf€B’
et par suite ¢(B;) < B’. Le méme calcul est valable pour B, donc ¢(B) < B/,
les précisions qui suivent le théoréme 5 démontrent la premiére condition
du lemme.

Si ¢(B;) ne rencontre pas B, il existe i’ €I’ tel que, ¢(B;) < B’.; en
effet, si e €B; et si pe€ B’,, pour un élément f de Bi, on ne peut avoir
¢f €B’: car on en déduirait ¢lef) = g e of €p(B:) N B’. Posons i’ = £i,¢
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est une application définie sur une partie J de I. Soient i€J, j€J, i #j,
e€B:, f€B,, on a ef ¢€B, donc £§i~£j, £ est une injection.

Soit e un élément de B,, i~ 1, pour tout (I, r) €B, on a (I,r) e= (L r.),
d’ou il résulte (¢"L,¢”"r)pe=(p"l,¢"’r:), donc si i€J, r,=q¢"r, si
1¢J, oB) <L X {¢" 1.}

Soit e un élément de B,, pour tout (I, r) €B, on a (I,r) e = (I, r), d’ou
il résulte (¢" 1, ¢”"r) 9 e = (¢’ I,¢” r), donc si ¢” n’est pas constante ¢ e € B/;,
1€J, €1 =1, si ¢"(R) = {r'}, on peut avoir ¢(B;) <L’ X {r’} < B

Soit e un élément quelconque de E, pour tout (I, r) €B, on a
e.(,r) = (L,r), dou il résulte ge. ('L, ¢"r) = (¢'L, ¢”r) et
l, e = (P, I"

‘Inversement, soient deux applications quelconques ¢’ de L dans L/,
¢” de R dans R’, J une partie de I, £ une injection de J dans I’, supposons
ces éléments liés par les conditions du lemme ou ils interviennent.
Pour i¢J, soit ¢; une application de B. dans B, telle que, Vv e€B,,
I’ Y;e= ¢’ I,. On vérifie que I'application 9 de E dans E’ définie par :

Vv (Lr) €B,¢l,r) = (9" L¢"r),

Vied, vecB, ge=y.e

Viel—J, i1,V e€B,, pe= (¢’ L, 9¢”r:),

si 1¢J, ¢” (R) = {r’}, V e€By, pe=(¢’l,r’), est un homo-
morphisme.

Lemme 1’. — Une application ¢ de E dans E’, telle que ¢(B) ne
rencontre pas B’, est un homomorphisme, si et seulement si, il existe un
indice i” €I’ et une application ¢’ de L dans B, telle que,

VecE, ge=9¢' L.

En effet, le début de la démonstration du lemme 1 montre que ¢(B)
est contenu dans un B’:; ¢(l,r) ne dépend pas de r, on peut poser
¢(l,r) = ¢’ l. Supposons qu’il existe un élément f de E tel que of
n’appartienne pas a B’;, prenons e€B, on a ef €B, glef)=9e . of €B,
¢(B) rencontre B’, ce qui contredit ’hypothése, donc o(E) < B’,.. Pour un
élément quelconque e de E, on a e(l,r) = (I, r), d’'olt pe ollLr) =ge=¢L.

Inversement, pour une application quelconque ¢’ de L dans B, la
relation ¢ e = ¢’l, définit un homomorphisme ¢ de E dans B’,..

Lemme 2. — Une bijection ¢ de E sur E’ est un isomorphisme si et
seulement si,

1) 11 existe deux bijections ¢’ de L dans L/, ¢” de R dans R’, telles que,
V(1) €EB, o, r) = (¢, ¢"1).
2) 11 existe une bijection £ de I sur I, telle que,
El1=1,viecl— {1}, ', =¢"r, ¢(B) =B, .
3) Pour tout élément e de E, I' , = ¢/L.

Si une bijection ¢ vérifie ces propriétés, d’aprés le lemme 1, ¢ est un

homomorphisme. Inversement, supposons que ¢ soit un isomorphisme.
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D’aprés les lemmes 1 et 1’, ¢ étant surjectif, ¢(B) est contenu dans B’. Si
J 1, prenons i €1—1J, ¢(B;) <L’ X {1’ }, avec r’ = ¢"r; ou r' = ¢”(R) si
i =1, soit e un élément de B,, on a ge = (¢’L, 1) = (¢’L,, ¢"r:) —¢(l,, r.,),
ce qui est impossible puisque D’application ¢ est injective. Donc J = 1,
vicl, oB)) < B’E[ , de plus comme ¢ est sujective, £ est une surjection,
9(B) =B, v i€l, ¢(B)) =B', . Les autres propriétés résultent alors du
lemme 1.

Considérons a nouveau un homomorphisme ¢ de D dans D’, supposons
¢(B) < B’. D’aprés les propriétés de la décomposition en fuseaux, (@) <RB’;
si ¢(B;) < B ; o(R) < Ry sipBi) <B. oR:) < Q’. La restriction de
oaPoua 93 est un hofnomorphisme et vérifie donc les conditions du
théoréme 5. Soit @ un élément d’un Q. qui est envoyé dans Q’, on aackF,,
ae =e¢,dolgage= (pe, Yea) =ge et yYpa=1.

Prenons deux éléments a, b de D, a€F., b € F,, considérons les divers
cas qui peuvent se présenter.

Premier cas : e€B, f€B,, ef #e.

ab = ef ou (ef, ya), p(ab) = ¢ e of ou p(ab) = (p e of, Ypa). Si yech,
¢(B,) <B';; , on ne peut avoir,ueJ (pa) =1 ni B, s(pa, ¢b) =1. En
effet, u’ e, J((pa) =1 1mpllque pacP’ e s P ¢b—-¢a oe of = pe, d’ou
l'on déduit q(ab) = pa €T’ , ce qui est impossible; ,8'”‘, o (pa, ¢b) =1
implique (p(IEM er @Q ob= (pa)2, pe of =ge d’ou lon déduit o(abd)
= (pa)2€T’ .* Ce qui est encore une contradiction. On vérifie de méme
que si ¢(e) €B’, ¢(B,) < B’, on ne peut avoir g8’ cersf (pa, ¢b) = 1.

Deuxiéme cas : e€B, f€B, ef =e, d’ou ¢e of=o9e.

a) peia) =1, ab=a, o¢lab) =g¢a.
Si ¢(B;) <B',, on a .:i (9a) =1 ou ea€l', : en effet, paob = (pa)?
implique (pa— (pa)e et eagl’, Si ¢(B;)) <B, on a gacTl . en effet,
9a b = (pa)? ou ¢a b= (qoe Yoay ¢b), dou le résultat.

b) B./a,b) = ab = @, olab) = p(a)2= (pa)?, ya=1.
Si ¢(B)) <B’Ei, on ne peut avoir p’ ceii (pa) =1, car il en résulterait
plab) =9a pb=gpa et ¢a €T’ . D’autre part, si ga eb=(pe,y pa),
on a ga gb=¢e car y <pa—1 et (pa)2=ce.
Si ¢(B;) < B et si B'?P'?f (pa, ¢ b) est égal 4 0 ou n’est pas défini, on a
pa ob=(pe,y9a) = ge, d’ou (pa)z=qge.

c) ab=(e,ya), ¢(ab) = (pe,y pa).
Si ¢(B:) <B',,, on ne peut avoir :‘"ceu (pa) =1 car il en résulterait
pa ob=9pa=(se,y pa). De meme la condition ,BQHf(q)a,q;b) =1
entraine pa €M’ et (pa)2el’. ..’ ce qui est impossible.

Ces considérations démontrent la partie directe du théoréme suivant.

Théoréme 9. — Une application ¢ d’un H,-demi-groupe D dans un
H.-demi-groupe D’, telle que ¢(B) rencontre B’, est un homomorphisme,
si et seulement si, elle vérifie les conditions suivantes :
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1) ¢(E) <E’, la restriction de ¢ 4 E vérifie le lemme 1.

2) o B)K< P siied, (B <B,; sii¢l, o(Ri) < P’ les res-
trictions de ¢ 4 @ ou @, vérifient le théoréme 5.

3) Soient a et b deux éléments de D appartenant respectivement aux
fuseaux F., F,, avec e€B, f€B, ou ecB,, f€B, ou e€B,;, f€B;, i#]j;

a) sipla) =1, u' . (ea) =1 ou pa€l’ ;

b) sifula,b) =1, f, (pa,9b) =1 ou (pa)®=ge;

c) dans les autres cas, les fonctions ,u':eﬂ (pa), B';e,?f (pa,pb) ne
sont pas définies ou sont différentes de 1.

Soit ¢ une application vérifiant les conditions du théoréme, d’aprés 1
et 2 la restriction de ¢ 4 E, 4 @ et 4 @, est un homomorphisme. Soient
a,b deux éléments de D, acF,, bcF,, posons pa=a’, ob=>b", pe = ¢,

of =f'; on a olef) = e f’. Considérons les divers cas qui peuvent se
présenter.

e€B, f€B,, i#], ab = ef, plab) = ¢’ f".

Si ¢(B.)) <B',, ¢(B;,) <B',,, daprés le lemme 1, a’b’ = ¢'f’

Si ¢(B:)) <B , ¢(B;) < ‘B’zj ou ¢(B;) < B’, d’aprés 3¢, a’ b’ = (e’ f, vy )
oua’'b’=(ef,ya.yb’). Comme la restriction de ¢ 3 @ ou R est un
homomorphisme, on a Yo' =y b’ =1 et a’'b =¢'f.
e€cB, fEB:, ef%e, ab= (ef,ya), olab) = (¢’ [, Yy a).

D’aprés la condition 3¢, on a a’ b’ = (¢/ ',y @) ou @’ b’ =(e’f',yad v’ V'),
mais dans ce cas y’b" = 1. On vérifie de méme la relation ¢(ba) = b’ a’.
e€B, feB;, ef =e.

— Si p.da) =1, ab = a, la condition 3a entraine zx'y,.si (') =1 et
alors a’ b’ = a’, ou @’ €T, ce qui donne a’ = (¢/, ¥y @), a’ b’ = (¢’ f,yad.yb)
=(e/,yd) =da, car ¢€f =¢, Yy b =1.

— Si B.,(a,b) =1, ab = a2, la condition 3.b entraine 5, q (b)) =1
et alors a’ b’ = a’?> = ¢(a®), ou a2 = e’ ce qui donne
ab=(f,yd yb)=¢ car B.,a,b) =1 implique ef =e, vya=1,
Y, a/ —_— .

Pour les autres cas et pour le produit ba, la démonstration est identique
a celle donnée pour ef # e.

Théoréme 9. — Une application ¢ dun H,-demi-groupe D dans
un Hg,-demi-groupe D’, telle que ¢(B) ne rencontre pas B’, est un homo-
morphisme, si et seulement si, elle vérifie les conditions suivantes :

1) 11 existe un indice i’ €I’ et une application ¢’ de L dans B, telle
que, V e€E, on ait pe =9’ L.

2) ¢(D) < @B, , les restrictions de ¢ a R et aux @@, vérifient le
théoréme 5.
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3) Soient a et b deux éléments de D appartenant respectivement aux
fuseaux F,, F,, avec e€B, f€B;, ou e€B,, f€EB, ou e€B, f€B,, i+,

a) sip.i(a) =1, pa=—ve,

b) si B.a,b) =1, ,3'% s (@a, 9b) =1 ou (pa)2=ge;

c¢) dans les autres cas, la fonctions i(j’;e, s (9a, ob) n’est pas définie
ou est différente de 1.

Ce théoréme est une conséquence du lemme 1, de la structure de RN v
et du théoréme précédent.

Corollaire 9. — Une bijection ¢ d’un H,-demi-groupe D sur un H,-
demi-groupe D’ est un isomorphisme, si et seulement si, elle vérifie les
condilions suivantes :

1) ¢(E) = E’, la restriction de ¢ a4 E vérifie le lemme 2;

2) o(B)= R, 9 (B =R, , les restrictions de ¢ & R et aux R,
vérifient le corollaire 7;

3) a) les relations pu..(a) =1, p' wzi (@@ 9b) =1 sont équivalentes.

b) les relations B8..,(a,b) =1, B ';e;j (pa, o b) = 1 sont équivalentes.

Si ¢ est un isomorphisme, la restriction de ¢ 4 E est un isomorphisme
de E sur ’ensemble E’ des idempotents de D’ et vérifie donc le lemme 2.
On en déduit ¢ (B) <P et Vi€l ¢ (B < P ;s ces inclusions sont
des égalités puisque ¢ est surjectif; la restriction de ¢ & @ ou a @ est
un isomorphisme et vérifie le corollaire 7. D’aprés le théoréme 9,
la  relation p.{a) =1 entraine pn',, (pa)=1 ouga€l’,, mais
I". | = ¢(,) et comme ¢ est une application injective ¢ a ne peut appar-
tenir 4 T', . De méme, puisque ¢-! est un homomorphisme injectif, la
relation ;L'M,E; (pb) =1 implique p..(a) =1. On vérifie la condition
3b d’une maniére analogue.

Inversement, si une bijection ¢ vérifie les conditions du corollaire, le
théoréme 9 montre que ¢ est un homomorphisme.

Soient D un H demi-groupe, E = B + C I’ensemble de ses idempotents.

La structure de D est décrite par le corollaire 8. Pour c¢€C, on
désigne par Q. le plus grand sous-demi-groupe unipotent de D contenant c.

Théoréme 10. — Une application ¢ d’un H-demi-groupe D dans un
H-demi-groupe D’, telle que ¢(E) contienne plusieurs éléments, est un
homomorphisme, si et seulement si,

1) 11 existe une application ¢’ de L dans L’, une application ¢” de R
dans R’, une injection £ d’une partie C, de C dans C’, telles que, pour
tout élément ¢ de C,, on ait (¢’ L, ¢”r.) = (I',,, r'EE).

On a, v (Lr) €B, olLr) = (¢’l, ¢”r1),
V c€C, pc=¢g,
V ¢c€eC—C, oc=9o(,r.).
2) o(B) B Vel 9(B) < By, 5V c€C—Cpp(B.) < R’; les

restrictions de ¢ & @ et aux Q. vérifient le théoréme 5.
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3) Poure,f €E,e#f,a €F,, bcF,, g’
ou est différent de 1.

Comme ¢(E) contient plusieurs éléments, ¢(E) N B’ n’est pas vide. Le
corollaire 8 montre alors que les hypothéses du théoréme 9 sont remplies,

¢ est bien un homomorphisme. On déduit de ce théoréme le résultat
suivant :

sey (@@ ob) n’est pas défini

Corollaire 10. — Une bijection ¢ d’un H-demi-groupe D sur un H-demi-
groupe D’ est un isomorphisme si et seulement si,

1) 11 existe des bijections ¢’, ¢”, £ respectivement de L, R. C
sur L', R’, (7, telles que, Vv c€C, (¢’ L, ¢”r,) = (l'Ec , r’Ec ).
On a, v (r) €B, ol,r) = (1, ¢"1);V c€C, pc=¢c.

2) oB)=R;VceC;, oRB) = B'., ; les restrictions de ¢ a R et
et aux ¢}, vérifient le corollaire 7. '
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