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EFFETS REGULARISANTS DE SEMI-GROUPES NON LINEAIRES
DANS DES ESPACES DE BANACH

Laurent Véron (1)

(1) Département de Mathématiques, Faculté des Sciences, Parc de Grandmont, 37200 Tours, France.

Résumé : Nous étudions les effets régularisants de semi-groupes de contractions d’un espace de Banach réel en
introduisant la notion de ¢, - coercivité. Nous montrons en particulier que les solutions des équations suivantes

(obtenues par la formule de Crandall et Ligget)
du _ . _ du _ _
— —div.9)(gradu)=0 et =— — AB(u)=0
dt dt
a donnée initiale u(0) dans L1 appartiennent a £ pour t > O si on fait sur 9] et 8 des hypothéses de croissance

suffisantes.

Summary : We study regularizing effects of nonlinear semi-groups of contractions of a real Banach space by in-
troducing the notion of«pi -coercivity. In particular we prove that the solutions of the following equations (ob-
tained by the Crandall-Ligget formula)

du ; - du
— —div.0 du)=0 d —-—-A =0
n iv.0)(grad.u) an n B(u)

with initial date u(0) in L! belong to L for t > 0 if we make sufficient assumptions of growing on 9J and f.

Introduction

Les semi-groupes de contractions non linéaires d’un espace de Hilbert réel ont des propriétés régula-

risantes bien connues lorsqu’ils sont engendrés par le sous-différentiel d’'une fonction convexe semi-continue
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inférieurement (s.c.i.) (cf. H. Brézis [6] ). Il n’y a pour P'instant aucun résultat général connu dans le cadre des

espaces de Banach.

Depuis peu, quelques résultats de régularité ont été obtenus par L.C. Evans [9] et F.]. Massey [12]
pour des équations non linéaires de la chaleur et par Ph. Bénilan [4] et L.C. Evans [10] pour des équations de

type diffusion des gaz.

Nous donnons ici une généralisation abstraite des méthodes employées par ces différents auteurs en

introduisant la notion de cpi-coercivité.

L’auteur remercie Ph. Bénilan pour les discussions qu’il a eues avec lui et pour les conseils qu’il lui a

prodigués.

| - PRELIMINAIRES

X désigne un espace de Banach réel de dual X', Il . Il y la norme dans X et (.,.)ladualité entre X

et X'. Si A est un sous-ensemble de X x X, nous définissons

Ax {y [x,y]EA
(1) D(A) = { x: Ax # &}
R(A) = U {Ax:x€D(A)}

L’opérateur A est dit accrétif si

V x;, 1], [xg, Yol €A, YA >0

(2)
hxq =y Iy < xq =xp +Myg =¥) I

il est m-accrétif si R(I + AA) = X pour X = 0 ; la résolvante de A est définie par : J u= 1+ 7\A)'1 u pour
A = 0etuER(l +2AA).
Le théoréme suivant dit 2 M.G. Crandall et T. Ligget [8] est fondamental dans notre étude.

THEOREME 1.1. Soit A un opérateur accrétif de X tel que D(A) C R(I + M) pour 0 < X\ <\, dlors la limite
suivante existe pour t = 0 et x €D(A)

3) lim (1+XA)"x
n>+oe D

Soit ¢ une fonction convexe de X dans R U{+°°}, le domaine D(¢) de ¢ est I’ensemble des x

tels que ¢ (x) soit fini. Pour (x,y) appartenant a D(¢ ) X X, la fonction

t >t (px+1ty)= ¢(x)



Effets régularisants de semi-groupes 173

est croissante sur 0, + o[ . On définit alors
(4) <y, x>, =lim 1 (p(x +1ty) - ¢(x))
o= lim £ (olx+ 1)

La fonction (x,y) > <y,x >¢ est positivement homogéne en y, semi-continue supérieurement (s.c.s.) si @ 1’est

aussi et si ¢ est continue, on a
(5) <y,x>¢=Max{(w,y):wEanp(x)}
oli dp désigne Ie sous-différentiel de ¢, c’est-a-dire

dp (x)= {WEX : VyEX, 0 ly) ~0(x) > (wyx)}

Il - RESULTATS ABSTRAITS

Soient X un espace de Banach réel de norme Il . Il y et A un opérateur accrétif de X. On se donne
=

quatre fonctions ¢ et (¢ i) 1 définies sur X a valeur dans RU {+°°} et on considére les hypotheéses suivantes

H1 D(A) C R(I+NA) pour 0< A <A,
H2 ¢ et g 3 sont s.c.i. et (1 est en outre convexe
H3 ¢ (14MA) T x) < p.(x), ¥ x ED(A) N D(p;) ,i=1,23
H4 A est g ;-coercif a savoir

3

Yu€eD(A) N ( (\1 D(¢i)) ,VvEAu

I:

O] <vu>, +ogle) > sl
v,u 91 () = ¢3

H5 o ((142A) 1 x) < (x), YxED(A) N Dlp)
H6 Les fonctions ¢ et (¢ i)lii% sont a valeurs non négatives
H7 Il existe p > 1et 0 > 1 tels que

w{’ <¢.¢3, gpg<¢. p3 et ¢y est s.c.i.

Les inégalités suivantes jouent un rdle important dans notre étude.
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—_— 3
THEOREME I1.1. Sous les hypothéses H1...H4, pour tout x € D(A) N ( .ﬂ] D(¢;))ettout 0< s<tona

l'inégalité suivante
t

(7) 1 (S(s)x) = 91 (S(t)x) + (t=5) 9,(S(s)x) > f p3(S( o )x)da
s

Sous les hypotheéses H1...H7, il existe une constante C telle que pour tout

—_— 3
xED(¢p ) N D(A) N (,ﬂ] D(wi))ettouto < s< t,onait
|=

p o
c P 9
®) 7 (2s6xP T +Calo(s6)° T = (040X + (9(5())
(t~s)P

oua=0s/ Yy = 0, 1 sinon.

3
Démonstration de I'inégalité (7). Soient x € D(A) N ( N D( tpi)) et N €N, on construit la fonction en escalier

i=1
uN

uN(

T
t) =up, pour t€[n e (n+1) = [, 0 < n < N, o la suite uy, est déterminée par

T
9) un+]—un+m Aupy1 20,0<n <Netu =x

3
donc u, € D(A) N ( .01 D(¢;)) pour n > 1.En utilisant H4 on en déduit
|=

N+1
T <Unpg T gy Zp F9oling) Zeslupy) 0 <n<N

T+ L X
N+1 N+1
d’ol 91 (x) np1(un+1) + f ¢2(uN( o))do = f p3(u (0 ))do
T -
N+1 N+1
T
T4 —
N+1
Comme J' (,02(UN( o))dde < T ¢2(x) et ) et 93 sonts.c.i, on peut passer a la limite en N et on
_r
N+1
obtient :
T
(10) o1 (x) = @1(8(T)x) + T 9y(x) >J; ¢3(S( o )x)da

d’ou (7).
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3
Démonstration de I'inégalité (8). Pour x € D(p) N D(A) N ( ﬂ] D(y: )) on construit la méme fonction en esca-

lier uN que précédemment, d’ou
T T
1) = o lun ) + T el > =wslupey)  0<n<N
- T ntl o - =
On multiplie cette inégalité par (N—+1 T) ‘p(”n+1) et on pose a, = ¢1(un) by =9 (un) ,
n P
c —(N—+1 TPl ,dny = ap2(un),en= ¢3(uy,), ce qui donne aprés sommation
N T N T N
2, (@241 by oy + o 2 9o+t bt o > 2. ent Bugq i
n=0 n=0 n=0
et, apres transformation d’Abel et en utilisant HS et H6,
N+1 T N+1
(11) 3, by ¢ + Z (Cnt1 = cnlay by + N+1 o) dy by F\J-+_1 < ey by
T 1 1
ry p 0—1
Or,pourn=1, ¢ ~c, S K — ¢ aveck= — 2P71
pou nt1 % S0 Ny n o1
En utilisant I'inégalité de Youngonadonc: V€ > 0, 3C(e) > 0
L
(c,y1—c)a. b <ec ap+C(e)bp_] Vn=0
“n+1 n’“n “n - n “n n ’
2
d, b, <, <ec, dr(:+0¢C(e)cn bﬂ—1 , Vn=0
oua=0si ¢5=0,1sinon. On reporte ces inégalités dans (11) et on obtient
N T N a1 T N
12 a_b ¢, +e— a? + Cle) — bP~ —_— c. d?
(12 °©0 M T TN+ & nth ()N+1Z” ‘Nm 2 Gl
n=1 n=1 n=1
N —_ N
T T T
_ -1 4 —_
..t Cle) el 21 c, b7 + e dN+1 BNET SNty S e Z
n= n=1

Or, d’aprés H7, arﬂ) <b, e, et d: <b e, Enprenant ¢ = Z et en utilisant H3 et H5, on en déduit

n
p
[ar=] T N L] T N L1
13 a, b, c; +—— d_ b+ C(e o a— b0~
13) 0o TNy oo ()(N+1;§1" N+1n§1"")
N N
1T T
4 (— Py
.>2 (N+1 Z ¢y A, + w Z cnd‘;)
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T N £ 2. T N L L ;1 N
-1 p—1 o—1 o—1
o — D b <Th et — > ¢, bI < b — >
n o nn o n
N+1 5 N+1 =1 N+1 =
N N N N
T T T T
TS g 2 g X %R o 2
c. alf >a c e c
n “n +1 n n n % “N+1 n
N+1 =1 N+1 5 N+1 n=1 N+1 5

En transformant I'inégalité (13) grace a ces derniéres relations et en utilisant la semi-continuité des fonctions

(npi)_3 » on en déduit
|=

p g

(W) 7T + aC(px) T > (o;(STMXNP + (ST

(14) I
N

ol C’ ne dépend ni de T ni de x, d’ols la relation (8).

REMARQUE I11.2. Si on suppose que la fonction ¢, est s.c.s., 'inégalité (7) devient

t t

(15) 01(S(s)x) = ¢ (S(t)x) + J ¢2(S(0)X)d0>f ¢3(S(0)x)do

S

et si on suppose que la fonction ¢ est s.c.s., I'inégalité (8) devient

t P L
(16) C f {(w(S(U)X))p_1 + afo )P (w(sw)x))""1}da

S

t L
. >I (o-s)P ] {(¢1(5(0)X))p + (¢2(S(0)X))°} do

S

EXEMPLE 11.3. Soient X, C X; C X trois espaces de Banach réels de normes respectives Il . | X, . X,

et .1l x et Aun opérateur accrétif de X. On définit I’application de dualité | de X dans I’ensemble des parties

de son dual Xj par
’ ’ 2
Jlu) = fvexs vl =lTuly et (v,u)=||u||x1}

et on suppose que

hi A vérifie H1
h2 ('l X4 et .| X, sont s.c.i. dans X
h3 L0A)T x By <lxly , VA >0, vxeDAX N X i=1,2
i i
P Pl
h4 A est y-coercif avec ¢q = . X, (p1 >1), 9=0, 93=8 .1 X, avec py >0 et

B > 0, c'est-a-dire en utilisant I'application de dualité ) 1.
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VueD(A)NX;, VvEAu

(17) "
P )

full Max wy) =B 1lull
P X (wyv) =8 x2

w €Jq(u)
h5 LA T x Iy <lxly, YO<A <A, VxeDAX
pp p PO~ P
he Iyt < ax 2 Ix M2 vxex,, (0> )

En utilisant le théoréme I1.1 et la décroissance de t = Il S(t)x | x et t=> Is(t)x | X (i=1,2), on en déduit
i

1A
— 1,/ )
FXEDA) N Xy : IS(t)x Iy < (— I I
pour x € D(A) N X, : I1S(t) X, (ﬁt) X
pP1—Py
— K PPy—P
pour x € D(A) N X; : IS(t)x Iy < Ix Iy 22
Yo
t;01(10—1)

d’oliparh2, Vt >0, Vx€E D(A)x N X2x, S(t)x € D(A)X N X, eten outre

PP~ Py
K’ PPy~ Py
Il S(t)x IIX2 < — Il x Iy
Pyl p—1
. (1)

On peut remarquer que lorsque 'opérateur A est linéaire, on a Py = Py et par suite

P pPY= Py PP Py

— = = =1

Py PPy = Pq PPy~ Py

Quant a I'hypothese hé6 elle signifie en théorie de I'interpolation linéaire (Cf. J.L. Lions et J. Peetre [11] ) que

P

2
I'espace X est de classe A (X2,X) avec 6 =1- —— a condition que Py < ppg.
PP

Nous allons maintenant développer deux méthodes essentiellement techniques permettant de réitérer

dénombrablement I’estimation (7) du théoréeme 11.1.

Soient X un espace de Banach réel et A un opérateur accrétif de X, on considere les hypotheéses sui-

vantes

Al D(A) CR(I+AA)  pour 0<A< >\0

A2 ( &pn) >1 est une suite de fonctions convexes s.c.i. non négatives sur X vérifiant :
n=

eal2A) T %) < g (x) V> 1, v x€D(A) N D(y )
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A3 1 existe une suite (azn)n -1 strictement positive et § = 0 telle que A est (gpn Bop s, 0p +1)-

coercif.

ol

A4 lim  sup ( )M <40

n —> +oo T oa

=1 !
A5 1] existe une suite (rn) n >1et " - et des constantes K > 0, =0 et atelles
n=z n—>+ oo

r r r +a
que A soit (&Pnn , B tPnn KD cpnrlH )-coercif.

r

n
A6 Sionpose u ., =—, les suites suivantes sont convergentes
rn+a
Hn KpHn— 1 Fn-Fp-1 - ¥
Rn=n—+(n—1)——+ ......... +
n -1 "
Sy = L L M4

PROPOSITION 11.4. Sous les hypothéses Al...A4, on a pour tout t > 0 et tout x € D(A)x N | r>w 1 Dly )
n =

1 n ]

- o=

(18) lim . sup. (tpn(S(t)x))n <7 lim.sup . ( N
n = +oo n => +oo ﬁ o
i=1 !

Sous les hypothéses A1, A2, A5, A6, il existe une constante C 2 O telle que pour tout

X E (A)X NN D(wn)) et toutt > Qon ait :
n =1

1
(19) lim . sup. ¢ (S(th) S CE+=)T (04 ()
n —> +oo t
N Mg b
o S=1lim.S et T=lim. »
n oo noeo =1 fi

Démonstration de I'inégalité (18). L’hypothése A3 signifie que V x € D(A) N D(¢,) N D(¢ 41), Vy € Ax,

< y,x>‘pn +p ¢n(x) > o, ¢,41(x), d’ot par (7)

. t .
(1+8 L) p(EL 00 > 0= 0y (S(Z)) 1<i<n
n
L
l=
dou p(x)> (——)" ¢,11(S(t)x) d'ol (18).
n
n 14—

Démonstration de I'inégalité (19). L’hypothése A5 signifie que V x € D(A) N D(p ,) N D(p41), V y € Ax,

" rn+a
<yx >¢ rt B o, (x) = oy ¢ (X).
n
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Considérons la suite (t,) S déterminée par t, =0et t 4 =t +271 t,d’ot lim . t, =t En appliquant
Iinégalité (7) on obtient

(14 Bty =ty (@St )™ > ety =)0 g Sl )

r

n ~
Posons a, = cpn(S(tn_])x), T s ,n =1, dou
1 1
r +o r +oa
n'n _ 1 'n u .
any S (i—) (2 ﬁ+T) ann' d’ou
n

2 R 1T S
Pn+1 (S(t)x) < a4 S (-K-) n (B+T) n (91(x)) n

“’n ...ui
———, d’oli (19) en passant a la limite.
r-

n
ouT,= Z
i=1

REMARQUE II.5. L’hypothése A4 et I'inégalité (18) sont liées a la formule de Stirling ; on obtient alors une
1

majoration de lim . sup ((pn(S(t)x))n remarquable car indépendante de toute donnée initiale.

Les hypothéses A5 et A6 servent a I'étude des effets régularisants lorsque I'opérateur A est un opéra-

teur différentiel du second ordre ainsi que le montreront les applications.

Nous allons maintenant introduire la notion de ¢i-bicoercivité afin d’obtenir des résultats de régu-

larité holdérienne sur la fonction x = S(t)x .

Soient X un espace de Banach réel et A un opérateur accrétif de X. On se donne quatre fonctions ¢

i=3
et {y; définies sur X a valeurs dans R U {+ 00} et on fait les hypothéses suivantes
Hi=1

H'T D(A) C R(I+MA) pour 0 <A< Ao

H’2 ¢ et g3 sonts.c.i. et ¢ est convexe

H'3 ei((1AA) T x = (140A) T y) < wilx-y), V x,y € DIA) vérifiant x-y € D(p;) i=1,23.
H'4 Aest ¢ jbicoercif, c’est-a-dire

3
V u,u’ €D(A) tels que u—u’ € N D(¢;), VVEAU, Vv EAW
<v=+v ,u-u' > ¢ + ¢2(u—u’) > np3(u—u’)
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H'S 0 (1F0A) T x = (10A) T y) < p(x—y), V¥ x,y € D(A) vérifiant x-y € D(p)
H’6 Les fonctions ¢ et ¢ ;sont a valeurs non négatives
H’7 llexiste p > let o > 1telsque

go‘{ < 9. 93, gag <¢.¢3 et ¢, ests.ci.

3
THEOREME 11.6. Sous les hypothéses H’1...H’4 , pour tout couple x,x’ € D(A) tel que x—x’ € N D(npi), et

tout 0 < s < ton alinégalité suivante : =1
t
(21) 91 (Sls)x = S(s)x’) = @ (S(t)x = S(t)x’) + (t=5) po(S(s)x —S(s)x’) = f ¢3(S(o )x=S(0)x’) do
s

Sous les hypothéses H’l1...H’7, il existe une constante C telle que pour tout couple x,x’ tel que

x—x" € D(y) N ( r31 D(npi))ettoutO < s < t,onait:
i=1
C P L
(22) ——— (o S(6-S(6 ) T +C ly (S-S5 T > (1 SSWXIP + (plSehS(1))

(ts)P T

oua=0s/ cp2=0, 1 sinon.

Démonstration de I'inégalité (21). Selon une idée bien classique (Cf. par ex. [6])onse raméne au théoréme I1.1 en

se plagant dans I’espace de Banach X = X x X muni de la norme habituelle Il (x,x’) "X = Ixly+ Ix Il X

On définit I'opérateur @ dans X par
@(x,x') = { (y,y') :yEAxety' € Ax’%

et les fonctions @; (i=1,2,3) par @i(x,x’) =g i(x—x’).

L’opérateur @ est accrétif dans X et (14X @)_1 (x,x’) = ((l+7‘\A)_1 X, (I+)\A)—1 x’). En outre

t -
lim. (I + — @)™ (x,x") = (S(t)x,S(t)x’). Les hypothéses H1...H7 du théoréme II.1 sont vérifiées et on en
n

n—)oo

déduit (21).

La démonstration de I'inégalité (22) se fait de la méme fagon.

Le résultat suivant d’itérations asymptotiques se démontre de la méme fagon en introduisant les

hypotheses suivantes.

Al D(A) CR(I4\A) pour 0< XA <A,
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A2 (¢ n) > est une suite de fonctions convexes s.c.i. non négatives verifiant

n=

¢ ((l+7\A)—1 X — (l+)\A)_1 x') S¢,xx), Vx,x'€ ITL\—) et xx'€D(y,)

A’3 Il existe une suite (a")n>1 strictement positive et § = 0 telle que A est (¢n, Bopa, ¢, +1)'
bicoercif
A4 (an) verifie A4
A’S 1l existe une suite (rn) X " >let > +oo et des constantes K > 0,8 = Oet a = 0 telles que
nz

r r ro+o
Asoit (g, n g ¢, n K" ¢, )bicoercif.

A'6 n veérifie A6.

PROPOSITION 11.7. Sous les hypothéses A’l...A’4, on a pour tout t > 0 et tout couple (x,x’) € D(A) tel que
xx'€ N Dlp,)
n=1
A no L
(23) lim . sup. (¢n(5(t)x -S(t)x"))" < —lim . sup. ( = )N
n—> +oo t n—>+oo I a
. i
i=1

Sous les hypothéses A’l, A’2, A’5, A’6 il existe une constante C > 0 telle que pour t > 0 et tout

couple (x,x’) € D(A) vérifiant x—x’ € r>1 : D(g ), on ait

nz

(24) im . sup. p (S(0x = S(1x) < (9 +1T)T (g (%)
n = o0

ou S et T sont donnés au théoréme 11.5.

111 - APPLICATIONS

Soit © un ouvert borné (en général) de RN (N = 2) de frontiere I' réguliére. Nous noterons
D(S2) 'espace des fonctions C ™ a support compact dans § et Wk’p( Q) (k€EMN, 1< p < +) les espaces
de Sobolev usuels (cf. [1]).

WoP(Q) (0 < o < 1) est I’espace des fonctions u € LP(2) telles que

lu(x) —u(y) IP
j f LubdZuby) 17 :2 dxdy < +eo
_ o
o Jxq Ky ITTP
WSP(Q) s=k +0,k€E€IN,0 <o <1)est I'espace des fonctions de Wk’p( 2) dont les dérivés a I’ordre k sont

dans W %P(Q).
Wi’p( Q) est I’adhérence dans WP (2 ) de ().
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Nous appliquerons nos résultats abstraits a des opérateurs du type —div . dj(grad(.)), — AB(.) et
- A() +B().

Montrons tout d’abord quelques résultats techniques.
LEMME II1.1. Soient p,g €[1,+>],q # + o, 6 €[0,1], « € R /iés par les relations suivantes

1 0 11
(25) 0+a(1-6) >0;a+p(1-—)>0;—+(1-0)(—-—) >0
q p g N

/1 existe une constante C > 0 (dépendant de a, p, a, 0, Q) telle que pour toute fonction u € LP(Q) vérifiant

lu 19eWP(Q), on ait

0 - 9 +a(1- 6
hul (Ilu1®] + lgrad . lu %1 70 > cllul, (=e)
LP(Q) LP() LYQ) L'(Q)
(26)
1 1 6 1-0 1-0
awvec —= ——— [+ — - —)
r of1-0)+0 p q N

Démonstration. Si 8 =0 ou 1 I’inégalité est immédiate, supposons donc 0 < 8 <1 et soit 8 tel que

0 1 1
(27) Min (—— +a,p(1- =) +a) >8 >Max(0,a,a+p(—1———))
1-0 q N gq
B

a
Soitv=lu IB, on a presque partout : grad . lu Ia=E|v| B grad .v.

s—1
Considérons s tel que 0 <s <1ets’=— < 0, on a par Holder
s

1 o 1

[0 - = qs’ o

flgradlulalqu > |—|q(f|grad.v|qsdx)5(f|v| g A dx)
Q B Q Q

op
- P P q_1 B 9 D ,
Choisissons s’ tel que —— qs’ = —, d’oli 1 + (@) —=—cet Iv | dx = lu I P dx et par suite
B B p s Q Q

0 a0 5 (-0 1-0
"u"Lp(Q) llgrad 1u | IIL > lﬁI ||grad.v!|LqS

6+(1-0)(cB)
a( 0) lul LP(Q)

(2)

et par Holder

f|u|qsﬁdx < ( /|u|‘1qax)5(f|u|de)1*S
Q Q Q

o, 10 0 1-9 0+(1-0)(B)
Il qu(Q)uuuLp(m >||V"qu(sz) Il pa)

et par suite
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Le terme de gauche de (26) est donc minoré par

6 +(1-6)(c—p) )16

flvii + llgrad.v |
LP(Q Wl gs ) + 18 L95(Q)

1
avec Ky =Min ((?)0, (%)1_0 ).

1 1 1
Fixonss tel que 1 < gs <N & p(1 ==)+a > > p(— — =) + ¢, il existe alors une constante C, telle
) q N gq
que I'on a (Cf.[1])

1 1 1
vl + lgrad.v |l = C, vl o — =— ——
Las() ¢ Lase)” T et e) M o g5 N

on en déduit que le terme de gauche de 'inégalité (26) est minoré par

1-9 0+(1-6)(a—p)
lul

K LI () LP()

1-6
6C1 vl

et on achéve par Holder.

REMARQUE 111.2. Si lu 1%ewh9(Q), on peut remplacer I'inégalité (26) par
(o]

) 6 +a(1-6
(28) N P NI LY LT Y
LP(Q) LY(Q) L"(Q

En outre, en utilisant la définition directe d’une trace sur I selon presque toutes les normales a I' on déduit
du théoréme 4.10, Chap. 2 de J. Necas [13] que si u EWJ)’]( Q) etgrad lu 19€ LI ) alors |u laEWL’q(Q)
(@ >0, >1).

A. Opérateur —div . dj(grad(.))

Soit j une applicationde £ x RN dans R vérifiant
el Pour presque tout x € Q, s~ j(x,s) est une application convexe continue de IRN dans Ret j(x,0) =0

e2 Vse IRN, it.,s) € L! (82) et il existe deux constantes Cy et C, positives et C, une fonction de
LN (Q) telles que ¥(x,y) € @ x @,V se RN

i) < C1{ily,s) +Colx) +Coly) +Cy Is 1}

ou | | désigne la norme euclidienne dans RN ez (1) N /e produit scalaire

e3 1l existe deux constantes C3 >0er q =2 telles que pour presque tout x € Q, on ait
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V (uv) € RN x RN , VUEDJ(x,u), VVEDj(xyv)
(29)
(V-U Iv=u)y >C3lv-uly
e4 I existe deux constantes C3 > Oet q > 1 telles que pour presque tout x € Q, on ait
vue RN, v UEdjxu)
(30)

q
(Ulu)y >C3luly

r
Soit  un graphe maximal monotone de R et j’(r) = f v(0)d o, on définit alors J par
o

vewhl(Q)

/j(x,grad.u)dx+fj’(u)dx si j(x,grad.u)EL](Q)
Q Q , |
(31) J(u) = jlu)eL’(Q)

+ oo sinon

J est une fonction convexe s.c.i. dans L2( Q) (Cf.[2]) dont le sous-différentiel 0} est donné par :
feajw) = uewll(@)nL2(Q), 3ge L@ avec div.geL!()
f(u.div.g+g.grad .u)dx=0 et
Q

g(x) € 3j(x, grad . u(x)) p.p. sur &
(32)
f(x) + div . g(x) € y(u(x)) p.p. sur

L. Véron

On notera par la suite f(x) € y(u(x)) — div . 3j(x, grad . u(x)) et sous les hypothéses e1, €2, e4 la fermeture dans
LP(2) x LP(£2) de 8) pour 1< p < 2 (resp. la restriction de 3] a LP(Q) x LP( L) pourp > 2) est un opé-

rateur m-accrétif de LP( ), soit Ap (Cf. [2]).

Pourretp = 1 nous noterons pour u etv € LP(Q)

- -1 r r — r—| -2
<vu>_ = lim t ' (luttvl —lul =rflull 7P v.ulu P74 dx
hP ( LP(Q) LP(@ ) LP(Q) fg

ti0

LEMME 111.3. Soient r = p > 1, sous les hypothéses (el, e2, e3) (*) il existe une constante C telle que I'on ait

pour tN—pq > 0

(*) sous (e1, €2, e4) on obtient (33) avec v="V =0, en supposant p+q—2 > 0.
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VuvED(A,), YUEA u, VVEA Y

(33) <UV,uv> > Cluvl r+9-2
LP(Q)

. r+gq2 r q

ou ~ == -

p p N

Démonstration. Nous supposerons tout d’abord que 7(.) est lipschitzienne, partout définie sur IR et par suite,
si U€d)(u), il existe g€ (L (Q))N avec div. g€ L2( Q) et

g(x) € 9j(x, grad .u) p.p. sur &,

(34)
U(x) + div . g(x) = y(u(x)) p.p. sur £

Soient 1 < p < 2et (v,V) un autre élément de G(3)) et g’ la fonction de (L1(Q))N associée. On a

. - r—p _ p-2
<u V'U_V>r,p riliu=vl LP(Q) L(U V)(u—v) lu—v P74 dx

et cette expression est minorée par

rllu=v Il rL_pp(Q) —/ﬂ —div(g—g’)(u—~v) lu—v P2 44

Pour m et n €N, on considére Ym.n |2 fonction définie par
)

m2P si Irl <m!
)= { rlr P2 i m < Irl <n
Pl sign(r) si Irl >n

Du fait de la condition d’intégration par partie associée au sous-différentiel, (g—g’) . grad(u—v) est intégrable et

par suite il en est de méme de (g—g’) . grad Y n(U=v). On établit alors que
f —div(gg) ¢, (uv)dx= f (eg).grad ¢ (u—v)dx
Q ’ Q ’

En passant a la limite successivement en n (par le théoréme de Lebesgue) et en m (par le théoréme de Fatou) on

en déduit que

j—div(g ) (u~) lu—v IP"24x > /(g—g’) .grad ((u—v) lu—v Ip—2)dx,
Q Q

p+q—2
Au—~vI"P lgrad lu~v!| 9 |
) LP(2) g

(35) <U-vu—~v>, D = Cr(p—1)(

p+q-2 LY(Q)
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ol C ne dépend que de |, d’olr (33) en utilisant le lemme [11.3 .

Lorsque vy est quelconque, on le remplace par sa régularisée Yosida vy (A > 0) Cf.[6] et on passe a
la limite en A en utilisant la semi-continuité supérieure de (x,y) > <x,y > 0p- Par fermeture de 3 dans LP(£2),
on en déduit (33) pour Ap 1 <p < 2. Lorsque 2 < p <+ o, on procéde de méme en remarquant que la
fonction g associée a 34 vérifie div.g € LP( Q).

Considérons maintenant I’équation suivante

au

Pl div . dj(x,grad .u) +y(u) 0 dans Q x R*
(36) u(.,0) =uy(x) dans Q

u(,t)=0 dans TI' x R*

— t
Pour u, € D( A )Lp la solution (36) dans LP( ) est la limite (n > +o0) de (I + — A

-n
p n P)

UO.

THEOREME I11.4. Sous les hypothéses (el, e2, e4), pour py = 1,9 >
Po

la solution u(.,t) de (36) a don-
N+p,

appartient & L=(2) pour t > 0 et il existe C, ne dépendant que de Q et du

née initiale ug dans D(A )L

Po
graphe 0j telle que pour py < p < +oo:

-5 (]
G gy € 0 Tugl) Pog)” Vi>0
(37)
N(p—p,) Po(PatN(a-2))
~ plpoa+N(a-2)) " plpatN(a-2)

Sous les hypothéses el, e2, e3, la formule (37) devient

_.6 o
(38) lu(,t) =v(,t) | LP(Q) < Ct 2 lug()—vg ) I |_p°($z)

pour tout t >0, 1< p, < p <+ o, formule ol v(.,t) désigne la solution de (36) a donnée initiale v dans

P
DA - *

p etou & ,0 et Csontinchangés.
o

Démonstration. Nous distinguerons selon que p, =1, p =t et 1 <ppSp<tee

. rn(q-2) _ r q : .
1) 1 <py< p<+eo. Il existe r =2p,n€ N telsquu —— = — — n N On construit la suite
p Po
i=n r+i(g=2) _ r+(i-1)(e=2) g . : , , X
(p;). telle que = — —, 1< i <n et cette suite est strictement croissante des
=0 Pi Pi-1 N



Effets régularisants de semi-groupes 187

P

2N o
queq > , enoutre p_ = p. En appliquant (7), on en déduit que pour u, dans D(A )L ,ona
N+p, n Po
t r+i(g—2 n t  r+(i-1)(g-2)
Vi<i<n,lu(i—)l p_(q )< ¢ = lul,(i+1)=) 1"
n L I( Q) t n L i—1 (Q)
r+n(q—2 C’ r
dou a1 "D < a1 ool (3).
LP) " L °(Q)
Yoo rtg2) r g
2) py=1.Soientr > X > 1 tels que IN-Aq > 0 et A déterminé par —< =;\-— _ri . Pour
A
1 _ 2N
p=1+ (—q + (g=2))(r(1 —=)) 1 ,p > 1 puisque @ > —— (par hypothése) et par Holder
N . N+1
rp r+q—2 rp—(r+g-2)
(D Y < b x S
L) L*(2) L'(R)
En appliguant alors (8), on en déduit
Hu() I < ()I° 5 L e
u(.,t S/ lugl avec 6'= et 0'= ———
LNe) 00 L) PPy~ Py PPy Py

d’ol (37) en explicitant.

N
3) p =+ °°. Soit a tel que oy >a > 1 ; on considére les suites (pn)n> €t (rp), > telles que p, = a"‘po et

rn+q—2 "n qd’ . aq 4 g2 d tofi (> hoisi .
= w=—— — —=dolr, = ———p _ ——, donc asymptotiquement r g p,._q en choisissant p
pn pn—] N n N (a_-l ) n—1 a—1 n n—1 (0]

assez grand (en itérant un nombre fini de fois), on peut supposer Ty = Ph—1 VN = 1.

. Pn— p
On applique alors le lemme 111.3 entre L' " 1(Q) etL "( ©)enprenantr= rp et la constante C,) obtenue est de

la forme

q
Cn=Cy Cy (ppeg = 1) rp (————)9
n=*~1%>2,n*n-1 n Py_q+a-2

ol Cq ne dépend que du graphe 9j et ol C2—]n désigne la norme de I'injection de W]’qsn(Q) dans qu‘}‘-,( Q) avec

1 1 1 1
les notations du lemme l1I.1, (— = — - -N—). On peut alors choisir s, tel que lim.inf . — > 1-—(Cf.

1 gs*  Gs, nooo 45y N
[14]) par suite C; , demeure borné et il existe C tel que C,| > C@z 9",
n P,a+tN(q-2) Pn—1

, C'est-a-dire By = . .
r,ta-2 Pn Pn—19+N(a-2)

Avec les notations du théoréme 11.5, on a K, =
Pod

pod*+N(g—2)

Pod Ky Bn Hp—q By Bq
a" la suite Ry=n — + (n-1)———— + ..+ 1. ——— converge.
n "1 "

S, = H nH p—1 - Hq converge vers si n tend vers + o0 . Comme les produits Ky - My demeu-

rent bornés et m =
n—>o N(a-1)
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En appliquant le théoreme 11.5, on a

C S
lu(,t) I o, . =limsup. lu(.t) I < —=lu,()
L (Q) n— Lpn( Q) tT LPO(Q)
Py 4 Y | Bopetq
Sz ———, T=lim(—+—+ ..+
PoatN(g—2) N> ro g r
N
en explicitant on obtient T = —— .
Poa+N(a-2)

La démonstration de (38) est identique.

REMARQUE I11.5. En utilisant I’effet régularisant dans L2(Q) du semi-groupe engendré par 9}, il existe pour

q = 2 une constante C telle que

o

(39) lu (,t+h)-u(,t) | <cht i Hiug()

LP( Q) Lpo(Q)

pour 1< p, <2< p <+ ol Aet i sontdes nombres positifs aisément calculables o<x 1)

o
Dans le cas particulier o g = 2 (par exemple si ) est linéaire) on obtient :

N 1 1 N 1 1
(40) t =—(——-)! =1, 7\=1>#=1+'—(""‘“—)
2 py P 2 p, P
Nous retrouvons ainsi les résultats de L.C. Evans [9] et F.J. Massey [12]. Le lecteur trouvera quelques généralisa-

tions dans L. Véron [14] (€ non borné, données non nulles sur T" ).

THEOREME [11.6. Sous les hypothéses (e,, €y e4), avec q > 2, il existe une constante C = C(, j) telle que /a

solution u(.,t) de (36) a donnée initiale dans L! ( Q) vérifie

1
(41) lu(,) o, <Ct 972, vi>o0
L ()
. q N , -
Démonstration. Soient 1Q/=mes(Q), 0 = ——— (0 <o < 1)et § = ——— . Enappliquant I'iné-
q+N(q-2) q+N(g-2)
galité (36) on obtient pour n€MN
6 8
t c2" t .o clalo2" t .o
(42) lhu(., ) < Tu(, =) 1 4 ——Mu(, =) I
=17 L7(Q) R n L(Q) X o L(Q)
En combinant ces n inégalités, on obtient
CIQI°R T t o™
lu(,t) I o < ( ) "2 Mlu(, =) I
L™ (@) 8 n  L(Q)
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1 1-¢" 1 q+N(q-2)
avecR =1+ 0 +.. +0" 1= — = —
n 1-6 no>teo 1—-0 N(g—2)

t T.=86(1+20+..+ng"! -
¢ n ( )n—>+°° (1—0)2

t n—1 c2nd o n—1
Enoutre llu(,, —) 19, < (= Ny, () I 4 )0 >
o (@) 5 (@) oo

1
d’oll (41) puisque — = — .
-0 g2

REMARQUE 111.7. La relation (41) a cela de remarquable qu’elle donne une majoration de u(.,t) dans L*(£2)

indépendante de toute donnée initiale dans L1(Q ), phénomeéne que I’on retrouvera dans d’autres équations.
B. Opérateur — A B(.)
Soit B un graphe maximal monotone de IR tel que 0 € 8(0) et Ap I’opérateur défini par
D(Ap)={ueLP(Q) : 3gEWP(Q), g(x) €B(u(x)) p.p.sur Q
et AgeLlP(Q)} (1< p< +e)
Ap u=—A gpour u€ D(Ap) et g associé.

L’opérateur A ainsi défini est m-accrétif dans L1(SZ) (Cf. P. Bénilan [4] ) mais sa restriction Ap a LP(Q)
(p > 1) n’est accrétive dans LP( Q) quesif=a.Id («€R").

Considérons I’équation d’évolution

au .
gt——ABuaO dans £ x R

(43) Blu(.,t))=0 dans I x [R*
u(,0) =u,(.) dans Q

Cette équation a été étudiée dans H™! (82) par H. Brézis [7] et dans L1(Q) par P. Bénilan [3] et L.C. Evans [10].
Tout récemment et indépendamment de I’auteur, P. Bénilan a mis en évidence un effet régularisant de L ()
dans L™ ( ©2) sous des hypothéses faibles sur B2 savoir B(r) = Cr Ir #71 avecu > ﬁ;}_

L’hypothése que nous ferons est la suivante :
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el llexistek >0, C> 0 et u €R tels que
(44) Br)=>Clr 1 pp pour Irl>k.

Soient A\E R, r> p >1, pour f.g € LP(Q) on pose

— -1 +qr +qr
45 <fg> , =lim.t (l(g+tn)" = (gl
(45) g im.t " (1 (g+tf-A) LP(q) &N

—
<fg> ., =rl@ENl pp f f(g-1)*P~1 dx
nP) LP(Q) Jq

LEMME 111.8. Soient r > p > 1vérifiant IN—2p > Qet p +u —1 > 0, il existe une constante C > 0 telle que

VuED(Ap), VUEApu, Ve > 0

€ - + o Fu-1
(46) <Uu> > CMin(1, (—) 7H) I (uk—e) I
NPk k+e LP(Q)
r+u—1 T 2
P p N

€ 1_

Démonstration. Remarquons tout d’abord que dans la formule (46) la valeur de Min(1, (k-!-—)1 K dépend du
€

signede 1—petvaut 1si u=> 1ouk=0.

Soit m > 0, on pose Bn =8+ n ld, 6_1}1 est une fonction lipschitzienne définie sur IR. Soient u € D(—A ﬁn)

dans LP(Q), g € W2P(Q) N WL’p(Q) tel que g(.) € B(u(.)) p.p.dans 2 et U=— Ag;comme B.,_z] est lipschit-

zienne, u € Wg’p(ﬂ) et par suite

—
<Uu> ,=rl(u)"Il : f—Ag.(u—k)"’“ dx

et I'intégrale du membre de droite vaut :

(p—1) f ﬁ'n(U)(u—k)" P2 |grad . u 12 dx.
Q

Supposons i = 1, 0n aalors ﬁ'(r)(r—k)p—2 >C(r—k)p+“ -3 pour Ir | > k, d’ol

r- +u—3
<Uu> = Clp-1)rl(u=%)" 1 P [ (u—k)* pTH | grad(u—k)* 12 dx
Pk LP() Jq

ce que I’on minore par :
p+u—1

lgradu—k)* 2 | 2
) L4(Q)

4r(p-1) . P
C——— l(uk)"1 P

(pu—1)?

d’ou le résultat par le lemme I11.1.
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Supposons u < 1,alorspour € > Oetr = k+e ,ona

@) L e Il

€ 1— _
Si ptu —3> 0, cette derniére expression est minorée par C(kT)] H (r—k—e)p+“ 3 pour
€

\ ’ s 2 . 3 +
r = k+e€, d’ol le résultat comme précédemment, en considérant w = (u—k—€)" .

+u-1
Si 2< p+u—-3 <0, posons A = pTH et pour £ € R, Q= {xE Q:u(x) >Q};on adonc
-1 € _ r—|
<Uu> > Crp—z— ('-(:-)1 Koy I L:( e ) f lgrad (u—)™ 12 dx
Pk A € khe! JQ.
expression que I'on minore par
“1 € —_ r= +
Cr L (—-—-)1 L T ; f |grad((u—k)*)‘—e>‘) 12 dx
2 kte LQyte) Jo
1
d’oll, en posant w = ((u—k)*}‘—ex) A ,
-1 e - r—p 2
<Uu> *>Crp——(—-—-—)1 Hiwl lgrad Iw I 9

En appliquant le lemme I11.1 a cette derniére expression et en remarquant que sur Qk+2 €
1 1

(uk)A = el K>( A )x(u—k—Ze ), on a

4CCp-1) e 1-n L reT
<Uu> , >(2)‘—1) (1) ( ) I (u—k=2¢€)" I B
f,Pk (p+u-1)2 ke LP(2)

d’ou le résultat.

Lorsque n =0, — Aﬁn converge au sens des graphes de LP(£2) vers —A B, on en déduit (46) par semi-continuité.

N—-2p
THEOREME 111.9. Sous I'hypothése el, pour p, =1 et p > , la solution u(.,t) de (43) a donnée initia-
_ P
le u, dans D(Ap )L appartient a L°°( Q) pour t > 0 et il existe C ne dépendant que de S et de B tel que
o
— Po
pourtous € > 0,t > Oet u0€D(Ap )L ,on ait pour p, < p < +oo
o
_ k+e (1-u)é o
I(Tu(,t) I-k—€)* I <ctd Max(1, (—) ) I (Tug() 1=k)* 1
Lp(Q) € LpO(Q)
(48)
N(p—p,) Po(2p+N(u-1))

) -

" p(2pg+N(u-1)) 7T P2y NG 1))
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r+n(u-1) r 2
Démonstration. Danslecas1 < Po < p < +, on considérer = petn €N tels qu¢ ——— = — —n—.

. . p Po N
rhi(u=1)  rH(i=1)(p-1) 2 . .
= — — et on applique le théoreme 1.1 avec

On construit la suite (pi)'_zr(') définie par
|=

Pi Pi-1
i-1 r+(i—1)(u-1) i S+i(u-1)
©~=0, o (x)=I(x*k-—c¢€)" 1 , oa(x) =1 (x—k=—¢€)"Il , d’ol
2 hs n Lpl—1 Q) 3 n Lp'(Q) ot
L e -5 kte (1-p)8 ey O
I (u(.t)—k—€)" () < Ct 2 Max(1, ( - ) ) I (ug (k)" 1 LPO(Q)

Dans le cas ou Po = 1, si # = 0 ou k =0 la démonstration est semblable a celle du théoréme 111.4 ; sion a
- E <u-1 < 0etk > 0, ladémonstration se complique considérablement, on peut cependant obtenir ’estima-

tion suivante

k+e (1-u)8 o 0
49 I (u(.,t)=)"* I < K{td 0 (g (k)" I + € I (ug()K)* I
(49) (u(.,t)=%) LP(9) ( - ) (ug(-)%) L) (ugl)-k) @)
. o . 2p+N(p-1)
ol & et o sont donnés en (48) (avec p, = 1), ou K dépend depetol § = ————-——= (pour cela on re-

, p(2+N(p+u-2))
marque que I'on a

1

) < I (u—k—e)* I P + e(mes(Q))F)

I @)

P(Q

Dans le cas o p =+ o (et u < 1) on considere les suites (pn)n>0 (ry)p >1 €t (k) o telles que p, = a”po,

r +u -1 M 2 a1 ) N
0 = - —, k,=kp— + 27 ¢ , aétant choisi de sorte qu¢ —— > a >1.0Onaalors
Pn Pp-1 N an N-1
rn(Pp—1~1) k - b=
n\¥n-1 n u—1 n+u-1
<Uu> , =4 ( ) en (et
FrPnkn-1 (pn_1+u-1)2 e(a-1)a " L Q)

— 12s s X
ouC) 1 désigne la norme de linjection de W, "(Q)dansL N(Q) (notation du lemme I11.1).

efa-1)a" € 1_ _
Comme ——-—( k) > C, (—k+ )1 ol ]), on en déduit en imitant la démonstration du théoréeme 111 .4,
€
n

8 (XX -we (ugl)k) 1’

I (ul.,t)~k—¢€)" I (%) <C - LPO(Q)

On en déduit (48) en remplagant B(u) par —B(-u).

REMARQUE 111.10. Dans le cas du probléeme a deux phases de Stéfan dans un domaine borné £2 de fR3, on se

raméne 2 une équation de la forme (43) ol le graphe § a I'allure suivante

B(u) 1

v
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Par suite 4 =1 et on peut prendre € =0 dans (46). On obtient donc pourt >0et1 < p < p <+

(o]

31 1
(48) () 1) 0 <ci 20 7P I(Tug() 1=k)" I

") Lo(@)

REMARQUE I11.11. Les conclusions du théoréme 111.9 demeurent valides si = IRN.

On démontre de la méme fagon que le théoréme [11.6 le résultat suivant

THEOREME 111.12. Sous I'hypothése el avec u > 1 , il existe une constante C = C(S2 ,B) telle que la solution
u(.,t) de (43) a donnée initiale u , dans L! () verifie
1

e <ci R
(51) H(1u) 1K) 1 e o) < C , Vt>0

On peut en outre développer une autre méthode de majoration pour étudier I’équation (43).

r _
Pourp > 1, on posejp(r)= f B(s) 18(s) IP 2 4s et
0

[ij(u)dx si jp(u)eU(Q)

+ oo sinon

Jp est une fonction convexe positive, s.c.i. dans tout espace Lr( Q) 1< r < +oet par extension, nous avons

11(u) < lul X (2 Nous supposerons  univoque, continue pour simplifier et N > 2. Nous avons

<v,u >J = lim ¢ (Jp(u+tv)—Jp(u))= fvﬁ (u) 18(u) 1P~2 g4x
P tlo Q
Considérons I’hypothése suivante
e2 Il existe Cet u > O tels que

(52) 1B(r) | =C Ir ¥ VrER
1

et posons ¢p(u) = (jp(u))p . On vérifie aisément que

(53) lim ¢_(u)=18(u) I
N-2
THEOREME 111.13. Sous I'hypothése e2, pour p, =1 et u > —-—2——, la solution u(.,t) de (43) a donnée
~2+2p,,

initiale u ., dans D() p ) appartient a L=°(2) et on a I'estimation suivante
o

I8u(.,) | t—5(¢po(uo))0, V>0

0o <
L ()
(54) Nu 2p0y

6 = , 0 =
20, 4+ (N-2) -1) 20, 1+ (N-2)(u=1)
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Si on suppose en outre que | > 1, il existe C = C(S2, ) tel que pour tout u, dans L! (82), on ait

(55) I B(u(.,t) I o SCt =1 we>o0

Démonstration. Soitp >1etu€ D(Ap), ona

p
'I —_—
<A_uu > ~0B(u) Blu) 16(u) 1P 2dx=42— [ lgrad I1g(u) 12 12 dx
p Jp >
Q p Q
comme B(u) | =0, on en déduit en utilisant I'inégalité de Sobolev

~1 1 1 2

<ApU,U>J >C’p—|lﬁ(u) "pa’ aveC —= —— —

p p2 LP(£) p p Np

CommeB(r) =Crlr T ona

Vo
= ~ ~ 1
cH f B(s) 18(s) 19 24x < 18(r) IP avec q=p+1- —
0

u
2
d’ou, en posant a = (1 — —)(1 - -ﬁ-), et en utilisant le théoréme 11.1
i
p » p_] p+Ot ~ N
(56) (@puE)P > C” — (t5) (p5 W)™, @' = — (pta)
p2 N-2

N
Considérons la suite (pn)n> o déterminée par p, = vy (pn_1 +a) (n> 1) et p,, ce qui donne

N Na  Na
= ——n +————n> 0'
Pn= () o+ =) - — (= 0)

Le relation (56) devient donc

p,._1-1
pP— n—1 p._1ta
6, ()™ > () (6, (u(e) ™!
n—1 n
Pn—1
On vérifie aisément que
Pn Pn-1 Po Po
S, = -> =

A Pn Pn—1 Pi 1 N
=% . o, N
i=0 Pn +a Pn—1 +a P +a p; n>teo 2p,+tNa

Pp 1 N-2 n a -1
~ (=) (po+N—) ,onapplique la proposition II.4 d’ols (54).
2
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N
—(p+a)-1
. N_2 .
Sipy=1,soientp> 1,q= —————— on a par Holder
p-1

u 1- l u _].
f B(s) 18(s) IP2ds< lul 9 ( j B(s) 16(s) 19P~1)=1 4 @
0 0

d’ou 1
1 —a' _1.
Jp(u) < lul L](Q) (Jq(p~1)+1 (u) q

Par le théoréme 1.1, on en déduit (54).

g
Siu>1 I Bu(t) I Jclere 2 I B(u(=) I & d <1 Eni
i M ,ona llBu(t) I o _ u(— Lor — = —— . En sui-

L°(Q) 5 27 1R w 24N(u-)
u
vant |’esprit de la démonstration du théoréme 111.6 et = T on en déduit (55).
1-Z TH
u

REMARQUE I11.14. La méthode présentée ne nécessite que des hypotheses sur 8 et non sur §’.

Sous I'hypothese e,, la fonction Mp =6(.) I18(.) | P2 (p > 1) est une fonction de Young. Si on dési-

gne par E/M (£2) la classe d'Orlicz des fonctions v mesurables telles que Mp(v)dx < + %, nous avons mis
P Q
N-2
en évidence un effet régularisant de E/M (Q) dans L ( Q) pourvu que M >N_2-l-2—’ ce qui généralise [4]
p —2T2Zp

— 1

puisque E/M1 (Q)= D(A;)

C . Opérateur §(.)

Les effets régularisants rencontrés jusque |2 étaient dus 2 un opérateur différentiel du second ordre,
ceux que nous allons voir maintenant proviennent d’un opérateur non différentiel monotone. Les résultats s'ap-

pliqueront a A =—A +f ol B est un graphe maximal monotone de R2, Considérons pour cela I’équation diffé-

rentielle

ou

a(.,t) +B(u(,t)) 30 dans © x R*
(57)

u(.,0) =uo(.) dans

(€ espace mesuré positif) et faisons I’hypothése suivante
(58) vV a€ D(),Y fEH(a) af>cClald

ou C et g sont deux constantes positives, q > 2, et 0 € B(0) pour simplifier.
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On définit opérateur Ap dans LP( Q) 1< p <+oopar
Ap u(.)= {ge LP(Q) :g(.) €Bu(.)) p.p.sur Q }

L’opérateur A est m-accrétif dans LP(£) et on a pour tout p = 1 et tout [uU]e Ap etr 2 p

p
r+q-2 -2
(59) <Uu>_  _2Crllull ~ avecp = (1 +q——)p
r,p LP(Q) r
== Po
THEOREME I11.15. Pour tout p, = 1 et tout u, dans D(Ap )=, la solution u(.,t) de I'équation (57) appar-
o
tient pourt > 0 a N LP( Q) et il existe C > 0 telle que pour 1 < PoS P <+, 0nait:
+oo=p >po
o
hu(,t) | <ct ¥y ()
(60)
PP, Po
by = ; 0 = =——
p(a-2) p

Démonstration. |1 suffit de la faire pour p = +°°. On considére p,, = p,+n(q=2) (n> 0)et

pﬂ
¢ ox)=lx 1 p . L’opérateur Aq est (‘pn ,Cp, gan)-réguIarisant.
L")
Posons a, = C Pyonaa, n-:+°° C n(g—2), donc
1
n
n - —2
lim )= a e
n—>e 0 C
Bil
i=1

d’aprés la formule de Stirling. On en déduit (60) par le théoréme 11.5.

REMARQUE 111.16. Dans le cas ol p =+ 0, I'inégalité (60) a ceci de remarquable qu’elle donne une majoration
de lu(.,t) I (@) indépendante de la donnée initiale. On peut obtenir une généralisation de ce résultat en sui-
vant une idée de Ph. Bénilan. Pour cela notons °(.) la section minimale du graphe 8 : 8°(r) = projection de 0 sur

B(r) (r€D(B)) et (S(t))t > le semi-groupe associé a I’équation (57). On a alors

PROPOSITION I11.17. I/ y a équivalence entre

L - —-1—— Jds < + oo
8%G)  B(s)

i) Yt>0 Vp=1, S(t)(D(Ap)Lp) est borné dans L™ ( ), (uniformément par rapport @ p).

i) Ilexiste R = 0 tel que : (61) f (
R
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Démonstration. Tout d’abord remarquons que sous les hypothéses i) ou ii) on a Min ﬁ—1 (0) > — o= et
Max §71(0) < + o

_ ®  ds R
i =i SoitR*=Maxf (0), T*= j , T'E10,4e ].
R™ )
® ds . . -
D’aprés I'hypothése (61) r est un homéomorphisme décroissant de [R”,+ [ sur ]0,T], soit h
0
ro B (s

I’lhoméomorphisme réciproque, défini sur ]0,T°] a valeur dans [R*,+°o[ . On définit h de la maniere suivante
h(t) t€10,T°]

R* t>T"

+oo
ds _
Pour0 <t < T t= f etpourt > T* h(t) =Max f ](O). Par suite

h(t)  8°(s)
h'(t) +B8(h(t)) 2 0 p.p.sur R*
(62)
h(0) =Sup D(B)ER* U {+ o}
Comme D(Ap)Lp = { feLP(Q):f(x) €D(B) p.p. sur § }

uy(x) €D(B) = S(t)uy(x)< h(t)
De méme si h désigne la solution de
h(t)+6h() 20 pp. sur R
h(0) = InfD(B) € R~ U {—oo}
u, (x) ED(B) = S(t) u (x) > h(t), dot Vt>0

o

I'S(t)ug | = < Max(h(t),~h(t))

Q)
Yo
=i Soit ug > R", on vérifie comme précédemment que t = f définit de fagon unique une
ult) 6°(s)
Yo ds ~
fonction u de [0,T"] & valeur dans [R*,u ] (T" = f - ). Si on prolonge u sur ]T", +eo[ par la valeur
R*  £°6)

R*=Max (0), la fonction u obtenue vérifie

u +Bu(t)) @0 p.p.sur R*

u(0) = Uy
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Si pour t fixé S(t)( (Ap)Lp) est borné uniformément par rapport a p dans L™(S) , faisons tendre ug vers
Sup D(B).

Comme u(t) reste borné par K(t), on en déduit en prolongeant § par +° au-dela de Sup D(B)

f+°° ds
t = —_
K(t) 8°(s)

oo ds
De méme 3K’(t) et < t dou i) et (61).
K'(t) 8%

REMARQUE 111.18. Si on remplace f(.) par — A+p(.) on aencore i = ii et sans doute i = i.

REMARQUE 111.19. Tous les effets régularisants dans les équations d’évolution ne sont pas instantanés comme
le montre I’exemple suivant. Soit f(u) = u(Log | u [)*, B est un graphe maximal monotone de [R. La solution de

I’équation différentielle
du R R
a—t(.,t) +u(,t) (Log lu(.,t) 1)*2 0 dans & xIR

u(.,0) = uo(.)
s'écrit

Max(ug(x), (ug(x))e™t)  si uglx) >0

(63) u(x,t) =

Min(uo(x), —(—uo(x))e—t) si uo(x) <0

t
Par suite, pour 1 < p <+ oo, il existe des fonctions u, telles que u, € LP(£2) et u(t) € LP® ( Q) et rien d’autre.

L’effet régularisant obtenu est lent.
REMARQUE 111.20. Si on remplace I'hypothese (58) par

V(a,a’)€D(B), VfEP@), V €B(a’)
(64)
(a=a’)(f—F") =C la—a' |9 qg> 2
p

— "o
I'inégalité (60) devient pour u, et v, dans D(Ap )L
o

(65) hu(,t) = v(,t) <Ct® hug()-vgl) 1°

I <
LP(Q) LPO(Q)
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