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PROBLEMES VARIATIONNELS ET THEORIE
DU POTENTIEL NON LINEAIRE

Hédy Attouch (7) et Colette Picard (2

(1) Université de Paris-Sud, Laboratoire Mathématiques Bt 425 - 91405 Orsay Cédex.
(2) U.E.R. de Mathématiques, 33 rue Saint Leu - 80039 Amiens Cédex.

Résumé : On introduit les espaces de Banach-Dirichlet, généralisant les espaces de Dirichlet de Beurling-Deny.
On caractérise les convexes unilatéraux et bilatéraux K de ces espaces et les solutions de problémes variationnels,

par exemple du type
min 3¢(u) —(f, u) ;uEKg.

On démontre des principes de théorie du potentiel pour des sous-différentiels de fonctions convexes.

Summary : We introduce the Banach-Dirichlet spaces which generalize Dirichlet spaces of Beurling-Deny. We
characterize the unilateral and bilateral convex sets K of these spaces and the solutions of variational problems,

for instance of the type
min 3¢(u) —(f,u);u€ Kg.

We prove some potential theoretic properties for subdifferentials of convex functions.

Une des motivations de ce travail est de bien poser des problémes variationnels du type
min  (¢(u) = (f, u))
u=g

ou g est une application de 2 dans R non nécessairement réguliére et ol ¢ est une fonctionnelle convexe (par

exemple : ¢(u) = [ j (x, u(x), Vu(x))dx . La difficulté est de préciser la signification de la contrainte. Lorsque le

sous-différentiel de ¢ est linéaire (par exemple pour ¢(u) = f|Vu |2) ce probléme a été étudié par G. Stampacchia
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(cf. [24]) : m>in |Vu |2 est bien posé dans HY sicu > g» signifie «U > g quasi-partout», U étant un représen-

u= g

tant quasicontinu de u pour la capacité de H].

En général ¢ est définie sur un espace de fonctions régulieres. On construit d’abord un espace de
Banach X modelé sur ¢ en utilisant dans un cas tres simple la théorie des espaces énergétiques de J. Audounet
([5]) et A. Fougeres ([14]). Dans le but d’obtenir une représentation fonctionnelle de X, noussommesamenés a
introduire les espaces de Banach-Dirichlet généralisant la théorie des espaces de Dirichlet développée par
A. Beurling et J. Deny ([7]), A. Ancona ([1]) et P. Fowler ([15]). Ainsi lorsque X est le complété d’un espace

normé réticulé Y de C_(2) dense dans CC(Q) vérifiant :

- la contraction module opére localement

+ . .
- si (un) est une suite de Cauchy de Y, alors (u,) est faiblement relativement compacte dans w — X.

alors X s’injecte continiment dans I’espace QX(Q) des classes pour I'égalité quasi-partout de fonctions quasi-
continues relativement a la capacité associée a la norme de X, tout représentant quasicontinu U de u € X est
intégrable par rapport a toute mesure positive d’énergie finie et X est un espace de Riesz pour 'ordre induit par
I'ordre naturel de Qy (£2).

Les problémes variationnels du type
() min § o(u)~(F,u);uEK]

ol le convexe K des contraintes est unilatéral ou bilatéral sont alors bien posés dans un espace de Banach-

Dirichlet réflexif.

Tout convexe unilatéral K est de la forme K = Kg= {u EX;u>g q.p.} et une solution u de I'l.V.
unilatérale (1) est caractérisée par I'existence d’une mesure positive d’énergie finie u € d¢(u) — f qui ne charge

que I’ensemble de contact ; le théoréme d’équilibre est alors une conséquence de ce résultat.

Lorsque K est bilatéral, alors K = 3 ueX;g < u< h q.p.g et a une solution u de min 3 d(u)u € Kg
est associée une mesure d’énergie finie u € a¢(u) dont la partie positive (resp. négative) ne charge que I’ensemble

de contact de u avec g (resp. h).

Enfin lorsque ¢ vérifie I’lhypothése
H)  ¢u A v)+o(u V v) <¢(u) +¢(v)

nous généralisons au cadre non linéaire certaines propriétés de théorie du potentiel, reprenant des idées dévelop-
pées par H. Brézis, G. Stampacchia, B. Calvert, N. Kenmochi, Y. Mizuta... (cf. [24], [10], [17]).

Dans le cadre abstrait d’un espace de Banach réflexif, la solution de (I) est I'inf. des sursolutions, le principe de

I'enveloppe inférieure est satisfait par d¢ ...
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Dans le cadre fonctionnel d’un espace de Banach-Dirichlet réflexif, un principe de balayage est vérifié par les
¢-potentiels. Lorsque toutes les contractions croissantes opérent par rapport a ¢, la masse totale de la mesure
positive d’énergie finie associée a une solution de I'l.V. unilatérale (I) minimise la masse totale des mesures
positives de dp(K) — f.

Finalement nous appliquons ces résultats a la fonctionnelle

$(u) = '/S;J(x, VU(X))dX+Li(x,U(X))dX

dans WYP(Q) ot 1< p <+

Nous remercions Ph. Bénilan, H. Brézis, A. Damlamian, A. Fouggres et M. Pierre pour leurs nombreu-
ses suggestions et A. Ancona, J. Deny, F. Hirsch et G. Mokobodzki qui se sont intéressés a ce travail exposé au

Séminaire de théorie du potentiel.
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Le plan est le suivant :

TACLE

1 - CONSTRUCTION DE L’ESPACE ENERGETIQUE.

2 - ESPACES DE BANACH-DIRICHLET

2.1. Représentations fonctionnelles
a) Capacités
b) Fonctions quasicontinues et topologie de la convergence en capacité locale

c) ldentification de X a des espaces de fonctions quasicontinues
2.2. Structure d’espace de Riesz
2.3. Comparaison de classes de fonctions quasicontinues
2.4. Définition d’un espace de Banach-Dirichlet et notations

2.5. Mesures d’énergie finie. Notion de potentiel

3 - ETUDE DES INEQUATIONS VARIATIONNELLES AVEC CONTRAINTE DU TYPE OBS—

3.1. Inéquations variationnelles avec contrainte unilatérale
3.2. Inéquations variationnelles avec contrainte bilatérale

3.3. Convergences de solutions d’inéquations variationnelles unilatérales

4 - PROPRIETES DES SOLUTIONS DE (1) ET DES POTENTIELS

4.1. Propriétés des solutions de (1) dans un espace de Banach réflexif réticulé
4.2. Etude des potentiels

4.3. Minimisation de la masse totale de la mesure associée

5 - APPLICATIONS
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1 - CONSTRUCTION DE L’ESPACE ENERGETIQUE

Dans ce paragraphe Y est un espace vectoriel sur IR et ¢ une application de Y dans [R " convexe
paire, ¢(0)=0.

Nous construisons un espace de Banach associé a Y et ¢ en utilisant dans un cas trés simple la théorie

des espaces énergétiques développée par A. Fougeres (cf. [14]) et J. Audounet (cf. [5]).

Soit I ||¢ la jauge de la tranche de niveau 3¢ < 1;, c’est-a-dire llu ||¢= inf%k >0;¢(Y) < ]2,

u€Y. Alors I, ||¢ est une semi-norme sur Y et Il u ll 6= 0 si et seulement si ¢(A u) = 0 pour tout A € IR.

La topologie associée a | . | o reste inchangée si on prend la jauge d’une autre tranche de niveau, car

les semi-normes associées a différentes tranches de niveau sont équivalentes.

LEMME 1.1. Sur I'espace semi-normé (Y, Il . | ¢) @ vérifie les propriétés de régularités suivantes :

a)si lu ||¢ <7,alors ®fu) < lu ||¢
b)sill u H¢ > 1,alors ®u) = lu ll¢
¢) ¢ est continue sur (Y, Il . | ¢)

d) Quels que soient n €10 1[eta € R®, ¢ est lipschitzienne sur u 3 o S a 2

PROPOSITION 1.2. (cf. [5]). Soient Y un espace vectoriel sur IR, ¢ une application de Y dans IR convexe,
paire, $(0) = 0. Alors il existe un espace de Banach X, une application linéaire L de Y dans X et une application $
de X dans IR convexe, continue, paire, §0) = O tels que YY) est dense dans X, &(%(u)) =¢ (u) pour tout
UEYet ||.|IX= II.!I$. :

SCHEMA DE LA DEMONSTRATION.

1) Séparation de (Y, . 1I¢). Soient Y I’espace quotient de Y par le noyau de Il . | é c’est-a-dire

par la relation d’équivalence :
uBRv & VAER, ¢(Au-v))=0

On vérifie que si u ® v alors ¢(u) = ¢(v). Notant par U la classe de u, on définit ¢ par ¢(U) = ¢(u). Alors ¢ est
convexe, paire, $(0) = 0 et pour tout UEY,

Tulhy = lul 6= lu II¢.
2) Complétion de (\.(, o ¢) Soit X un complété de Y muni de la norme I, I x Prolongement par

continuité de Il . "q's et soit k I'isomorphisme isométrique de Y et du sous espace k(\'() dense dans X. Identifions

Y et k(Y.). Puisque ¢ est lipschitzienne sur u3¢ <a$ pour tout u € ]J0 1[ et >O,q;admet un prolongement



94 H. Attouch et C. Picard

continupsur Y U [TREVIES a?X . De plus ¢ est définie sur X tout entier car
P S0 e [ ¢ <al”.Deplus ; .

U U B<alX=p1. U [s<al= U [o<af= U js<a{dVv=x
a>0 pe]o 1] ’ a% ol cz>03 a% a>0 ; : az>03 a%

On vérifie enfin que Il . Il y = I $

DEFINITION 1.3. Etant donnés un espace vectoriel réel Y et une application ¢ de Y dans R* convexe paire
#(0) = 0, I'espace de Banach X séparé complété de (Y, I. | ¢) sera appelé espace énergétique associé a Y et ¢.

Exemples. SiY = D () et ¢(u) = [ lu | Pou f1Vu IPou S ju)avec j fonction de Young, on obtient
X=LP(Q)ou Wg)’p(ﬂ ) ou P'espace d'Orlicz L.

2 - ESPACES DE BANACH-DIRICHLET

Q est un espace localement compact dénombrable a I'infini, C(£2) (resp. CC(Q)) P’espace des fonc-
tions continues sur S2(resp. et a support compact dans £2) Y un sous espace de C( £2) muni d’'une norme Ih. et
tel que Y N CC(Q) soit dense dans C_( Q) et X I'espace de Banach complété de (Y, II. II) dontla norme est

notée encore Il . Il

Dans ce paragraphe, on précise d’abord la notion de capacité utilisée et en particulier la capacité Cy
intrinséquement associée a I'espace X, puis on démontre que |'espace QC(Q ) des classes quasi-partout de fonc-
tions quasicontinues sur £ relativement a une capacité C est un espace vectoriel topologique quasi-normé com-
plet. Lorsque Y vérifie une hypothése du type «la contraction module opére localement», on démontre que X

s'identifie & un sous espace de QCX(Q ), cette représentation étant la plus «précise».

Si de plus Y est réticulé et si I'image par la contraction positive d’une suite de Cauchy de Y est faible-
ment relativement compacte dans X, les ordres induits sur X par Y et par QC(Q) coincident et X est ainsi muni

d’une structure d’espace de Riesz.

Enfin, si de plus Y est dense dans Cc( Q), on introduit des mesures d’énergie finie relativement a X

et on étudie I'intégrabilité des représentants Cx-quasicontinus d’éléments de X.

2.1. REPRESENTATIONS FONCTIONNELLES

a) Capacités

La capacité qui intervient dans la théorie des espaces de Dirichlet est la capacité associée a la norme
énergie. Ici, c'est la capacité associée 2 la norme de I'espace X qui jouera un role essentiel. Plus généralement nous

définissons une capacité associée a une fonction et nous montrons qu’il y a identité entre les capacités fortement
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sous-additives et les capacités associées aux fonctions convexes vérifiant (H), I'identification étant réalisée par

I'intégrale de Choquet.

Les capacités sur €2 considérées ici sont les capacités extérieures c associées a une capacité faible C
sur 2, c’est-a-dire que, notant ¥ I’ensemble des compacts de £2, C est une application de ¥ dans R croissan-
te, continue a droite, sous-additive, C(¢) = 0 et pour toute partie A de £2, C” est définie par :

* .

C (A)=inf 3C*(G) ; G ouvert, G D Ag
ol C4(G) =sup { C(K) ;K compact, K C G/

Notons que C*(G) e C*(G) pour tout ouvert G, C*(K) =C*(K) =C(K) pour tout compact K et C* est une appli-

cation de P(2) dans R finie sur les compacts, croissante, dénombrablement sous-additive, C(¢) = 0. Une capa-

cité forte est une capacité faible fortement sous-additive. Pour toutes ces notions nous renvoyons a [8] par exem-

ple.

Désormais nous noterons C a la place de c’.
DEFINITION 2.1. Quel que soit K € I on définit CX(K) par
Cx(K) =inf : lull ;uey™*,u=1 surKg.
Il résultera de la proposition suivante que Cx est une capacité sur .

PROPOSITION 2.2. Etant donné un sous espace Z dense dans C c( Q) et une application  de Z* dans R* con-

vexe, Y (0)=0, on pose
CZ,w (K)=inf%¢(u);u€2+,u > 1surK$, KEX.

Alors 1)Cy y est croissante, continue a droite.
)

2) Si Y est telle que pour tout u, 0 € Z" il existe vEZ" tel quev = u V tiet Y(v) <y (u) + ¥ ()

alors CZ v est sous additive.
)

3) L’ensemble des C, v ol Z est un sous espace dense de CC(SZ) et ¥ une application de Z* dans

R* convexe telle que ¥(0) = 0 et vérifiant
(H) Yu Av) +¢(u Vv)< Y(u) +¢(v), pourtoutu,v € Z*

est égal a I'’ensemble des capacités fortes sur £2.
Plus précisément,

a) si ¥ vérifie (H) alors C; y estune capacité forte
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b) réciproquement soit C une capacité forte. Posons
max u
0(u) = A C3u>a$ da,pourtoutuEC*c(Q).

Alors @ est une application de CE( Q) dans IR sous linéaire vérifiant (H) et C =C; g pour tout Z dense dans
C"C ().

Démonstration.

1) La croissance de CZ,w résulte de sa définition. Montrons que CZ, y est continue a droite. Soit
K € ¥ et € > 0. Par définition de Cz, yil existe u € Z' tel queu = TsurKet ¢ (u) < Cz, y(K) +e€ . Pour
tout 0< a <1 soit G, = 3x €Q; u(x) > ag. Alors G, est un ouvert contenant K. Puisque ¥ est convexe,
v (-au—) - ¥(u) quand a > 1 donc il existe 0 <ag < 1 tel que Y(L) < Y(u) + €. Pour tout compact Ky

contenu dansGa ona
0
Cz,w(K1)< w(;”g) <Yu)+ e < Cz’w(K)+26

2) et 3a) Soient Kq et K2 € K. Notons Ui = 3 UEZ ;u>1sur K; g ol i =1 ou 2. Par définition
de Cz’w

CZ,llf (K1)+Cz,w(K2)=inf 3&[/(u1);u1€U1 2 + inf 211/(u2) ;uzeU2§
=inf 311/(u1)+ w(uz);u1€U1,u2€U2$

Or si uy €U1 etuy €Uy, 0nauy +uy =1 surK1 UK2,u1 Vu, >1surK1UK2etu1A up = 1sur
K; N Ky. Par hypothese il existe v €Z"tel quev > uy Vouyety v) < lll(u]) + ¥ (uy). Par conséquent

CZ,‘I/ (K1) + CZ,!I/ (K2) > CZ, llJ(K] U K2).
Si Y vérifie (H), alors
3b) Soit C une capacité forte sur €. Pour tout u € C’c(Q) posons 6 (u) = j;) C $u = ag da.
Alors @ est positivement homogéne et on montre que 8 vérifie (H) en appliquant la sous-additivité forte de C
et en remarquant que pour uq et u, dans CE(Q ),
3u1/\ u2>a£ = 2u1> azﬁ 3u2>a€
et 3u1Vu2 >a$=3u1> a§u3u2> ag

Par conséquent, d’aprés [11], 0 est sous-linéaire sur C;( ) et en particulier convexe sur CE( Q).
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Montrons que pour tout Z dense dans Cc( Q) et pour tout K € I, C(K) = CZ, g (K). Quel que soit
uECE(Q) telqueu = 1surK, ona

6 (u) = ﬁ)w Clu>alda >/(;] Clu>alda > C(K)

donc C(K) < CC;(Q),B (K) < CZ, g (K).

Inversement, soit € > 0. Puisque C est continue a droite, il existe un ouvert G contenant K tel
que pour tout compact K tel que K C K;C G on ait C(K1) S C(K) + €. D’apres le théoreme d’Urysohn
et la densité de Z danch(Q), il existeu€Ztelque IS uS T+esurK,u=0sur 2\ Get0 S u<1+e

sur £ Par conséquent, pour tout a € 10 1[

1+€
doncCZ’o(K)< 0(u)= 0 C3u>a$da

= ﬁl C2u>a$da+£1+eczu>a€da

< CK)+e+eClu> 1]

< (1+€) (CK) +¢€)
Ainsi CZ,B (K) =C(K).

b) Fonctions quasicontinues et topologie de la convergence en capacité locale

Etant donnée une capacité C, une propriété est dite vraie C-quasi-partout (C-q.p.) si elle est vraie sur
le complémentaire d’un ensemble de C-capacité nulle. Une application u de £ dans IR est dite C-quasicontinue
s'il existe une suite décroissante d’ouverts (G_) de Qtelle que C(Gn) \ 0 quand n = +% et pour tout n € N

la restrictiondeu a £\ Gn est continue.

Notons (Kp) une suite exhaustive de compacts de £ (c’est-a-dire que Kp C Kp+1 pour tout p et

UK = Q).
p P

THEOREME 2.3. Soit C une capacité sur 2 et soit QC(Q ) I'espace vectoriel sur IR des classes pour I'égalité
C-quasi-partout d'application de §2 dans R C-quasicontinues.

Pour toutp€ Netu € QC(Q), on pose

P\ _. . (
qc(u)—lnf%a >O,C(Kpﬂ ylul >a$)< ag
et p
1 qC(U)

acl)= 2 =5 ———
™V peEN 2P 1+ qR(u)
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Alors qc estune quasi-norme sur QC(Q ) et QC(.Q) est un espace vectoriel topologique complet.

REMARQUE 2.4. /I résulte immédiatement des définitions de C, q'(): et qc que, pour toute base de filtre F et

ue QC(SZ ), les propriétés suivantes sont équivalentes :
i u) >0
) qC( ) F
ii) v E N, qg(u) >0
F

i) vp€ N, ve > 0, CK, Nilul>e)=> 0

->
F
La topologie associée a q¢ sera appelée topologie de la convergence en capacité locale.

Remarquons que pour la topologie de la convergence en capacité (en particulier pour la topologie de
la convergence en mesure) Q:(S2) ne serait pas nécessairement une.v.t.
Démonstration. Nous omettons I'indice C.

1) Montrons que q est une quasi-norme sur £2.

Remarquons d’abord que q est indépendant du représentant choisi dans chaque classe g.p.

Pour tout u € Q(R) , q(u) <+ car gP(u) < +o0, q(u) = qg(—u) etsiu=0 q.p., alorsqP(u) =0
d’ol q(u) =0.

Supposons que q(u) = 0. Alors, pour tout p, qP(u) = 0 et par suite C(Kp N 3 lul> a%) =0 pour
touta >0.0r

cilul>of=c( u (k0 lul>1))

p p
< X CK nilul > 1} =0
peEN P p

Doncu=0 q.p.

Montrons la sous-additivité de gP ; celle de g en résultera. Soit u, v € Q(£2). Soit a > 0 tel que
clk, N flul>al)<aetb > Otel quec(Kpmglv 1> b) < b.En ajoutant, on obtient

ClK,N(§lui>af U Jivi>b])i<a+b

Or %|u+v|> a+b$ C 3|u|>a$ U%lvl? bz
DoncC(Kpn§|u+v|>a+b$)<a+b
<

Par conséquent qP (u + v) < a + b, et ceci pour tout a et b, donc gP(u +v) < aP(u) + qP(v).

Montrons que si (7\n) est une suite de IR qui converge vers zéro, alors quel que soit u € Q(S2 ),

q()\n u) — 0.

n—>o
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D’aprés la remarque 2.4, il suffit de démontrer que quels que soient p € Nete>0,
€
- QR —_—
C(Kpﬂglul/ks) 0.

)
n n

Or puisque u est quasicontinu, quel que soit @ > 0 il existe un ouvert G de S tel que C(G) < a et
la restriction de u a 2\ G est continue ; ainsi u est bornée sur K N ( 2\ G). Par suite pour n assez grand

K ﬂ%lul —g N ( 2\ G) est vide et donc
A

€
c(k, N §|u|>>\—$) <a
Enfin il résulte de la remarque 2.4 que si q(un)—> 0, alors pour tout A€ R, q(A un) — 0.
n—>o° n—>o

Ainsi g est une quasi-norme sur Q(£2) qui est donc, pour la topologie associée a g, un espace vecto-
riel topologique.

2) Montrons que Q(£2) est complet. Soit (vn) une suite de Cauchy de Q(£2). Alors
WEN, Ve >0 C(K, N {lv,-v,,
Il existe donc une sous-suite de (v,) notée (un) telle que

.0 1 1
vneEN, C(K, N 3|un+1—un|>2—ng) <;'T

1
Puisque u, est quasicontinue il existe un ouvert w’n tel que C(o.g) <-2—net la restriction de u,a Q \ wy est

continue. Soxtw = U wQ
N 9=n

(o} 1 : 1
Soit Gy =K, N (z lup4q —u, | >—2-a$ U w). Alors G}, est ouvert ; en effet 3|un+] —u, I>?$ﬂ (Q\wn)

est un ouvert relatif de £\ w,, car la restriction de | Upt1 ~ Yp la Q\ w, est continue. Il existe donc un
ouvert U de £ tel que

1
glun+1—unl>?$ N(Q\w)=UN(Q\q)
l 1 = i
donc 3lun+1—un >F$an—Uanqwestunouvertde Q.

PosonsGk= U G etA=nN Gk.Onaanrs
n=k N k=1

| 1
c(G,) < Z c(G)) nZi 7+ Clay) <z

et par suite C(A) =0.

Montrons que (u ) converge quasi-partout sur Q. Soit x € Q\ A. Il existe p tel que x € K \A
donc il existe k tel que pour tout n = sup (p, k) x € K VG, dou lu n+1(X) —u n(x) | <5— La suite (u (x))
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est donc de Cauchy donc converge. Soit u(x) sa limite ; I’application u est ainsi définie quasi-partout.

Montrons q]ue u est quasicontinue. Quel que soit p EIN , k = p, x € K \ Gk etn=k, ona
)
Tup41 (x())— un(x) [ % =, donc (un) converge uniformément vers u sur Kp \Gy.
Comme Kp \G, C Kp \w, et que la restriction de u, @ £ \w est continue, la restriction de u a Kp \ G est
continue, et ceci pour tout p et k, car (Gk) est décroissante. On en déduit que la restrictionde u a \Gk est
continue. Ainsi u € Q( £2).

Montrons enfin que q(u, — u) - 0.Soientp € N, a >0ete > 0. D’aprés ce qui précede,
n
quels que soient n = k = p et x E?( \ Gy ona lu(x) —u ( ) I< 2n—-1 . Prenons k tel que T— = < inf(ag).

Pourtoutn =k,ona

C(oKpﬂglu—un|>a$)<C(oKpﬂglu u, 1> ,1]_1§)

-
Ainsi quels que soientpEMN eta > 0
N - —_—
C(Kp glu u, $)n_m0

Remarque. Dans la démonstration précédente seule I’hypothése que C est une sous-mesure (c’est-a-dire une

application de P(S2) dans IR* croissante et dénombrablement sous-additive) a été utilisée.
COROLLAIRE 2.5. Toute suite convergente de QC(Q) admet une sous-suite convergeant C-quasi-partout.

COROLLAIRE 2.6. Pour I'ordre défini sur QC(Q) pdr P VYu, vEQL(Q) (u>v dans Q(Q) = uz>v
C-q.p.) le cone positif Qp(S2 ) est fermé.

c) ldentification de X a des espaces de fonctions quasicontinues

DEFINITION 2.7. Soit C une capacité sur X, qc la quasi-norme associée et ic I'application qui @ u € Y fait
correspondre la classe pour I'égalité Cq.p. de u. Reprenant la notion introduite par N. Aronszajn et K.T. Smith
(cf. [2)), la capacité C est dite admissible relativement a X si I'application ic de (Y, Il. | ) dans (Qc(R), a¢)

est continue.

PROPOSITION 2.8. Soit C une capacité admissible. Alors I'application i est prolongeable en une application
ic de (X, I.. I') dans (Qc(R2), ag) linéaire continue.

Démonstration. Puisque C est admissible I’application i de Y dans QC(Q) est uniformément continue. Comme

Q¢ () est complet, elle admet un prolongement continue i de X dans Qc(9).
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DEFINITION 2.9. Une capacité admissible est dite capacité de base pour X si i est injective.
Dans ce cas X s’identifie a un sous-espace de Q- (£2).

LEMME 2.10. Soit C une capacité admissible. L 'application i est injective ssi pour toute suite de Cauchy (u,)

de (Y, I . ) telle que qc(u,) = O, alors Il u || > 0. En particulier si I. I est s.c.i. dans (Y, q¢) alors i est in-
Jective.
Démonstration. Supposons d’abord que i est injective. Soit (u,) une suite de Cauchy de (Y, Il . | ) telle que

qC(un) - 0. Alors (un) converge vers u dans X d’ou I”C(un) -> fc(u) dans (QC(Q), qc) donc fc(u) =0 et ainsi

u=0. Par conséquent llu, Il 0.

Réciproquement soit u € X tel que fc(u) =0. Il existe une suite (un) de Y qui converge vers u dans X

donc Tc(un) 0 dans (Q:(2), q¢) c’est-a-dire qc(un) ~0. Donc lu, 1> 0etainsiu=0.
Supposons maintenant que Il. Il est s.c.i. dans (Y, q¢).

Soit (un) une suite de Cauchy de (Y, II. II') telle que qC(un) - 0. Quel que soit € > 0, il existe

no € N tel que pour toutn=>n etp = ng, I Up ~Up I'<e.Oru,—u, —— ugdans(Y,qc). Donc, puisque

n—)OO p

p
I. lests.c.i. dans (Y, qC),

< moy I
"upll\r;-:-oo up—un <e€

Ainsilu_ I — 0.
p p—>°°

PROPOSITION 2.11.

1) Soit C une capacité admissible. Toute fonction u Cy-quasicontinue est C-quasicontinue et la
classe de u dans Qy () est contenue dans la classe de u dans Qc(S2). De plus I'application k de (Qx (), ay)
dans (QC( Q), qC) ainsi définie est continue.

2) Soit (D) la propriété suivante :

(0,) Pour tout compact K, il existe une application hK de R dans R, h(0) = 0, continue en 0 et
1 pour tout u €Y il existe vEY tels que v > lu lsur Ket v I < h(lull).

Si (D1 ) est vérifiée alors Cx est une capacité admissible.

3) Soit C une capacité admissible. On suppose que Cy est admissible. Alors si C est une capacité de
base, Cy est une capacité de base.

Démonstration de 1). a) Démontrons d’abord le lemme suivant :
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LEMME 2.12. Soit C une capacité admissible. Soit ( Qp) une suite croissante d’ouverts de S) telle queS) = Lg Qp.
Alors pour tout p et pour toute suite (Gn) d’ouverts de Q, si CX( Qp N G,) — 0adlorsC(Q NG ) — 0.

n —>oo p n n —>oo
En particulier, pour A C S, si Cy (A) =0 alors C(A) =

En effet, soit 1pE (N. Quel que soit n, il existe un compact Kn tel que KnC Qp N Gn et
- C( Qp NG, <C(K,) + — Comme Cy (K )< CX(Q NG, Cx (K, ) n—> 0 donc il existe une suite (u,)

de Y* telle que u, =1 sur K et Iy, I —> 0. Donc puisque C est admissible, qc(u,) = 0 d'ol

n >o°

ce n 3u =1 g) —> 0. Il en résulte que C(K_) = 0 et donc que C( 2, N G_) = 0. Maintenant soit A C £
P n n—>o° n p n

tel que Cy (A) = 0. Il existe une suite d’ouverts (Gn) telle que G, D A et CX(Gn) - 0. Par conséquent, pour tout

p, C(Q 0 NG) -0 donc C(Qp N A) =0 et ainsi C(A) =

b) Soit u une fonction Cyx-quasicontinue. Alors u est C-quasicontinue. En effet, il existe une suite
d’ouverts (G,)) telle que Cy (G, )=>0eturgy G, soit continue. Par conséquent, quel que soit p, CX(Q \ G, )»0.

D’apreés le lemme précédent C(Q NG ) -> O Ainsi u Q est C-quasicontinue donc u est C-quasicontinue.

Il en résulte que la classe de u dans Qy(£2) est contenue dans la classe de u dans QC(Q) Montrons
que I'application k de Qy($2) dans QC( ) ainsi définie est continue. Soit (u ) une suite de Qy (£2) telle que
qx(u ) > 0. Soit K un compact de Q et € >0.0naCy (KN 3 lu |>e§) — 0. Donc il existe une suite (v,, )

de Y telle que v, => 1 surKﬂzl u, = %et v, 1> 0. Par consequentqc(vn)—>0. Aln5|C(Kﬂ3 vy = 2—*0
OorKnN 3| u |>e$CK N 3vn >1$. Donc C(K ﬁ%l u, | >e$) - 0 et ceci pour tous K et € . Donc
qC(un)-’O.

Démonstration de 2). Soit (u,) une suite de Y telle que Tu, I>0.

Montrons que gy (u_) = 0 c’est-a-dire que quel que soit K compact et € > 0, Cy(KNjlu_ |> ¢)—>0.
X\%n X n

lu

lu, |
D'apres (D, ), il existe Va €Y tel quev, > e” sur Ket v, 1< hg ( -

). Ainsi

Cy(KN{lu 1> e) < v, 1< by (1 "u)»o
Démonstration de 3). Soit i (resp. Ty) I'application continue de X dans Qc(92) (resp. Qx(S2)) définie a la
proposition 2.8 . D'aprés 1), ic = k o iy. Par conséquent si i est injective, Ty I'est aussi.
2.2. STRUCTURE D’ESPACE DE RIESZ

Deux structures d’ordre sont induites sur X : celle de QC(Q) et celle de Y. Sous I’hypothése (D2)
suivante :

D) Y est un sous espace réticulé de C(£2) et pour toute suite de Cauchy (up,) de (Y, I Il), la suite (u;)
2 est faiblement relativement compacte dans X.
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nous montrons que ces ordres coincident et induisent sur X une structure d’espace de Riesz.

LEMME 2.13. On suppose que (D,) est vérifié. Soit C une capacité de base et ic 'injection de X dans Q( £2).
Soit (un) une suite faiblement relativement compacte de X telle que I“C(un) converge Cq.p. vers v. Alors v € TC(X)

etu, = TC'1 (v) dans w — X.

Démonstration. 1| existe une suite (n) ) et u € X tels que (unk) converge faiblement vers u dans X, donc il existe
une combinaison convexe (vn) des (unk) telle que (vn) converge fortement vers u dans X. Par conséquent fC(vn)

converge vers Tc(u) dans Qc(£2) donc il existe une sous-suite de I‘C(vn) qui converge vers I“C(u) C-q.p. Par consé-

quent i=(u) =v C-q.p. et ainsi de suite (un) converge faiblement vers u = FC'1 (v) dans X.

PROPOSITION 2.14. Soit C une capacité de base. On suppose que (D2) est vérifiée. Pour la structure d’ordre

définie sur X par :
(u <v dans X) = (Tc(u) < i‘c(v) dans Qc(Q2))

alors X* =YY", X est un espace de Riesz et |‘C(u+) = |‘C(u)+.
De plus si (un) est une suite de Y qui converge vers u dans X, alors (u;) converge faiblement vers u® dans w_X.
Démonstration. Remarquons d’abord que Y* C X*. En effet soit u € Y* ; il existe une suite (u,,) de Y* telle que

u, = u dans X. Par conséquent fc(un) = ic(u) dans Qc(£2). Puisque Qc( 82) est fermé (cf. corollaire 2.6.)
ic(u) =0, c’est-a-dire u > 0.

Soit u € X ; il existe une suite (u,) de Y telle que u,, = u dans X. Montrons que u” = sup(u, 0) existe
et que u:] = u* dans w _ X. D’une part icluy) = ic(u) dans Qr () donc |“C(un)+ -> |‘C(u)‘ dans Q(82) , d’ol
u:‘k - Tc(u) * C-q.p.. D’autre part d'aprés (D2)’ il existe (nk) etv E X tels que u;'k -~ vdansw _X.

Draprés le lemme 2.13, i(v) = i (u)".

Il en résulte que v > 0 et v >u donc u” = sup(u, 0) existe et v > u*. En fait v=u"car si Vi = sup(u, 0) alors
iclvq) = ic(u)*=ic(v), cest-a-dire Vi v

Ainsi i(u”) =ic(u)” et u; = u" dansw_ X.

En particulier X* = Y*,

2.3. COMPARAISON DE CLASSES DE FONCTIONS QUASICONTINUES

Nous avons vu a la proposition 2.11que toute Cy-classe (classe d’équivalence de fonction Cxquasi-

continues pour I’égalité Cx-quasi-partout) est contenue dans une C-classe. En supposant que X est réflexif et
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que (D2) est vérifié - situation généralisant le cadre des espaces de Dirichlet de A. Beurling et ). Deny (cf. [7]) -
nous montrons que toute C-classe contient au plus une Cx-classe.

PROPOSITION 2.15. On suppose que X est réflexif et que (D2) est verifié. Soit C une capacité de base. Alors
I'application k de Qy (S2) dans Q-(K2) est injective.

Démonstration. C étant une capacité de base, soit i'c I'application continue injective de X dans QC(Q) (cf. Pro-

position 2.8). L'injectivité de k sera obtenue a I’issue des trois lemmes suivants :

LEMME 2.16. Pour tout compact K de § on a

CX(K)=min 3|Iu|| ;u G%vEY";v > 1 surKég

etsiu€ %vEY+ ;v= 1 surK s, alors ic(u) =1 C-q.p. surK.

Eneffet,CX(K)=inf%||u|| ; UEYY 5 u>1 surK%

=min3||u o u€3v€Y‘; v=1sur KE:

car X est réflexif.

sur K

D’autre part, si u € gv EY';v=1sarkK $, il existe une suite (”n) telle que unEY" ,u =1
= 1surK

n
et u, = u dans X. Par conséquent fc(un) -> i‘c(u) dans QC(Q) donc unk = ic(u) C-g.p..Comme u,

iclu) =1 Cq.p.surK.
LEMME 2.17. Pour tout ouvert G de S,
CX(G)=min gllu I; uex*, iclu) =1 Cap. surG%.

Démonstration. Remarquons d’abord que puisque X est réflexif et que 3 veX'; fc(v) =1 C-q.p.sur Gg est
un convexe fermé de X, inf 3 lull;ueXx®, Tc(u) =21 Cq.p. surG g est atteint.

Montrons d’abord que pour tout u € X" tel que TC(u) =1 Cqp.surGonallull> CX(G). Soit
K un compact contenu dans G. Soit € > 0 et {1 = (1 +€)u. Par densité de Y dans X il existe une suite (un) deY
qui converge dans X vers u. D’aprés le théoréme d’Urysohn et la densité de Y N CC(Q) dans C (), il existe
vEYtelque ISVvS 1+e surK,v=0sur 2\ Get0O< v <1+ € sur

On a alors u,Vve Y, u, V v =1sur K et d’apres la proposition 2.14,
_ _ + o A\t
u, vV v——un+(v up) 0+ (v—a)" dans w_ X

Or ic((v—0)") =ic(v-0)"= (v=ic(2))* =0, donc (v— )" = 0 et ainsi u, Vv - ddansw_X.



Problémes variationnels 105

Comme u,, VvEIvEY v 21 surKs, ﬁ€3v€Y+;v> 1 surKs.
Ainsi I G I > Cy(K). Par suite pour tout e > 0 et K compact contenu dans G, Il (1 +¢) u I > Cy(K). Par
conséquent llu I > Cy (G).

Inversement, si CX(G) = +oo, c'est démontré. Sinon, supposons d’abord G relativement compact.
Il existe alors une suite croissante de compacts K,, contenus dans G telle que G=U K,- D’aprés le lemme 2.16,

il existe u, € ; VEY ;v > 1sur Kns telle que
I up ||=Cx(Kn) < CX(G) <4 o0

Donc il existe (n ) etu € X tels queu - udansw_ Xet lull < lim unk I < CX(G).

Nk

Comme la suite des convexes fermés 3 VEY ;v = 1sur Kn$ est décroissante, u €N ; VEY';v=>1sur Kn 2 .
n

Puisque I“C(un) =>1Cq.p.surK, fc(u) =1 Cqp. surK, donc I“C(u) =1 C-q.p. surG.

Supposons maintenant que G est un ouvert quelconque tel que CX(G) < + oo || existé une suite
croissante d’ouverts relativement compacts G,, tels que G=U G,,. D’apres ce qui précede il existe une suite (un)
de X" telle que icluy) =1 Cq.p.sur Guetlluy I=Cy(G) <Cy(G) < + oo,

Il existe donc (ny ) et u € X tel que unk =~ udansw—X.Onais(u) =1 Cq.p.surGet

lul <lim | unk I <CX(G).
Ainsi Cy (G) = min % lull;uex®, I‘C(u) =1 C-q.p. surG 2
LEMME 2.18. Soit u une fonction Cxquasicontinue. Siu < 0 C-q.p. alors u < 0 Cx-a.p.

Démonstration. 1| suffit de montrer que pour tout a > 0, Cx(gu >a$) = 0 car il en résultera que
Cx(fu>0l)=o0.

Raisonnons par I'absurde : supposons qu’il existe a >0 tel que CX(= u> a$)> 0. Notons
Ay = %u > ag. Puisque u est Cyx-quasicontinue il existe un ouvert G tel que o\ G soit continue et que
Cx(G)< CX(Aa)' Soit Gy = A, U G. Comme A, N (2\ G) est un ouvert relatif de 2\ G, il existe un ouvert
Ude Q tel que :
Ay N (2 G =U N (Q\ G)
d'ou A, UG=U UG. Par conséquent Gy est un ouvert et

Cx(G) < Cx(A,) < Cx(G;)

D’aprés le lemme 2.17, il existe ug € X* tel que iclug)=1 Cqp.surGetllu 0 I'=Cy(G). Puisque u< 0
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C-q.p.,C(A,) =0 donc i‘C(uo) > 1 Cqp.sur GUA, =G,. Ainsi

CX(G1) < ug I=Cx(G) , ce qui est contradictoire.

2.4. DEFINITION D’UN ESPACE DE BANACH-DIRICHLET ET NOTATIONS

Soit 2 un espace localement compact dénombrable a I'infini. Un espace X sera appelé espace de
Banach-Dirichlet si X est le complété d’un sous-espace normé réticulé Y de CC(Q ), dense dans Cc( Q), tel qu’il

existe une capacité de base et que (Dq) et (D2) soient vérifiées.

D’aprés les résultats précédents X s’identifie a un sous espace de QX(Q), espace des classes de fonc-
tions Cy-quasicontinues relativement a la capacité Cy associée a la norme de X ; un représentant Cy-quasi-
continu de u € X sera noté U’ De plus X est muni de la structure d’ordre réticulé induite par celle de QX(Q ) et
on désigne par X" le cone fermé des éléments positifs de X. Soit X" le dual de X ;on note (., .) la dualité X*, X

et on suppose que X* est muni de 'ordre dual (c’est-a-dire que w = 0 dans X" ssi (w, v) = 0 pour tout v € X*).
Exemples. Wg)'p(Q) pour p = 1 est un espace de Banach-Dirichlet.

Remarque. Ceite notion généralise les espaces de Dirichlet de A. Beurling et J. Deny (cf. [7] et [13]) puis
A. Ancona (cf. [1]) et les espaces de Banach-Dirichlet de P. Fowler (cf. [15]) espaces de Banach uniformément

convexes ol toutes les contractions opérent.

2.5. MESURES D’ENERGIE FINIE - NOTION DE POTENTIEL

On suppose que X est un espace de Banach-Dirichlet (cf. 2.4). Nous introduisons des mesures u asso-
ciées a X telles que X se représente comme un espace de fonctions u -intégrables et que toute fonction v Cx-

quasicontinue représentant un élément u de X soit u-intégrable.

DEFINITION 2.19. Une mesure de Radon u sur S est dite d’énergie finie relativement a X si sa restriction a Y
est continue pour la topologie de X. On désigne par E(X) (resp. E*(X)) I'ensemble des mesures d’énergie finie

(resp. et positives) relativement a X.
PROPOSITION 2.20. Soit u une mesure de Radon sur S . Alors . € E(X) ssi il existe w u ex” tel que
VVEY , (w“,v)= J vdu

*
w ,, est alors unique. L'application i — w,, est un isomorphisme du céne convexe E*(X) sur X *

K u

Démonstration. Soit 0 € E*(X). L’application vE Y - [ v du est linéaire et continue pour la topologie de X.

D’aprés la densité de Y dans X, elle se prolonge de maniére unique en une forme linéaire continue sur X, c’est-a-
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dire qu'il existe Wy € X unique tel que
VVEY , fvdu =(w“, v)
v) 2 0 pour tout v € X", c’est-a-dire

De plus, (W, , v) = 0 pour toutv€&Y. Comme X" =Y, on adonc (w

M
*4
w#EX .

Inversement, soit w € X" *. L’applicationvE Y = (w, v) est une forme linéaire positive. Comme Y est

dense dans C_(£2), il existe une mesure de Radon positive u sur £ telle que
VVEY , (w, v)=/[vdu.

PROPOSITION 2.21. Soit i € E*(X). Alors u est admissible relativement & X, i u €st une application continue
de X dans L! (82, 1) et quel que soit u € Xet ue fx(u), aell (Qu)et | Vdu = (wu , u).

Démonstration. Montrons que u est admissible relativement a X. Soit (un) une suite de Y telle que | up - o0.

+
Soit w, € X* associée 2 M.Ona [lu,ldu= (w# , | u, |'). D’aprés la proposition 2.14, lun | = 0dans
w =X, donc [lu, |du —>0.Parconséquent, u,>0en u-mesure locale. De plus fu (définie a la proposition

2.8) est une application de X dans L! (82, u) continue.

~
u (u), doncu € L! (2, u). Par ailleurs,

il existe une suite (un) de Y qui converge vers u dans X. Par conséquent, f“ (un) converge vers i

. ~
Soit u € X et soit u'E fx (u). D’apres la proposition 2.11, u € 7
u (u) dans
L! (2, u). Comme fu,du = (w“ , up), on obtient f Vdu = (w“ ,u).

Etant donnée une mesure d’énergie finie & , la mesure variation totale | u | ainsi que u *et 4 ne

sont pas nécessairement des mesures positives d’énergie finie. On a cependant les propriétés suivantes :

PROPOSITION 2.22. Soit u € E(X)

a) Soit A C Q. tel que Cy(A)=0.Alors lu 1(A)=0

+ . Y B .
b) Soit u € X tel qu'il existe 9E Y tel que 1V | < 8 Cyx-quasi-partout. Alors u est p-intégrable
et(wu,u)=fa'du.

Démonstration de a). On se raméne tout d’abord au cas ol A est borélien et donc u -mesurable : il suffit de
remarquer qu’il existe un G 5 contenant A de capacité nulle. D’apres le théoreme de décomposition de Jordan,
il existe deux ensembles M et N 1 -mesurables tels que MUN= Q MNN= ¢, u” concentrée sur M,
k™ concentréesurNet | ul(A)= p"(ANM)+ u " (ANN).

La mesure de Radon u * étant intérieurement réguliere, il suffit de montrer que pour tout compact
K contenu dans A N'M, u*(K) =0 ;il en résultera que u “(A N M) = 0. De la méme fagon on obtiendrait
4" (ANN)=0etdonc | u | (A)=0.

Soit € > 0Oet wouvert tel que KC w C Q et lu I (w\K) < e. Par densité de Y dans



108 H. Attouch et C. Picard

C.(R), il existevEY tel que v >1surK,v < 2sur wetv=0sur 2\ w.

D’autre part, puisque Cy (K) = 0, il existe une suite (un) de Y" telle que u, > 1surK etu, >0 dans X. Posons
Vp = Up A v. Alors v, € Y, Vp = TsurKetvy =0sur 2\ w. D’apres la proposition 2.14, (v,,) converge

vers O faiblement dans X. Soit Wy I’élément de x* associé 2 Mu.Ona

> du* + v_du
/K # L‘\K n

) P
d'ol /lgdu Wy > vg) +2 1 1K),
Par conséquent /;d pt <2 lul (w\K) < 2e.

Puisque € est quelconque, on en conclut que r*(K)=0.

Démonstration de b). Soit (u,) une suite de Y qui converge vers u dans X. Soit 0,=u,+ (-u, -0 )t - (u,— 6)*.
Alors 6 €Y, 10, | < 6 et d'apres la proposition 2.14, (6 n) converge faiblement dans X vers
u+(—u-0)"—(u— 6)"=u.llexiste une combinaison convexe (8°,) de (6 ) telle que 6, ~>u dans X donc

O’nk 1 Cy-q.p- D’aprés a), G’nk*’l}' lu l-p.p.

Soit w,, I’élément de X associé a u . Quel que soit n,

M
g0 foran.

D’une part (w“ , O’n) -> (wy , u) et d’autre part, d’aprés le théoreme de convergence dominée de Lebesgue,

est & -intégrable et puisque 16’ | < 6,

I/{)’nk—ﬁ\’dyl </|-0nk—u”|d lul >0

donc (w“,u)= fodu.

Remarque. Pour X = W]dp( ), Grun Rehomme [16] et A. Ancona [1] ont démontré que lorsque K est une

mesure d’énergie finie, | u | ne charge pas les ensembles de capacité nulle.
NOTION DE POTENTIEL

DEFINITION 2.23. Soit Y une application de X dans R convexe s.c.i.. Un élément u de X est appelé ¥ -po-
tentiel (resp. Y -potentiel pur) s'il existe une mesure u € E(X) (resp. p € E*(X)) telle que Wy €3y (u).

Le potentiel u sera alors noté u e

Lorsque Y(u) = llu | 2 , 0V est I'application de dualité F de X dans x* ; un Y -potentiel sera

appelé seulement potentiel.
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3 - ETUDE DES INEQUATIONS VARIATIONNELLES AVEC CONTRAINTE DU TYPE OBSTACLE

Dans ce paragraphe X est un espace de Banach-Dirichlet réflexif (cf. 2.4 dont nous adoptons les

notations ; cependant Cy sera omis dans les expressions Cx-quasicontinu, Cx-quasi-partout,...)

Soit ¢ une application de X dans IR convexe continue coercive, K un convexe fermé non vide de X

etfe X’

Nous étudions les solutions des inéquations variationnelles
min 3¢(v)—(f,v) ;VEK E

lorsque K est un convexe unilatéral et lorsque K est bilatéral et f=0.

3.1. INEQUATIONS VARIATIONNELLES AVEC CONTRAINTE UNILATERALE

Nous caractérisons les solutions du probléme
() min 3¢(v)—(f,v);v€K€

s * . ’ . . . .
ou f € X, K est un convexe unilatéral de X, et ¢ est une application de X dans R convexe continue coercive

(c’est-a-dire  lim olu) - 4 oo)
lull=>e flul

a) Théoréme général

DEFINITION 3.1. On dit que K est un convexe unilatéral de X si K est un convexe fermé non vide de X tel
que K+ X" C Xetu A vEK pour tout u,vEK.

Si K est un convexe fermé non vide de X tel que K— X" C KetuV veEK pour tout u, vEK, on

se ramene a la situation précédente en considérant —K.

THEOREME 3.2. Soit K un convexe unilatéral de X

a) Il existe une suite (gn) de K et une application g de Q dans R quasi-s.c.s. telles que é\r’] décroit vers g quasi-
partout et

K={u€X;u’\’>g q.p.}

b) u € K est solution du probléme (1) ssi il existe w, € (dpp(u) =) N X™* dont Ia mesure positive d’énergie finie

associée | est telle que fQ (W~g)du =o0.
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Démonstration. Commengons par donner une caractérisation générale d’une solution de (1).

LEMME 3.3. Soit X un espace de Banach réflexif et K un convexe fermé non vide de X. Les propriétés suivantes

sont équivalentes :

i) uest solution de (1)

i) u€Ket il existe wE 3¢(u) tel que quel que soit vEK, (w—f,v—u) = 0.
Si de plus X est un espace de Riesz et K est un convexe unilatéral, w — f € X*".

En effet, 'implication ii) = i) est inmédiate par définition du sous-différentiel. Supposons i). Alors
fea(o+ IK) (u) , ol I désigne la fonction indicatrice de K. D’apres le théoreme d’additivité des sous-différen-
tiels (cf. 23 p. 40),

Donc il existe w € d¢(u) tel que, pour tout v EK, (w—f,v—u) = 0.
Enfin la propriété w — f € X * résulte du fait que K + X* C K.
Démonstration de a). Soit T I'injection continue de X dans Qy( &) (cf. propositions 2.8 et 2.11). Comme i(X)
est un sous-espace séparable de Qy (L), f(K) est également séparable (hérédité de la séparabilité dans les espaces
métriques). |l existe une suite (un) de K telle que (l}'n) soit dense dans i(K). Soit (gn) la suite de K définie par
g =ujetg =u, A g,—1 pour tout n > 1 ;la suite (gn) est alors décroissante donc é\rlm décroit quasi-partout
vers une fonction g et on vérifie que g est quasi-s.c.s.
D’aprés la densité de (G\a) dans f(K), on a
n
i(K) c§VEQx(R);Y> g ap.f

doncK C %uEX ;’l\J’? g q.p.$ =Kg'

Montrons ’inclusion inverse. Soit u € Kg et z une solution de min 3 lv-ull? ;VEK % D’aprés le
lemme 3.3, notant F P'application de dualité de X, il existe w € F(z —u) N x** tel que, pour tout vE K

(w,v—2z) =0, clest-a-dire llz—ul 2« (w,v—u)

D’apres la proposition 2.21, en désignant par u la mesure de E*(X) associée a w,

I|z—u||2<(w,gn—u)= / @;‘—'}i)du , pour tout n.

Puisque ’g\a décroit vers g quasi-partout donc u presque partout (cf. 2.21) on obtient en appliquant le théoreme
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de convergence monotone llz—u | < 0, c’est-a-dire z=u.

Ainsi K= Kg'

Démonstration de b). Supposons que u est solution de (I). D’aprés le lemme 3.3, il existe w € d¢(u) tel que
w-feX et (w—=f,v—u) =0 pour tout vE K. D’aprés la proposition 2.21, il existe une mesure u € E*(X)
associée a w — f et puisque 0> g q.p.doncu- pp,ona [ (ﬁ'— g)du = 0. D’autre part, d’aprés a), il existe
une suite (g,) de K telle que ’g\;] décroit versg q.p.. Or

0 <(w-f,g,—u)=J (g~ Ndu

Donc, d’apres le théoréme de convergence monotone, [ (g —,l\l')d u =0.
Par conséquent [ (U g)du=0.

Réciproquement supposons qu’il existe w, € (0g(u) = f) N X" tel que fQ(ﬁ\’— g)du = 0. Soit

w € 0¢(u) tel que w,, =w —f. Quel que soit v E K

i

(w=f,v=u)=f (V=0)du =5 (Wg)du+ f(g-0du = f ("=g)du >0,

carv > g g.p.donc u-p.p.

Ainsi u est solution de (1).

Remarque. Dans le cas particulier ol X est un espace de Dirichlet 2 forme coercive la caractérisation précédente
d’un convexe unilatéral a été obtenue par A. Ancona et F. Mignot (cf. [19] ) et la caractérisation des solutions

N

de (1) lorsque 3¢ est I'opérateur linéaire associé A cette forme coercive a été démontréepar O. Nakoulima (cf.

[221).
. I3 * . 2 .
Généralisation. Soit A un opérateur de X dans X~ et K un convexe unilatéral. Alors u € K est solution de
VvEK , (Au—=f,v—-u)=0

ssi Au — f contient une mesure positive d’énergie finie 1 telle que [ (6\'— g)du =0 (Ladémonstration du théo-
rine 3.2. b) est valable dans ce cas). L’I.V. précédente a été une solution par exemple si A est un opérateur mono-
tone coercif hémicontinu.

b) Application au théoréme d’équilibre

Nous étudions plus particulierement le probléme variationnel 3 partir duquel est définie la capacité
d’'un ensemble quelconque. Nous supposons que X est strictement convexe, situation a laquelle on peut toujours

se ramener en renormant |’espace ; les fonctions quasicontinues sont inchangées par un renormage.

THEOREME 3.4. Soit A un ensemble quelconque de S (de capacité finie).
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Alors CX(A) = min  lullol K, estle convexe unilatéral suivant :
uekK

KA=3u€X;a'>1 q.p.surAe.

L’unique élément u de norme minimum de K A st un potentiel pur, appelé potentiel d’équilibre de A, la mesure

W d’énergie finie associée est dite mesure d’équilibre, u est noté u u IIs vérifient :

i) 0 <uu . De plus si pour tout v € X, Thexel TWI< Iviod T1r=(rA 1)*, alors
’L}I“=1 q.p.sur Aet 0 < u#< 1.

ii) W est portéepar A .

iii) CX(A) =lu M l et si A est compact ceci est égal a fQ du.
Démonstration. Par définition, Cy (A) = Inf 3 Cx(G) ; G ouvert, GD A g .
D’apreés le lemme 2.17, pour tout ouvert G,

Cx(G)=Min lull avec KG=3UGX/’L\JI>1 q.p.surGE

UeKG
Par conséquent Cy (A) = Inf Inf lull= Inf lull= Min  llul
GDA u€EKg uEUKG u€kK
G ouvert GDA

G ouvert

avec K= U K~. Montrons que K=K, = uEX/'l}'>1 .p.sur A
G ouvert G d A 3 a-p %

GDA

Il est clair que KA est un convexe fermé de X et que pour tout G O A, K C K, ; par conséquent

K=U KG C KA ; montrons I’inclusion inverse :

Soitu €K, ; montrons que u € v Kg
GDA
G ouvert

. . . . n,
Soit u"un représentant quasicontinu de u tel que U = 1 q.p. sur A. Pour tout € > 0, posons ue = (1+¢€)u;
ona ’l}le > 1 q.p. sur A. D’autre part, [Pe étant quasicontinue il existe une suite d’ouverts (wn) €N tels que
n

Cx(w,) $0etl

¢ soit continue.
F\w

Il en résulte que G, = % ’l}é> 1 % U w, est un ouvert qui contient A.
Drapres le lemme 2.17, il existe v, € X" tel que'\\/'n >1 qp.sur wyetlvy = Cx(wn).

On a donc v, > 0 ; remarquant que u

e TV € KGn, on déduit

Ug +vn€UKGn d’ou, u, GUKGn et uEUKGn C GUDA KG

G ouvert
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Onadonc Cy(A)= Min  lluliol K est un convexe unilatéral.
uc KA
Notant S le sous différentiel de la norme, par application du théoréme 3.2, I'unique élément u de norme mini-

mum dans K 5 est caractérisé par :
a)S(u)n x* # ¢ ;notons 4 la mesure d’énergie finie associée, u = Uy
_ ~, . . N _
b) Kpo=ju€X [u'>= gA quasi-partout € avec g5 quasi s.c.s., et [ o (u —gA)du =0.

Il est clair que gp = — °° sur Q\ A :soitK compactK C £ \K;d’aprés le théoréeme d’Urysohn et la densité
deYN C. dans Cc, il existe vEY N Cc tel que v = 1 sur Ketv=0endehorsde £ \ A ;puisque K est non

vide, désignant par ug un élément fixe de Kpona:

vn€E€ IN, ug —nvEK), etdonc gy < ug — nvsur K, ceci quel que soit n € N ; par conséquent
gA =~ quasi partout sur \Aetd’aprésb) £ \ A est donc un ouvert de nullité pour u .
D’autre part si la contraction (T1) opére on aura 7! (u u )= u, etdonc

W o=1 quasi-partout sur A.

M
Il s’en suivra ga =1 quasi-partout sur A
BA=~ quasi-partout sur 2 \ A.

Montrons pour terminer iii) :

y N FPRY N - » AN - = - rV = .
D'apres le théoreme 3.2, [ ¢ (u ga)du = 0 d’ol Cx(A) =1 uy Il (S(u),u# )= Uy du =/ gp du ;

par conséquent
Cx(A) = !Iu“ = Q8adu

Si A est borélien, Cy (A) = u (A) et dans le cas important oli A est compact

Cx(A) = A du .

COROLLAIRE 3.5. La capacité Cyx est une capacité généralisée au sens de Brelot c’est-a-dire que Cy est une
application de P(2) dans R*

a) croissante

b) continue a droite sur les compacts : pour toute suite (K,,) décroissante de compacts Cx(NK,) =
inf Cy (K )

c) Pour toute suite (A,)) croissante de parties de 2, Cx( néJN A,) =sup Cx (AL

En particulier elle satisfait au théoréme de capacitabilité de Choquet [11 1.
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Démonstration. La seule chose 2 démontrer est b) : soit donc A * A ; on peut supposer tous les (A) < \ de

capacité finie, sinon c’est évident ; d’apres le théoréme 3.4,
vnE N aunEKAn tel que Cx(An)={| u, I

Il y a deux cas : ou bien les (un)n e (N Ne restent pas bornés auquel cas Fu, I > 4o et I'on a bien
Cx(A) = Cx(An), Cy(A) = + oo et donc CX(An) T Cx(A) ; ou bien les (u), [N festent bornés, alors il

existe (nk) telle que u, — wu, les A étant croissants, on a :Vp = n,,h'p 21 quasi partout sur A, et donc

n "k
VnEIN,u=1 qp.surA,.

Il s’ensuit que 0> 1 quasi partout sur U A = A et donc u €K ; par conséquent

lim Cx(Aq) < Cx(A)< Tu b <lim Hu, 1I=lim Cy (A, )=lim Cx(A), et donc Cx(Ay) t Cx(A)

3.2. INEQUATIONS VARIATIONNELLES AVEC CONTRAINTES BILATERALES

Lorsque K est un convexe bilatéral, nous démontrons qu’a la solution du probléeme min{ o(v) ;vEK }
est associée une mesure d’énergie finie dont la partie positive (resp. négative) est concentrée sur I’ensemble de
contact de la solution avec |'obstacle inférieur (resp. supérieur), les hypothéses essentielles étant que le convexe

ait une «épaisseur» et que les troncatures opérent par rapport a ¢.

DEFINITION 3.6. On dit que K est un convexe bilatéral de X si K est un convexe fermé non vide de X tel que

quels que soient u et v dans K, le segment [u A v, u v ]soit contenu dans K.
THEOREME 3.7. Soit K un convexe bilatéral

a) Il existe deux applications g et h de S dans f_R, g quasi-s.c.s. h quasi-s.c.i. telles que

K= gu e€EX;g < < h q.p.$ et il existe deux suites (gn)et (hn)de K telles quemg'n \ g q.p.et 'ﬁ’n 7 h q.p.

b) Soit ¢ une application de X dans IR" strictement convexe continue telle que lim é(u) =+

On suppose que : lu ll>too

(H;) Quels que soient & compact de S, G ouvert tel que G D @ et v € X il existe z € X tel que 7=V’

q.p.sur @ et 2=0 q.p.sur Q\G.

(Hy) KNC(Q) # ¢.

(H 3) Quel que soit G ouvert relativement compact il existe & G> 0, vG1 et vcz; dans K tels que

9(23 —’\V(% >5G q.p.sur G.

(Hy) 1 existe py € N tel que quel que soit p > p, et u € X, Tp uEXet q)(Tp u) < ¢(u) og Tp est la
contraction de R dans IR définie par Tp(r) =(Irl Ap)signret Tp u défini par Tp V= Tp?f.
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Soit u la solution de min 2 é(v) ;vEK % Alors il existe w € 8 ¢(u) associé a une mesure d’énergie

finie W telle que
fq (@=gdu*=rq (h-"t)du" =0.

Démonstration de a). Puisque K est bilatéral K + X" et — K + X' sont des convexes unilatéraux et
K=(K+ XN (=K + X*). D’aprés le théoréme 3.2, il existe g quasi-s.c.s. telle que

K+X'= 3U€X ;'1\1'2 g q.p.g et — h quasi-s.cs. telle que — K + X' = %uEX;’L}'>—h q.p.%.Parconsé-

quent
K=$U€X;g<,l\ll< h q.p.%

De plus d’aprés le théoreme 3.2, il existe une suite (g;]) de K + X" telle que 'Q;T’N g g.p..Soit ug €K. Alors la
suite g, = gr’1 A uq est dans K et'ﬁ;‘ \ g g.p..De méme pour (hn).

Démonstration de b). Soit u la solution de min : #(v) ;vEK % . D’aprés le lemme 3.3, il existe w € 9 ¢(u) tel

que (w, v—u) = 0 pour tout vEK.

Montrons qu’a w est associée une mesure d’énergie finie. Soit G un ouvert relativement compact de

QetveE XN CC(G) telle que sup v(x)! < 1. D'apres (H3) il existe 8 C > 0 , v? , vcz; € K tels que
X Q

’\\'fg—’\\/ﬂ; > 56 q.p. sur G. Or ; (v1G+v%)+2l6G vekK car-21—(v(1;+v(2;)€Ketque
C(]; <1§(\\/‘13+'\\/g)+;—8G v<’\v'% g.p. surG.
Donc (w,v?+v§;+6Gv—2u) =0.

Par conséquent il existe une constante a telle que, quel que soitvE X N CC(G) tel que sup Iv(x) I <1on
a xXEN

ait | (w,v) | <G,
§G

Puisque X N CC(SZ) est dense dans Cc( £2), on en déduit I'existence d’'une mesure de Radon  telle que

(w,v)=fvdu, pourtout vEX ﬂCC(.Q)

D’apres le théoréme de Jordan il existe M et N tels que M UN=Q MNN=¢ u* portée par M et u~ portée
par N.

Montrons que f (u’\'— g) du * = 0. D’aprés (H2) il existe vo) € K N C (). Soit p € N tel que

p > sup lvy(x) |. On vérifie que Tp(K) C K. Il résulte alors de (H4) que
X EN

min 3¢(v) ;v€K$ = min 3¢(v) ;vGTp(K)E

et que, puisque ¢ est strictement convexe, u = Tp u.

Soit & compact tel que w C M. Soit € > 0 et G ouvert relativement compact contenant w tel que
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w1 (G\ w) <e .Soit (g,,) une suite de K telle que é\r; v g q.p. (cf.a)). D’apreés (H,) il existe une suite (zp,)
de X telle que

AV AV N —_
z,=u" q.p. sur Q\G et z,=u ATpgn g.p. sur w

Soitv, =z, —(z,, = u'+(u A Tp g —zn)+ .On a alors

u A Tp 8. vy < u, donc v € Tp(K)

et"/\;.‘—’l\f:O q.p. sur Q\Get%-—u=—(G/—Tpé\r’])+ g.p. sur .

Comme | \f/\;1 -VI<4 p g.p., que (/\;1 V=0 g.p. sur £ \ G et que G est relativement compact, il existe § €Y

tel que Ivn—’ﬁ’l < 6 q.p.

D’apres la proposition 2.22, ">/n — West M -intégrable et donc

0<(w,vn—u)='/§;(v’;—1\1’)du
_ A o\ + + N
_./w; (W=Tpg)) dn +/G'\a,.(vn Wd p
. Y] AVELS + _
Parsu1te,/;(u—Tpgn) du" < 4plpl (G\ w)<4pe
w

Ceci étant vrai quel que soit € > 0l s’ensuit que

/(;(G’—T,,En)’d u'=0

Or Tp ’g\r'] M Tp g q.p.donc u *—p.p. d’apres la proposition 2.22.

D’aprés le théoréeme de convergence monotone, en faisant tendre n vers 'infini puis p vers 'infini on obtient

/; (U=g) d u’=/_(?—g)du‘=0
w w

Ceci étant vrai pour tout @ C M, il en résulte que

/s; (0 g)d u*=A( U-g)du*=0

De la méme fagon on montrerait que ,A"Z(h ~Y)d u-=0.

Remarques.

1) - En général p* et u~ ne sont pas d’énergie finie. Lorsque I’on peut justifier les calculs suivants,

la réciproque du théoréme est vraie : en effet, formellement, quel que soit v EK,
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SOW=-Odu = f (V-Wd p* - § (-Y)dp"

J(W-gdu*+ [ (g-Wd p'=f O=h)du - (h—0)dp"

(w# ,V—u)

J(WEg)du' + f(h=V)du™ > 0.

2) - L’hypothese (H) est vérifiée dans WHP(2) (p > 1).

Elle est a rapprocher de I'hypothése «d’existence de multiplicateurs séparant les points de » de A. Beurling,

J. Deny.

3) - Lorsque X = H&(Q) ou H! (§2) et 0¢ est un opérateur linéaire associé a une forme bilinéaire
continue coercive sur X, un résultat analogue au théoréme précédent a été obtenu par 0. Nakoulima qui le déduit

de la caractérisation des solutions de I'l.V. unilatérale en utilisant un systéme d’l.Q.V. unilatérales (cf. [22]).

COROLLAIRE 3.8. (THEOREME DU CONDENSATEUR)
On suppose que les hypothéses (H1) et (H 4) avec p, = 1 sont vérifiées et que #(u*) < ¢(u) pour tout u € X.
Soient G, et G] deux ouverts de Q) tels que G1 soit relativement compact et 60 N 61 =@. Alors il existe un

¢-potent/'e/u# tel que 0 < uy <1, L’}’“ =0 q.p.sur Go’a;; =1 q.p.sur Gq.

De plus u u est I'élément de ¢-énergie minimum parmi tous les éléments du convexe bilatéral
K= { VEX;V<0 q.p.surGoet’\>’21 q.p.sur Gy }

Démonstration. Le convexe K est bien bilatéral. Montrons que les hypothéses (H2) et (H3) du théoreme 3.7 sont
satisfaites. Soit G un ouvert relativement compact de 2 et 8 € ]0 1[. Soit w1 un ouvert relativement compact
tel que 61 CwC 51 c Q\ 60. D’apres le lemme d’Urysohn et la densité de Y dans C(82) il existe Vg et
v dans Y tels que

=1+ 6 sur 0_31,v0=05urao,v >0

V0 (o)

et vi =1 sur 61,v1< ) sur(Q\w1)ﬁ E,v1< 0 sur G

Soit vi =Ty vy. Alors vy €Y, vy =1 sura1 V]S =8 sur (Q\ wl)ﬁa,vi SOsurGgetivy < 1.

Par conséquent v, et v§ appartiennent a K et
VoTViZ 1+ 8-1=8 sur w,

VoV = vy =8 sur (Q\ w1)ﬁa

donc Vo~ vi =6 sur G.

Ainsi (H,) et (H3) sont vérifiées.
D’apres le théoreme 3.7, il existe g quasi-s.c.s. et h quasi-s.c.i. telles que K = { VEX;g< V< h q.p.}

Comme dans le théoreme d’équilibre 3.4 on montre que g=—o° sur £\ 61 et h=+ o sur Q\ Eo. La solu-
tion de min 3 #(v) ;veE Kg est un ¢-potentiel u, et puisque ¢(u*) < ¢(u) et ¢(T¢ u) < ¢(u),ona
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u, = uL =T uy, donc <1, ¥ =0 q.p. sur G et l'J\'u =1 q.p.sur G1. De plusBuisque 1" ne char-

u

Su
ge pas le quasi-ouvert g >

u : et que g=— sur Q\ 61 , lamesure u ¥ est portée par Gq. De méme u~ est

portée par 60.

Remarque. 1) Si on ajoute a I'nypothése (Hq) que quel que soitv E Y il existe zE Y tel quez=v q.p. sur 61 et

z = 0 dans un voisinage de 60 etz <lvl,alors u " estdénergie finie. En effet, quel que soitv €Y,

vdu+=f_vd +=ﬁzd +=‘/-zd=w,z
./s‘z g, n g, u'=Jozdu (W, ,2)
TP + < |<

d'ol |fQ vaut 1< w1 Izl <lw, 1 Ivl.

2) Le corollaire 3.8 est a rapprocher d’un principe du condensateur démontré par N. Kenmochi et
Y. Mizuta (cf. [17]). '

3.3. CONVERGENCE DE SOLUTIONS D'INEQUATIONS VARIATIONNELLES UNILATERALES

Dans [4] on étudie le probleme de la convergence des solutions de I’l.V. avec obstacle et I’'on montre
en particulier le résultat suivant :
Soit X = Wl’p( Q) et ¢(u) = Af(x, Vu(x)) dx ol f est une application de €2 x RN dans R* mesurable sur
2, convexe continue sur RN telle que f(.,0) = 0 et il existe A > 0 tel que 0 < f(x,5) < A Is IP. Soit (Kgn),

Kg une suite de convexes unilatéraux de X. Si Kg converge vers Kg au sens de Mosco, alors

n

¢+1 =T (w=WEP)lim (¢ + 1y )
g &n

(la notion de T' ~ convergence est introduite par De Giorgi).

Nous démontrons ici une condition suffisante poui que (Kg ) converge vers Kg au sens de Mosco.
n
Rappelons que étant données ¢" et ¢ des applications de X dans - =+ %] convexes s.c.i. propres,
on dit que ¢" converge vers ¢ au sens de Mosco dans X si
. VXED(9)  3x, E€D(@") :x, > x, 4" (xy) > 6(x)
CV(xy) (= x = 6(x) <lim ¢"(xp)).

THEOREME 3.9. On suppose que I'application u = u” est continue de X dans X. Soient Kg , Kg une suite de
n

convexes unilatéraux tels que g, = g = 0 sur le complémentaire d’un ouvert relativement compact 2 o indépen-

dant de n.

Si (g,,) converge vers g en capacité et s'il existe V € Kg etV, € Kg telle que (V) converge vers V dans X, alors
n

(Kg ) converge vers Kg au sens de Mosco dans X.
n

Démonstration. Elle comprend trois parties :
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a) Soient vp € Kg tels que v, — v dans w — X. Montrons que v € Kg' Il existe une combinaison
n

convexe (up) de (v,,) telle que u, = v dans X. Soit € > 0 et E2= { lg, -8l > e}. Puisque (g,,) converge vers

g en capacité, Cy (E7) — 0 Commev >g, qp.,
n->
;/\;l+ € = g q.p. sur Q\Eg.

v ED.
n>n0

Or a’nk - q.p., par conséquent’\>'+ € = g q.p.sur un ensemble de capacité arbitrairement petite. On en

. +e =g qp..sur Q\

Donc quel que soitn = n n

0 )

déduit que v=g q.p.

b) Les propriétes a démontrer étant de nature topologique, on peut supposer que la norme de X est

strictement convexe.

LEMME 3.10. Soit (V,) une suite de X qui converge vers V et (Ep,) une suite de parties de S telle que
Cx(En) = 0. Soit h,, la solution de

Y

~
min 3||h|| ;h >V, qp. sur En%'

Alors h, > 0.
Démonstration. Remarquons d’abord que si le résultat est vrai lorsque (En) est de plus décroissante alors il est

vrai lorsque (En) est quelconque ; en effet supposons que (hn) ne tende pas vers zéro ; il existe alors € > Oet

une sous suite (nk) tels que | hnk I > € pour tout k € N. De la suite (E k) on peut extraire une sous suite

. Soit Fn= U E La suite (Fn) est alors décroissante,

E ue I’on notera telleque Cy(E ) <
(En, )4 (E,) telle que Cy (E,) = 9,

1

p
Cx(Fn) S—et
2n

o Y NN
e <lh l=min ;Ihl;h=>V_  qp. surEn$< mingllhll;h> vV, a.p. suang

ce qui est impossible car le dernier min tend vers zéro.

Supposons donc que (E ) est decrmssante Notons projy u la projection de u sur le convexe H. Com-
me h, est la projection de zéro surgh €X; h Vn g.p. sur E $ h
N n

— V,, est la projection de — V_ sur
= 3 h€X;h >0 qp. surE_ 2 c’est-a-dire h, =V =proj,; (-V,).
n

n n

Or puisque la suite (Hn) est croissante

roj —-V) = proj— (=V).
PJHn( ) pLJJHn( )

Par conséquent projHn =V, - prOL—H-— (= V).

Montrons que quel que soit u € X, proLjJ—H_ u=u ;il en résultera que h, — V,, = — V donc que
n
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hn - 0. Il suffit de la démontrer pour u € X N C_ puisque proj est continue. Soit Pn le potentiel capacitaire de

Epetv=u+ll ull, p, Alors I'p, I=Cx(E,)=>0etvEH,. Par définition de proj,

F(u-proj——u),v—proj— u) < 0
(Flu-p Hn) p Hn)

Cest-a-dire lu—proj—u 12 < (F(u=proj—u),=llull p,)=>0
n n

donc u=prob m u.
n

c) Soitv € Kg. Montrons qu'il existe v, € Kgn telle que v, = v. Puisque (gn) converge vers g en capa-

cité il existe une suite ( en) décroissant vers zéro telle que CX(Qo N 3 lg,—8l > e nz) < €,

Soit En=%|gn—g| = enzet h,, tel que
V)
. Y] Y
Ih, I=min $Iul;&>V, -V qp. surE,!.

D’aprés le lemme 3.10, h, —> 0 dans X donc par hypothese h; - 0 dans X. Soit k €Y tel que k = 1 sur Qo et

k =0 sur §2. Définissons v, par v, =v + h+n +e€ nk' Alors v, > v dans X et

N ~N
g.p. sur En,Q’>}/+V -v=v > g,

n n n
NS
g.p. sur QO\En,vn> vte > gte =g,

q.p. sur Q\ Q Vo=V g=0=g,.

Par conséquent v, €K .
n- gy

4 - PROPRIETES DES SOLUTIONS DE (1) ET DES POTENTIELS

On étudie maintenant des propriétés des solutions de I'inéquation variationnelle unilatérale (1) liées
4 la forme de ¢ ; lorsque ¢ vérifie une hypothése du type «la contraction module opére par rapport a ¢ en un
sens non linéaire» on établit des principes classiques de théorie du potentiel. D’abord dans le cadre abstrait d’'un
espace de Banach réflexif réticulé on montre que la solution de (1) est la plus petite sursolution et on établit un
principe de I’enveloppe inférieure. Ensuite dans le cadre d’un espace de Banach-Dirichlet réflexif on démontre le
théoréme du balayage, une formule duale pour la capacité et, lorsque toutes les contractions opérent par rapport

i ¢, que la masse de la mesure associée 2 une solution de (I) minimise la masse des mesures de 0¢(K) — f.

4.1. PROPRIETES DES SOLUTIONS DE (I) DANS UN ESPACE DE BANACH REFLEXIF RETICULE

Dans ce paragraphe X est un espace de Banach réflexif muni d’une structure d’ordre réticulé. On

N 14 .os . * . .

suppose que le cone X* des éléments positifs est fermé dans X. Le dual X est muni de I'ordre dual : w = 0 ssi
(w, v) = O pour toutveE X"
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Soit ¢ une application de X dans IR convexe continue, K un convexe unilatéral de X et f € X*.
a) ¢-POTENTIELS PURS. On étend la définition 2.23 a ce cadre abstrait.
DEFINITION 4.1. Un élément u de X est dit ¢-potentiel pur ssi d¢(u) N X" # @

PROPOSITION 4.2. Soit u € X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) uestun ¢-potentiel pur

i) u est solution du probléme min 3¢(v) ;vecg ouC= 3v€X V> u%.

Démonstration. Remarquons d’abord que C est un convexe fermé unilatéral.
Supposons i). 1l existe w € dp(u) N X" *. Quel que soit v EC,

d(v) = ¢(u) + (w,v—u) > ¢(u) d’ouii).
Supposons ii). D’aprés le lemme 3.3, il existe w € 9¢(u) N X**, d’ol i).

COROLLAIRE 4.3. On suppose que ¢ est strictement convexe et que pour tout v E X, (v') < ¢(v). Alors I'en-
semble des ¢-potentiels purs est contenu dans X" .

Démonstration. Soit u un ¢-potentiel pur. D’aprés la proposition 4.2, u est solution de min 3 o(v) ;vE%vGX ;

v=u %s . Mais u” est aussi solution de ce probléme car ¢(u*) < ¢(u). D’aprés la stricte convexité de ¢, u =u".
b) SURSOLUTIONS

On suppose que X muni de sa structure d’ordre réticulé est plongé dans un espace Z muni d’une struc-

ture d’ordre réticulé.
DEFINITION 4.4. Soit k € Z tel que pour tout u € X, (u — k)* € X*. Un élément U de X sera dit k-sursolution

de (1) ssi quel que soit v E K, (U +k) A vEK et il existe wE dp(u) te/ que W = f. Une O-sursolution sera dite

sursolution.

REMARQUE 4.5. On vérifie immédiatement, compte du fait que K est unilatéral, que u est sursolution ssi U € K
et il existe w € 3¢(u) tel que w =>f. D’aprés le lemme 3.3, une solution de (1) est une k-sursolution pour tout
keX".

DEFINITION 4.6. Soit k € Z tel que pour tout u € X, (u— k)" € X". On dira que ¢ vérifie (H,) ssi

(H): VYu, 0€X, ¢u—(u—0 —k)") + (0 + (u—-a-k)") <o)+ ¢(a)

(Hy) que I'on notera (H) s’écrit encore p(u A @) + ¢(u V ) < ¢(u) + ¢(0).
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Remarque 4.7. L'introduction d’éléments k & X est justifiée par I'étude de (1) par exemple dans X = W;’p(.Q) ;
en effet, si k est une constante positive non nulle, alors k n’est pas nécessairement dans X mais pour tout u € X,
(u—k) ex".

LEMME 4.8. S/ ¢ vérifie (Hk), alors quels que soient [u,v], [0,%] € 3¢, (W — W, (u—0—k)*) = 0.Side plus ¢

est strictement convexe (W =W, (u—0—-k)")=0 ssi(u-ta-k)"=0.

Démonstration. Soient [u,w], [(,W] € 3¢. Par définition du sous-différentiel
$lu=—(u-0-k)") > ¢(u) = (w, (u-0-k)")

et oA+ (u—0a-k)") = @)+ (W, (u—- o —k)).

En ajoutant et appliquant (Hk), on obtient le premier résultat.

Supposons que (w — W, (u — @ — k)*) = 0. D’apres (Hy) les deux inégalités précédentes sont des

égalités. Donc si ¢ est strictement convexe, (u—0 — k)" =0.

PROPOSITION 4.9. Soit k € Z tel que pour tout u € X, (u—k)* € X*. On suppose que ¢ vérifie (Hy)-

a) Si u est solution de (1) et U k-sursolution de (1), alors u A (T + k) est solution de (1).
b) Si u et u sont solutions de (1) et k € X*, alors (u—k) V U est solution de (1).

c) On suppose de plus que ¢ vérifie (H). Alors ¢ satisfait @ un «principe de I’enveloppe inférieure»
c'est-a-dire quels que soient u, 0 € X, w € 3¢(u) et W € 3¢(Q) tels que w A W existe, il existe w1 €0p(uA (0+k))

tel que wy = WA W.

Démonstration de a) et b). Soient u une solution de (I) et u une k-sursolution de (). D’aprés le lemme 3.3, il

existe w € 9¢(u) tel que
(w=f,u—v)=0,pourtoutvEK,v <u;
en particulier, pour v=u A (U + k) on obtient
(w=f,u—u A (T+k)=(w—-f, (u-u-k))=0
D’autre part, il existe w € d¢(u) tel que w = f ; d’ol
(w—f,(u-u-k)")=>0.
Par conséquent (w—w, (u—u—k)*) <0 donc d’aprés le lemme 4.8

(w—w, (u-u-k))=0.
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Ainsi (w, (u—u—-k))= (W, (u—-u—-k))=(f, (u—u—-k)".
Par définition du sous-différentiel

¢u—(u-u—k))> ¢(u)—(w, (u—u-k)’)

plu+(u—u-k)")= o(@)+(w, u-u-k)"
d’ou en ajoutant
$u=(u=u=k)) +o(u+(u-u-k)) = o) +¢(u) + (w—w,(u—u—k)") =(u) + ¢(u).

D’apres (Hk) les trois inégalités précédentes sont des égalités. On a d’une part

Plu—(u—Tu=k)")=¢(u) - (w, (u-u—k)*), c’est-a-dire
puA (U + k) - (f, uA (U +k)) =¢(u) = (f, u), ce qui signifie que u A (T + k) qui appartient 2 K

est solution de (I).

D’autre part

U+ (u—u—k)") =) + (W, (u—u—k)*), c’est-a-dire
¢(lu—k) V. u)=(f, (u—-k) V u)=¢(@) - (f,u)

donc si u est de plus solution de (1), alors (u—k) V U est aussi solution.

Démonstration de c). Soientu, 0 € X, w € 3¢(u) et W € d¢p(01) tels que wA W existe. Soit

C= 3 VEX;v= u Al +k) % . Alors C est un convexe fermé unilatéral donc il existe Vg solution de

VOEC

(P)

VVEC, ¢(v) =¢(vy) +(w AW V=V

Comme u€Cetw = w AW, u est sursolution de (P), donc, d’aprés a), puisque ¢ vérifie (H), Vo A u est solu-
tion de (P).

De plus O est k-sursolution de (P) car W= w A W et quel que soitvE C
(@+k) AvZ2u A(G+K)A v=>uA (@+k).
Par conséquent, d’aprés a), puisque ¢ vérifie (He), vg A u A (U + k) est solution de (P). Comme Vo= U A(d+k),

Vo Au A(@ + k) =u A + k), donc uA (0 + k) est solution de (P). D’aprés le lemme 3.3, il existe
wy €0¢(u A (0 +k)) tel que Wi WAW.
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COROLLAIRE 4.10. On suppose que ¢ vérifie (Hk) et que ¢ est strictement convexe.

Soit K un convexe fermé non vide unilatéral de X tel que
VVEK, VuEK, (v+k) A uEK.
Soit u la solution de (1) et @ la solution de

) a€K
| .
0 V vEK, ¢(v) = ¢(a) + (f,v—10).

Alorsu < G +k.

Démonstration. D’aprés le lemme 3.3, il existe W € 9¢(0) tel que W = f et par hypothése quel que soit v EK,
(@ + k) A v € K. Par conséquent @ est k-sursolution de (I). D’aprés la proposition 4.9. a), u A (i + k) est solu-
tion de (I). D'aprés 'unicitt u=u A (0 + k) etainsiu < @ +k.

COROLLAIRE 4.11. On suppose que ¢ vérifie (H).
a) Si u est solution de (1) et U sursolution de (1), alors u A U est solution de (1).
b) L’ensemble des solutions de (1) est un convexe fermé borné non vide, inf-stable et sup-stable.
c) L’ensemble des sursolutions est inf-stable.

d) Si de plus ¢ est strictement convexe, la solution de (1) est la plus petite sursolution de (l).
Démonstration. | suffit d’appliquer la proposition 4.9 avec k =0.
Remarque 4.12. Lorsque K est sup-stable et tel que K — X" C K, on définit de maniére analogue une notion de
sous solution du probléme (I). On obtient en particulier, lorsque ¢ vérifie (H) et est strictement convexe, que la
solution de (1) est la plus grande soussolution de (1).
COROLLAIRE 4.13. On suppose que ¢ vérifie (Hk) et (H). Si uq et u, sont deux ¢-potentiels purs, alors
uq A (uy + k) est encore un ¢-potentiel pur. En particulier si ¢ vérifie (H), I’ensemble des ¢-potentiels purs est

inf-stable.

Démonstration. 1 existe wy € d¢(ug) N X** et Wy € 3¢(uy) N X**. Dapres la proposition 4.9.c), il existe
wEdP(uy A (up +k)) tel quew = wq A wy. Donc ujA (uy + k) est un ¢-potentiel pur.

PROPOSITION 4.14. On suppose que ¢ est strictement convexe et vérifie (Hk)' Soient uq et u, tels qu'il existe
wi € d¢(uq) et wo € 9¢(u,) tels que wy < wo. Alors uy < uy +k.

Démonstration. Puisque ¢ vérifie (Hk) etque wy < wy,ona
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(wq =wg, (ug —up - k)Y) =o0.
D'apres le lemme 4.8, uy < uy + k.
¢) ESTIMATION DUALE

Nous établissons maintenant une estimation duale due a Lewy, Stampacchia dans le cas linéaire et

a U. Mosco (cf. [21]) dans le cas non linéaire.

PROPOSITION 4.15. On suppose que ¢ est strictement convexe et vérifie (H). Soient g€ X, f€ X, Wy € 00(g)
et K= 3 UEX ;u=g $ On suppose que f ng existe. Soit u la solution de (1). Alors il existe w, € 06(u)
tel que W, < wgV f.

Démonstration. Soit K4 =3z €X;z < u$ et z la solution du probléme
. )
(P) mm%d)(v)—(wgV f,v);vEK”

D'apres la remarque 4.12, il existe w, € 3¢(z) tel que w, < Wg V fetcommeg< uetw, < Wy V f, gestune

g
soussolution de (P) donc g < z.

Montrons que u = z. Puisque u est solution de (1) il existe w € d¢(u) tel que (w —f,z—u) = Oet

puisque z est solution de (P),

(wz—wg Vf,u-z)> 0.

En ajoutant,0 < (w—w,,u—2z) <(wgV f-f,z-u) <O0.

z
Donc, d'apres la stricte monotonie de 99, u = z. Ainsi w, € d¢(u) etona
W, < WV f.

d) COMPARAISON DE SOLUTIONS APPROCHEES

PROPOSITION 4.16. On suppose que ¢ vérifie (H) et est strictement convexe et on suppose qu’il existe )\0 >0
tel que 9(l K)7\ soit T-monotone. Pour tout \ > 0, sojt uy /a solution de
o

Alors I'application X —> uy, est décroissante.

Démonstration. Soient 0 < X <, u, la solution de (I1y) et Uy la solution de (II” ).
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(00(u )~ 30(uy) , (= 1y)") == (Bl1g) () =Bl1y (), (u, — )

(1) (1) = A3y (), (= uy)")

_a>,|-a

==3 (ka(l) , (uy ) =20\ (), (uy = up))

=2 .
+ o (Al (0 ) (=),

Or #a(IK)“: AB(IK)A = )\0 a(lK)ho , donc
(mo(lk) uluy) = N(I )y (uy) (U“ —u)")
=200l (1) =201y (), (= 1)) >0

et (a(IK)“(u“) , (uu— u>\)+) < 0, car il existe u € K tel que a('K)u (uu) C dl(u)
et (3l (u),v) <O pour toutvE€X"(car K + X" C K).

Donc (a¢(uu ) = 0¢(uy) , (UM - ”7\” < 0. D’aprés le lemme 4.8, (u u u>\)+ =0 cest-a-direu,, < uy.

M

Remarques. a) Si I'application de dualité F de X vérifie I’hypothése

(R): (F(x=xq) =Fly=yq), (x=y)"=(xy —y7)) = 0

pour tout x , y , X1 et yq dans X

alors, pour tout A > 0, B(IK))\ est T-monotone.

En effet, remarquons d’abord que, K étant stable pour I'inf et le sup, I vérifie (H) et donc, d’apres
le lemme 4.8, aIK est T-monotone.
Montrons de fagon générale que si F vérifie la condition précédente on a I'implication : pour tout opérateur A

maximal monotone de X dans X *
(A T-monotone) = (VA > 0, A,  T-monotone);
en effet, quels que soient u, v E X,

(Ayu—Ayv, (u-v)) = 1; (Flu=)yu)—F(v=Jv), (u=v)")

1
2; (Fu=Jyu) =Flv=Jyv), (Jhu=Jv)°) , d'apres (R)

= (A)\u - A)\V ’ (J)\U - Jxv)") >0)

car Ayu€ A(J)u) et A est T-monotone.
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b) Si X est un espace de Hilbert muni d’une structure d’espace de Riesz telle que (x*, x) =0 pour
tout x € X et (x , y) = 0 pour tous x , y € X", alors (R) est vérifiée ; en effet, pour tout u, v € X
+ + o+ + + - - 1 + 12 1 + 2
W,v=u =@ ,vi=u)=(u",v-u) <; v Il —;Ilu I
* "2) ;

par conséquent u* € a(% lhu il s’ensuit que (v' —u*,v—u) =0dou (R).

4.2. ETUDE DES POTENTIELS
Dans ce paragraphe X est un espace de Banach-Dirichlet réflexif.

PROPOSITION 4.17. (THEOREME DU BALAYAGE)

On suppose que ¢ est strictement convexe, continue, que  lim  ¢(u) =+ o et que ¢ vérifie (H).
Soit G un ouvert de Q et u pun ¢-potentiel pur. lull > + e
Alors il existe un unique ¢-potentiel pur Uy vérifiant

. VIRV

i) Uy =4y q.p.surG

ii) K’ est a support dans G

) . N _
iii) si u, estun ¢-potentiel pur tel que u, > (1\;1 q.p.sur Galorsu,, = u u sen particulier

De plus u o est 'unique élément d’énergie minimum du convexe unilatéral

F= gvex;3’>i}’ﬂ g.p. surG$

uyp est appelé ¢-potentiel balayé de u, sur Get u’la mesure balayée de u sur G.

Démonstration. Puisque F est un convexe unilatéral, il existe (cf. théoréme 3.2) g quasi-s.c.s. telle que
F=3v€X;('\'>g q.p.%

Nécessairement g = l’l\;l q.p. sur Get g=—oosur £ \ G. Soit u’ la solution de min 3 o(v) ;vEF g . D’apres le

théoreme 3.2, u’ est un potentiel pur Uy et f(’}i’ —g)du’ =0. Par conséquent u’ est a support dans G.

Soit u, un ¢-potentiel pur tel que 'ﬁ’v = ”I\Ju g.p. sur G. On a d’une part u’\’u A u’\'u, = GIM q.p.

sur G donc ¢(u, A uu,) > ¢(uﬂ, ) et d’autre part u, A Uy est un ¢-potentiel pur d’aprés le corollaire 4.13,
donc ¢(u“, ) = ¢(u, A Uy ) d’aprés la proposition 4.2. Par conséquent,

$(u, A u#.)=¢(u et donc u,, Au“,=u ». Ainsiu, >u

1]

#’) “l.
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Remarque. Ce résultat a été obtenu par N. Kenmochi et Y. Mizuta (cf. [18]) dans le cas d’un espace fonctionnel

régulier et avec ¢ Gateaux-différentiable.

A la proposition suivante, on étend immédiatement le théoreme d’équilibre 3.4 aux ¢-potentiels et

on donne une formulation duale de la capacité.

PROPOSITION 4.18. On suppose que ¢ est strictement convexe continue, que  lim #(u) =+ ooet que pour
tout vEX, (TN v) < g(v)ou T (r) = (r A1)’ lull>+ o

~N
7) Soit A C Q. La solution de min 3¢(v) s VEX, v >14q.p. sur Ag est un ¢-potentiel pur uy tel
quesupp u C Aet

l

0< <1 = D A.
u# et u” 1 q.p. sur

2) Soit K un compact de ). Alors

~
minsqﬁ(v);vEX,v?] q.p. surK§= sup inf%¢(v);v€X,(w,v)>1$
wEP
K

ou Py = ;w,,ex*‘;supp v C K, [dv =1 2
En particulier, pour ¢(v) = llv IPogp > 1,

§ 1

~

min J IvIP;veEX,v =1 qp. surK$= max .

‘ cp. IwlP
WEFK

v
Démonstration de 1). D’aprés le théoréme 3.2, il existe 8A queei-s.c.s. telle que 3v€X ;v=1 qp. sur A% =

N
3 vEX ;v= gA q.p.$ et le probleme min 3 d(v) ;jVvEX,v =1 q.p. sur A% admet une solution qui est

. Comme au théoréme 3.4, on montre que supp u C A. De plusu, = 7! u,, et ainsi

un ¢-potentiel pg\t u u u

M
< < = .p. .
0 u, 1 etu“ 1 q.p. surA

~ ~N
Démonstration de 2). Quel que soit w , EPy,sivEXetv > 1qp.surK alors (w,,v)= fvdv=[dv =1.

Par conséquent

~N
min $¢(v);vEX,v =1 qup. surK$ > sup inf%q‘)(v);vex,(w,v) >1$
( wEPK
~
u la solution de min %d)(v) B
~N
D’aprés 1),0 < u“<1,uu=1 g.p. surK, supp u C Ketwy€a¢(u).0na:

Inversement, soit u 21 q.p. surK $

*

~N
min 3¢(v);vEX,v =>1 q.p. surkK g =¢(u“ )=(w#,u”)—¢ (wu)

*

(w,); w ex™  supp v C Kg

=max3(wv,u“)—¢ »

= max 3fdv —¢*(wV);wV ex™ supp v C Ks
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= sup sup =9 (Aw)]

= sup sup inf A (1=(w,v))+¢(v)]
WEPK A>0veE X

N

sup sup inf  [A(1=(w,Vv)) +6(v)]
wE PK A>0 veX
(w,v) =1

< sup inf 3¢(v);v€X,(w,v)>1$
wEPK

Lorsque ¢(v) = Il v I P la formule résulte de I’égalité

1

TwilP

inf JIvIP;vEX, (wyv) >1] =

Remarque. Pour p = 2 (resp. p = 1) on retrouve ’expression duale de la capacité établie par J. Deny dans [12]
(resp. P. Fowler dans [15]).

4.3. MINIMISATION DE LA MASSE TOTALE DE LA MESURE ASSOCIEE

PROPOSITION 4.19. On suppose que ¢ est convexe continue coercive et que quel que soit T € wh °°(Q ) telle
que 0 < T’ < 1et T(0)=0o0n ait

(H) ueX = TueX
C
Slu—T(u—-10))+ o0+ T(u—-10)) < ¢(u) + ¢(d), pour tousu, i € X.

N
Soit u une solution de (1). D’apreés le théoréme 3.2, il existe p € (0¢(u) —f) N E*(X) telle que [ (u—g)du =0.

Soit v E K telle que 3¢(v) — f contienne une mesure v € E*(X), autrement dit v est une sursolution.

Alors [ ~n, A, du < [, 4, dv
3u#v$ 3u¢v€

Démonstration. Remarquons d’abord que I’hypothése (HC) implique

(w=1%, T(u—1a)) =0 pour tous [u, w], [4, ¥] € 3¢

Soit w € 9¢(u) tel que Wy = W fetw; € d¢(v) tel que w,, =wq —f.Pour touta > 0, on consi-
dere T, définie par :

—~

1 , si r>a
T.(r)= —_ , si Irl<a

-1 , si r< -—a
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On a alors
(W=, T, =u) = T,(=Wdu

(wy =, T,(v=u))=  T,("~U)dv

d’ol, en retranchant,
FT,0=Wda - f T,0-Wdv =(w=wy, T,(v-u)) < 0.
TVEWdp<S T (W=Wdr< dv

donc

En faisant tendre a vers zéro et en appliquant le théoréme de Lebesgue, on obtient

1) signo(\’/\'—’t\x')du <f3l.lj\’#:’\\//$
j

J signo(o'—'h')dﬂ =

Or
Thvavlntesg T Tven
Donc f?ﬁa&?’z du < f:'ﬁ’;&'\\/% dv

Remarque. Lorsque ¢ est définie sur L2( ) I'hypothése H signifie (cf. [6]) que d¢ est T-accrétif dans L! (R2)

ou encore que 9¢ vérifie un principe du maximum positif au sens suivant :

V [u,v], [0, V] €09, (supQ ess(u—0) >0 = supq ess(u—ﬂ)=g sup  ess(u—1)).
v—120

5- APPLICATIONS

Dans ce paragraphe X = W(])’p( ), ol £ est un ouvert borné régulier de RN et 1 < p < o;

Wl’p(Q) est bien un espace de Banach-Dirichlet réflexif.

Soit J une application de £ X RN dans R* telle que J(., 0) = 0 et vérifiant

p.p.x € &, P'application r = J(x,r) est convexe continue sur R

5.1
G-1) il existe C;, C5 € R telles que Cy IrIP < J(x,r) <C, IrlP.

Soit j une application de £ x [R dans R" telle que j(. , 0) = 0 et vérifiant
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p.p. x € Q, I'application p = j(x,p) est convexe continue sur R
(5.2) il existe C3 € R telle que j(x,0) < C3 Ip |7, ol est tel que, d’apres Sobolev, I'injection
wlP() < LY(Q) soit continue.

On définit ¢ par : quel que soit u € Wl'p( Q)

¢(u)=./Q.J(x, Vu(x))dx +-/S;j(x,u(x))dx

Il résulte des hypothéses (5.1) et (5.2) que ¢ est convexe continue et coercive sur W;’p(Q ).

PROPOSITION 5.1. On suppose en plus que ) ou j est strictement convexe. Soit K un convexe fermé non vide

o 1,p . . . . - 1,p A
unilatéral de W J¥(S2) ; alors il existe g quasi-s.c.s. telle que K= { u € Wo (Q);u=>g qp. 2 .

Soit fe WP (2). On considére I'inéquation variationnelle unilatérale

uek

(1
W E K’./S; (J(x,vv(x)) + j(x,v(x)))dx = Q(J (x,Vu(x)) +j(x,u(x)))dx + (f, v—u)

Soit u la solution de (1).

Alors 1) u est caractérisé par la propriété suivante : il existe une mesure ju positive sur S telle que
N

—div 3)(x, Vu(x)) + 9j(x,u(x)) —f 2 u et ./&:z(u —-g)du =0.

2)u=inf §vEWLP(Q);vEK et —div 3] (x, Vu(x)) + dj(x,u(x) = 3 uf.

3) si 9) et dj sont univoques

»/S;d“ =inf{[ldv ;v =—div 9J(x,Vv(x)) + 9j(x,v(x)) —f = OetVEK}

~
4) si K = {u € W]o’p( Q) ;u= g}avec g continu et si le champ de vecteurs p+ V(. , p) est de

classe c? et vérifie uniformément en x
3a >0:Vp,q€RN, (V)(x,p) - V)(xq),p-q) >alp-ql?
alors u est continu.
Démonstration. Elle utilise les deux lemmes suivants :
LEMME 5.2. Quel que soit u € W;’p(Q)
0¢(u) =—div 3) (x, Vu) + 9j(x,u)
LEMME 5.3. Soit T une contraction normale croissante. Alors pour tous u, (1 € W(])'p,

¢(a + T(u—a) +o(u—Tu-10)) < ¢(u) + ().



132 H. Attouch et C. Picard

On obtient alors les conclusions 1), 2) et 3) en appliquant les propositions 3.2, 4.11 et 4.19 respecti-
vement. Pour la propriété 4), si ug (resp. ug) sont les solutions associées aux convexes Kg(resp. Kg) on a d’aprés
470 lu g " Us I, < lg—=gl .. On obtient le résultat en approchant alors g par une suite d’obstacles régu-

liers et en appliquant des théorémes de régularité de H. Brézis, D. Kinderlehrer (cf. [91).

Démonstration du lemme 5.2. La démonstration qui suit calque celle donnée par H. Attouch et A. Damlamian
dans [3] .

Déterminons d’abord la conjuguée ¢* de ¢. Soit f € w P’ (82). Alors f= fo —divvg, ol fO etv
sont dans Lp,( Q). Par définition de ¢*

¢*(f)=  sup
ue Wz)’p( Q)

L(f0u+v0 u)dx — ’/Q'(j(x,Vu(x))+j(x,u(x))dx$

Posons V =LP(2) x (LP@)N, v =LP'(Q) x (LP' (@ )N et C =

(uv)EV; ueWz)'p(Q), v=Vu t
Ona¢*(f)= sup ((f(), VO)’U)V’ xV "~ (Vv+ |c) (U)
Uev
ol ¥ (U)= L1006 IR * s, wCa
Par conséquent
(1) = (¥+10)" (fg vo)
=(y*V IE) (for vg) » car ¥ est inf-compacte dans Lp’(Q) (cf.[20]).
Comme lg= Icl avec cl= 3 (g, w)E LP x (Lp’)N ; g=—div w}

on obtient :
R * Sk . . p’ N . p’
¢*(f) = min Q(J (x, vo—w) +i (x,fp—div w))dx; w €(LP)Y  divweL
Maintenant déterminons 3¢ : f € 3¢(u) ssi ¢(u) + ¢*(f) — (f, u) =0 c’est-a-dire
./S;J(x, Vu) +J  (xvp — @) = Vu. (vg~) +/§;j(x,u) +i*(xfy—div @) —u. (fy—div &) =0

Par conséquent il existefe (Lp'(Q))N, div w€ Lp’( Q) tel que vy — wE 3) (x, Vu) et fy = div wE dj(x,u)
w

donc f=fy—divvy€—diva J(x, Vu) + 9j(x, u).

Ainsi 3¢(u) =—div 3 J(x, Vu) + 3 j(x, u).

Démonstration du lemme 5.3. Remarquons d’abord que toutes les contractions normales opérent sur WE)’p( Q),
c'est-a-dire, étant donnée une contraction T de IR dans R telle que TO) =0, si u € Wz)»P(Q), alors
Tu GW})'p(Q) et
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ou

aXi

0]
— Tu(x) | <

axI

pour i=1,...,N

p.p.x

Soient u, GEWE)’p(Q) etv=u—T(u-0)et¥=0+T(u-10).

D’une part posons 8 (x) = T’(u(x) —a(x)). Ona p.p. x EQ

J(x,Vv(x)) =) (x,Vu(x) = T'(u =) V(u=2) (x)) =) (x, (1 =6 (x)) Vu(x) + 8(x) Va(x))

J(x, V¥(x)) = ) (x,Va(x) + T'(u—0) V(u-a)(x)) = J(x,0 (x) Vu(x) + (1 -6 (x) Va(x))
Comme 6 (x) €[01], on obtient par convexité de J(x, .)

J(x, Vv(x)) +J(x, Vi(x)) < J(x, Vu(x)) + ) (x, Va(x)).

D’autre part posons 7 (x) = %ﬁ:—l .Ona

j(xv(x)) =jlx, ulx) =m (x) (u(x) —a(x)))

j(x,9(x)) =j(x, a(x) +n (x) (u(x) = a(x)))
Comme 7 (x) €[01], on obtient par convexité de j(x,.)
j(x, v(x)) +i(x, ¥(x)) < jlx, u(x)) +ij(x, a(x))
Par conséquent, en intégrant sur £ les inégalités obtenues pour | et j,
¢(v) + (%) < ¢(u) + (@)

cest-a-dire  ¢(u—T(u—10)) +o0+ T(u—1)) < ¢(u) + ¢(0).
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APPENDICE.

Les caractérisations d’un convexe unilatéral et bilatéral des théorémes 3.2 et 3.7 sont encore vraies

sans I'hypothese X réflexif.
Démonstration. On montre qu'il existe (gn) et g telle que K C Kg comme a la démonstration du théoreme 3.2.
Montrons I'inclusion inverse. Soit u € Kg' Soit € > 0. ll existe ve €K tel que
1 2 1 2
— lve-ull“- €< —lv-ul“, pour toutveEK
2 2
! 2
(c’est-a-dire que (v, ) est une suite minimisante de inf 7 lv-ul“;ve K}) d’ol
1 2 < 1 9
Py Tve—ul“+1glv,) - €< Py Iv—ull“+1(v) pourtoutvEX.

1
Par conséquent 0 € 9 (V¥ + IK)(VE)’ oll 9, désigne le sous-différentiel a € prés et ¥ (v) = -2— lv—ul?2

Daprés [20] §10. 1, il existe z, € X et f, EX tel que

fe€a(y+ )z ,), Iz, —v I < Ve Il < Ve .

Par suitez . €D(3(¥ + I)) =D(¥ + I)CK.

D'aprés le théoréme d’additivité des sous-différentiels, f € d¥ (z ;) + aIK(ze), c’est-a-dire qu'il existe
W€V (z, )= (z —u) tel que

(we —fev—z,) >0, pourtoutveEK.

* PN
Puisque K est unilatéral, w, — f_ € X", donc est associé e € E*(X).

Onadonc llz, —ul?< (w —fe,v—u)—(fo,u—z.), pour toutv EK, en particulier

e}

lzg—u I|2<./.(gn '\')dy —z.), pour tout n.

Quandn—> o, gn {g q.p. donc Mg ~P-p. D’apres le théoréme de Lebesgue

ﬁﬁ,—mdue -:/Eg—ﬁ’)d pe < 0, carty >g qp.

Donc ||ze—u||2<-(f u—z,). Parsuite lz, —ull< If Il <+e.

e’

Ainsi z, —>udoncu€K.
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