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ESTIMATION DES VALEURS PROPRES D’OPERATEURS ELLIPTIQUES
SUR DES OUVERTS NON BORNES
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(1) Département de Mathématiques, Université Paul Sabatier, 118 route de Narbonne -

31062 Toulouse Cédex - France.

Résumé : On étudie le comportement asymptotique du nombre de valeurs propres d’un opérateur
elliptique sur un ouvert non borné ; on répond ainsi aux questions de C. CLARK et R.A. ADAMS.
Les résultats sont obtenus en utilisant systématiquement la formule du «mini max» et ses corol-
laires.

Summary : We study the number of eigenvalues of an elliptic operator defined on unbounded open
set ; this problem was first studied by C. CLARK and R.A. ADAMS. The results are obtained

using the « mini max» principle and its consequences.

On étudie ici le comportement asymptotique des valeurs propres d’un opérateur el-
liptique sur un ouvert non borné. On complète les résultats de [12,13] et on généralise les théo-
rèmes de G.V. Rozenbljum [18] et H. Tamura [19] . .

1 - INTRODUCTION

Soit Q un ouvert borné de IRn et (x,D) un opérateur différentiel d’ordre 2m,
uniformément fortement elliptique sur Q ; on suppose que est formellement autoadjoint et po-
sitif. Soit (A, D(A)) une réalisation de , positive, autoadjointe, non bornée dans L2(03A9), et
telle que l’injection de D(A), muni de la norme du graphe, dans L2(S~) soit compacte. On sait
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qu’alors le spectre de A est purement ponctuel ; il est constitué d’une infinité dénombrable de

valeurs propres réelles positives X. :

chaque valeur propre étant répétée selon sa multiplicité, on note

le nombre de valeurs propres de A inférieures ou égales à X.

On sait [6~ 14~ 15~ 17] que, sous certaines hypothèses de régularité sur S~ et A, on a :

~ ’(x~) désignant le symbole de la partie principale de A.

On généralise ici ce résultat au cas d’ouverts non bornés de (Rn. On obtient par exemple une esti-

mation de N (A, Ao, n) quand A est le problème de Dirichlet associé à l’opérateur

On a dans ce cas, quand v > 2m ou a > 2mr : :

1 ) si a-2mr > 2m-v N(X, Ao’ C~ A -~ + ~ où C~ est donnée par la
formule (1.0). On a la même formule que dans le cas «classique» .

2) si 0  a-2mr LogX ?~ -~ +~ . On est dans

le cas «intermédiaire» . C2 sera précisé dans III.

pour v 
= a = 0, m - 1 et -1  r  0 on retrouve ainsi les résultats de [18, 19] ; et pour r  - 1

ceux de [9].



Dans [12, 13] on étudie un opérateur très voisin de cet exemple avec 0  v = a on trouve que

pour v = a > 2m la formule «usuelle» (1.0) s’applique ; et on obtient a donné par la formule

(1.2) pour 0  v = o  2m.
v+a 

, , 

On constate sur cet exemple que si r  - - 1 on a la formule classique ; si l’ouvert 
2m

v+a 1
r > - -1, le spectre restant purement ponctuel, a > -.

2m m

On généralise ici ce résultat ; on montre en particulier que si défini par (1.1 ) est fini, alors

on a la formule usuelle (1.0).

Si n’est pas fini on a, comme H. Tamura dans [19], le résultat sous forme d’une somme de

termes définis par Titchmarsh dans [20] .

Les méthodes utilisées ici reposent sur la formule du «mini-max» [10] et on rappelle d’abord les

principaux résultats qui s’en déduisent.

Rappels [5,16]

Soit (V, H, a) une situation variationnelle où l’injection de V dans H est compacte et

d’image dense et où a est une forme hermitienne continue et coercive sur V, ce qu’on note : a est

V h.c.c.

On note A l’opérateur associé, non borné dans H, et :

la suite ordonnée de ses valeurs propres, chacune étant répétée selon sa multiplicité. On a la for-

mule du «max-min» [10] :

g. désignant l’ensemble des sous-espaces de H de dimension j. On note :

On déduit immédiatement de (1.3) que si ai et a2 sont deux formes V h.c.c. telles que



On a aussi :

PROPOSITION 1.1. Soient a1 et a2 deux formes V h.coco telles qu’il existe deux nombres positifs
C et e vérifiant

alors

On suppose maintenant que A [resp. Ai] est l’opérateur associé par le théorème de Lax Milgram
au triplet variationnel (Hm(S2), a) [Resp. a)]. On note

On a la

PROPOSITION 1.2. Soient S~1 et S~2 deux ouverts disjoints de S~ tels

alors

Cette formule s’applique aussi à des découpages en une infinité dénombrable d’ouverts et à des

problèmes variationnels définis sur des espaces de Sobolev avec poids. Elle repose sur les inclusions
suivantes

Dans ce qui suit la proposition 1.1 permet de comparer les opérateurs à des opérateurs plus simples
en particulier à leur partie principale. La proposition 1.2 permet de localiser les problèmes et on

peut alors en réutilisant la proposition 1.1 comparer l’opérateur à un opérateur à coefficient figés.

Notations. RP étant l’espace euclidien à p dimensions et a un multientier : a= (03B11,...,03B1p) EINP.
On note



C désigne diverses constantes intervenant dans les calculs.

L’étude se fait en deux étapes. On étudie d’abord le cas où l’ouvert est cylindrique (dans l’exemple
de l’introduction c’est le cas où r = 0), puis le cas général qui se traite de la même façon mais avec
quelques difficultés supplémentaires.

I est clair, en utilisant la proposition 1.2, que les résultats obtenus s’étendent à des ouverts plus
généraux ; par exemple à des complémentaires d’ouverts bornés dans les ouverts considérés et à
des réunions finies de tels ouverts.

Il CAS D’UN OUVERT CYLINDRIQUE

1. Les espaces

Soient p et q deux nombres entiers naturels, 8’un ouvert borné de IRa et G un ouvert
de défini par

Soient m un entier strictement positif et v un nombre réel donnés. Soit T une fonction strictement

positive, continue, définie sur IRp. On définit l’espace Hmv (G) [Resp. Hmv (G)] comme le complété
de D(G) [Resp. D(G) pour la norme Il Il avec :

D~ désigne une dérivation d’ordre 1 a 1 = al + ... + ap en x = et une dérivation
d’ordre |03B2| en y.

Munis de leur produit scalaire naturel, ces espaces sont des espaces de Hilbert. On remarque que si
q = 0 et v = 0 on a l’espace de Sobolev usuel, noté ( RP).

On a le résultat suivant



PROPOSITION 2.0. On suppose que

o

(2.0) T (x) tend vers quand I x I tend vers ou v > 2m alors l’injection de 

alors l’injection de G dans L2(G) est compacte.

Démonstration. Supposons d’abord que T tend vers +~° à l’infini ; on écrit l’inégalité de Poincaré

usuelle sur 8’pour u E D(G) :

Posant GR = ~ (x,y) C G / ! I x I > R} on obtient

Du critère de compacité usuel pour les ouverts non bornés on déduit la proposition 2.0.

On suppose maintenant que T est positive, et que v > 2m ; l’inégalité de Hardy nous donne

et comme précédemment on a la proposition 2.0.

Dans la suite on utilise aussi des espaces «mixtes» ; si w est un ouvert de (W x ) est
0

l’ensemble des restrictions à ce x 03B8 des éléments de .

2. L’opérateur

Soient ’Y’, S) des multientiers de lN p et 7" et 8" des multientiers On suppose

l’hypothèse (2.0) vérifiée ainsi que

~ Î àT

Remarque. Ceci est en particulier vérifié si T est de classe C et si - - est, pour tout 1, borné
T àX;



sur !Rp ; par exemple si T = p.

0

Soit QG une forme intégrodifférentielle Hm03BD(G) h.c.c.

On fait les hypothèses suivantes :

(2.2) Il existe k~ > 0 tel que pour tout ouvert w C IRp

(2.4) Il existe k2 > 0 vérifiant

d((x,y), (x’,y’)) désignant la distance dans IRp+q de (x,y) à (x’,y’).

Remarque. La forme intégrodifférentielle associée à la norme c’est-à-dire la forme intégrodiffé-
rentielle vérifiant

vérifie les hypothèses (2.3) à (2.5).
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x~ ~~ +~ 
’~ ~ avec

et en faisant tendre s vers + 00 , on obtient

(2.6) il existe k~ > 0 telle que

pour tout (03BE,~) E IRp+q avec

ce étant un ouvert de on associe par le lemme de Lax Milgram, l’opérateur L;, positif auto-

adjoint non borné dans x 0~) au triplet variationnel (~ x x 

L’injection de dans L~(G) étant compacte, le spectre de L~ défini sur G est purement ponc-
tuel de même celui de L. défini sur ce x 0 ; on note

la suite ordonné des valeurs propres de Lo défini sur G chacune étant répétée selon sa multiplicité,
et on pose :

nombre de valeurs propres inférieures à À de Lo sur G.

De même, x 6’) = x 6’ ), 03B8) désigne le nombre de valeurs propres
inférieures à À de Li défini sur ce x 8~

3. Résultats .

On étudie le comportement asymptotique, quand X tend vers +00 , de 

selon v et T , deux cas se présentent : si défini par 1.1 est fini, on a la formule classique (1.0)

si est infini, on suppose que



B et C étant de « bons» opérateurs elliptiques. Par découpage de on se ramène à un opérateur
à coefficients figés en x que l’on traite par la méthode de séparation des variables. On a :

THEOREME 2.1. Les hypothèses (2.0) à (2.5) étant vérifiées, on suppose de plus que :

Remarques. (2.7) entraîne (2.0).
Ce théorème, ainsi que le théorème (3.1), sont déjà connus dans plusieurs cas, et, en particulier,
pour la laplacien sur un ouvert non borné de mesure finie [9] . .

Quand n’est pas fini, on suppose de plus que

(2.8) Q,~~S~(x,y) ne dépend que de x.
0

On note bx03B8(u,v) la forme intégrodifférentielle Hm(03B8) h.c.c.

En appliquant 2.2 sur ce x 6’ à u(x,y) = ~(x) Vi (y) avec

03B8 ~ D (IRp) et 03B8 E= 1 
,

0

on montre que bxttest h.c.c.

On désigne par Bx la réalisation positive autoadjointe non bornée dans du problème varia-
tionnel



et par

la suite ordonnée des valeurs propres de BX, chacune étant répétée selon sa multiplicité ; on a alors

le

THEOREME 2.2. Les hypothèses (2.0) à (2.6) et (2.8) étant vérifiées, on suppose de plus que :

Remarques.1. Si les hypothèses (2.0) à (2.5) et (2.9) sont vérifiées, est infini ; en effet,

d’après (24)

Si R tend vers +°°, tend vers et on a le résultat.

3. Si G’ est un ouvert inclus dans G et si l’on est dans les conditions d’applications

du théorème 2.1 pour l’opérateur L sur G, on a aussi le théorème 2.1 pour L sur G’. 0



4. Si ce est un ouvert borné de RP et que l’on est dans les conditions d’application du

théorème 2.2 pour L sur G, alors B ce x 03B8) ’V quand 03BB ~ + ~ car 03C9 x 0’

est borné. 0

4. Application

On reprend l’opérateur A de l’introduction,

L’injection de (G) dans L~(G) est compacte si v > 2m ou a > 0.

Cette condition est automatiquement vérifiée si v + a > 2m, c’est-à-dire si la condition (2.7)
introduite dans le théorème 2.1 est vérifiée.

1. Si v + a > 2m on remarque que

, , r(a) r(b)
avec B(a,b) = ; par conséquent le théorème 2.1 s’applique:

r(a+b)

On déduit du théorème 2.2 et de la remarque 4 que



par conséquent

on a alors

7

00

avec ? (s) =~ }~ défini pour s > 1.
J=1

si a  0 et v + a  2m on retrouve les mêmes formules que pour a > 0 selon que v + a  2m

ou v + a = 2m ; nécessairement alors : v > 2m. 0

Démonstration du théorème 2.1. On montre d’abord, qu’avec les hypothèses et les notations pré-
cédentes est fini ; on minore ensuite N(Ã,Lo,G) en «tronquant» G. La majoration s’obtient
par découpage et figeage des coefficients.

Minoration : Les hypothèses (2.0) à (2.7) étant réalisées, on déduit de (2.6) et (2.7) que 
est fini :



Désignons par GR l’ensemble borné

Pour tout R > 0, on minore par pour lequel on a (1.0). Faisant tendre R

vers+00, on obtient :

Majoration : Soit E~ un nombre positif donné et V un voisinage de G tel que V)  E~ ; on
prolonge sur V les coefficients en des coefficients l03B303B4 vérifiant (2.4) et on considère un pavage
de RP+q en cubes centres tels que si : M’ _ ~ E M / Qt n G =~ ~ ~ on ait,
pour tout (x,y) G Q~

~

On appelle l03B6 la forme intégrodifférentielle de coefficients (constants) définie sur Q03B6 ;
on a :

° ’ 

- P+q
~ 2m 1

On sait de plus (théorème 1 .0) que (mes Q03B6)-1 lim X (Qç),£ç) tend vers une
limite finie quand mes Qç tend vers 0. 

On déduit de ce qui précède que:
n+a

Faisons tendre mes Q~ puis E~ vers 0 ; on a le résultat.



5. Démonstration du Théorème 11.2

On suppose vérifiées les hypothèses (2.0) à (2.6), (2.8) et (2.9). Pour obtenir une esti-
mation de on découpe RP.

Découpage : Soit e2 un nombre positif donné ; on considère un pavage de (Rp en pavés égaux et

disjoints de centre x~., tel que

On a, comme précédemment

et par conséquent,

on en déduit

Séparation des variables: Sur chaque G~. on a des opérateurs à coefficients ne dépendant que de y ;
appelons BX03B6 l’opérateur associé au triplet variationnel (Hm( 6’), L2( 6’), b x03B6 03B8 ) avec



étant valeur propre de B., , appelons la fonction propre associée, la suite

~~r x~~l ~~ étant orthonormale totale dans L 
On désigne par C i (i = 0 ou 1 précisant les conditions limites), l’opérateur défini sur K03B6 par

par ( ..) la suite orthonormée dans L2(K03B6) des fonctions propres de C : et par 03BD L. les)N ~ ~ 

valeurs propres associées:

ona: :

LEMM E 2.1. A vec les notations précédentes

Démonstration. L’ensemble ~ 03C8x03B6,j)k,j forme une base orthonormée de L2(K03B6) ~ L ( 0’).
Les fonctions de la (y) forment une base orthonormée de L2(K03B6 x 03B8) ; de

plus ces fonctions sont les fonctions propres de L ~ défini sur G~. et

on en déduit que :

et on a alors le lemme.

Posons M~ == ~ E M !~~ + (xJ  À ~ ; on remarque que si M ou si > X, alors

N(B-~(x~C~K~)=0.

Par conséquent, en utilisant (2.18) et (2J9), on obtient :



M 0 est fini et on n’a que des termes positifs ou nuls ; on peut donc permuter les signes 
E. Par

ailleurs,

C est un opérateur à coefficients constants et on a 
__1

défini dans le théorème 2.2).
On en déduit que

faisant tendre mes K~ vers 0 on a le théorème 2.2.

m - CAS D’UN OUVERT QUELCONQUE

m, p et q sont toujours des entiers naturels et v un nombre réel.

(3.0) ~ est une fonction de classe C~, strictement positive, définie sur RP.

(3.1) 03B8 est un ouvert borné de IRq et on suppose que 03B8 est étoilé par rapport à l’origine.

. 
On définit ~ ouvert de par



1. Les espaces

(3.2) Soit a une fonction continue, strictement positive, définie sur RP.

o 
_~

On définit l’espace comme le complété de D(Q) [resp. D( Q )] pour
la norme Il Il r~ avec

avec a E NP, j3 E (Nq, les notations étant les mêmes que précédemment.

On introduit aussi, comme dans i i, des espaces «mixtes» ; cj étant un ouvert de RP, on désigne
par a? l’ouvert

et par Hmv03C3(03C9) J’ensemble des restrictions à ce des éléments de 

Ces espaces, munis de leur produit scalaire naturel, sont des espaces de Hilbert et on a le résultat

suivant :

PROPOSITION 3.1. On suppose vérifiées les hypothèses (3. 0) à (3.2~ et

Q(X)
(3.3) ) 

----- 
tend vers + ~ quand 1 X 1 tend vers + ~ ou v > 2m

0

alors l’injection de ,‘’ m (St) dans L2(S~) est compacte.

Démonstration de la proposition 3.1. Elle s’effectue comme dans II, en utilisant, selon les cas,

l’inégalité de Poincaré ou l’inégalité de Hardy.

On considère maintenant un problème aux limites elliptiques défini sur S~.

2. L’opérateur

0

Soit an une forme intégrodifférentielle ~ ~.(S~) h.c.c. :



on fait les hypothèses suivantes :

Il existe k3 > 0 tel que, pour tout ouvert ce C O~p

cj étant défini comme précédemment

(3.6) il existe k4 > 0 vérifiant, pour tout (X,Y) E 12

est une forme ( 6’ ) h.c.c. et on désigne par l’opérateur associé au triplet (Hm( 8’ ),
L2( 03B8), bX03B8) et par 

j~IN 
la suite croissante de ses valeurs propres.

3. Résultats

w étant un ouvert de S~, on désigne par A. l’opérateur positif autoadjoint non borné
dans L2((w) associé au triplet variationnel (m03BD03C3( ), L (), a ’V). L’hypothèse de la propo-

w

sition (3.1 ) étant vérifiée, le spectre de Ao défini sur St est purement ponctuel ; on note :



la suite ordonnée des valeurs propres de A~, chacune étant répétée selon sa multiplicité ; on
étudie le comportement asymptotique, quand À tend vers + ~ , de = 03A3 1.

B,B
On obtient : ’

THEOREME 3.1. 0/? suppose que les hypothèses ~. 7~ ~ (3. 6) sont vérifiées et que

est fini, A’(x,y,~,r~) désignant le symbole de la partie principale de A, et

THEOREME 3.2. . On suppose que les hypothèses (3.1) à (3.7) sont vérifiées et que

~3.9j ) les coefficients a,~ s ~ sont indépendants de Y

quand A tend vers + ~ avec

m ’ 

o 

j(x) désignant les valeurs propres du problème variationnel (H m ( 03B8 ), L2( ), b X 6’ ) avec



4. Application

On reprend l’exemple de l’introduction :

défini sur S~ _ ~ (X,Y) E [R2 / X C !R* ; 0  Y (1+X)~ ~ avec o > 2mr ; ou, quand o  2mr,
v > 2m.

On retrouve les résultats du Il en remplaçant a par a - 2mr (ce qui revient à faire le changement
de variables x = X et y = Y(1 +X) r).

On obtient :

Remarque. Le théorème 3.1 se démontre comme le théorème 2.1. 

5. Démonstration du théorème 3.2

Pour démontrer le théorème 3.2, on procède comme dans Il, par découpage, mais

l’ouvert n’étant plus cylindrique, on l’encadre par des réunions de pavés. Plus précisément, e2 étant

un nombre positif donné, on considère un pavage de ~p en pavés égaux et disjoints K~., de centres
X~ ; posant



Prenons les pavés K suffisamment petits pour que la forme ait à coefficients figés 
définie sur chaque Ir vérifie

Soit ~o un nombre positif donné et R tel que I X I > R ~ , alors :

où a’.~. est la partie principale de 

On se ramène alors à la démonstration du théorème I I-2 en posant

on montre en effet que

et on obtient, comme dans le cas cylindrique, en faisant tendre E2 vers 0, une minoration de

et une majoration de avec S2R = ~ (x,y) 1 X I > R ) . 0

Pour conclure, on considère une fonction croissante de dans (R+ telle que :



De la formule (10) appliquée à l’ouvert borné

et de la proposition (1.2), on déduit que

Faisant tendre e3 vers 0, on a le résultat.
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