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Résumé : On étudie le comportement asymptotique du nombre de valeurs propres d’un opérateur
elliptique sur un ouvert non borné ; on répond ainsi aux questions de C. CLARK et R.A. ADAMS.
Les résultats sont obtenus en utilisant systématiquement la formule du «mini max» et ses corol-

laires.

Summary : We study the number of eigenvalues of an elliptic operator defined on unbounded open
set ; this problem was first studied by C. CLARK and R.A. ADAMS. The results are obtained

using the «mini max» principle and its consequences.

On étudie ici le comportement asymptotique des valeurs propres d'un opérateur el-
liptique sur un ouvert non borné. On compléte les résultats de [12,13] et on généralise les théo-
rémes de G.V. Rozenbljum [18]et H. Tamura [19].

I - INTRODUCTION

Soit & un ouvert borné deR" et d = o (x,D) un opérateur différentiel d’ordre 2m,
uniformément fortement elliptique sur §2 ; on suppose que .d est formellement autoadjoint et po-
sitif. Soit (A, D(A)) une réalisation de .o , positive, autoadjointe, non bornée dans L2(Q), et

telle que I'injection de D(A), muni de la norme du graphe, dans L2(Q) soit compacte. On sait
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qu’alors le spectre de A est purement ponctuel ; il est constitué d’une infinité dénombrable de

valeurs propres réelles positives >\j :

0<7\1<>\2<...<7\i<... A —> +o0;
i—>+oo

chaque valeur propre étant répétée selon sa multiplicité, on note

N A Q)= 2. 1
<A

le nombre de valeurs propres de A inférieures ou égales a A.

On sait [6, 14, 15, 17] que, sous certaines hypotheéses de régularité sur Q2 et A,ona:

(1.0) N, A, Q) Vv up (Q) an/2m A—>+0  avec

(1.1) A (R) = 1n /dx/ d&
(27)" Jq 16l (x5 < 1}

d’(x,£) désignant le symbole de la partie principale de A.

On généralise ici ce résultat au cas d’ouverts non bornés de [R". On obtient par exemple une esti-
mation de N(A, A , £2) quand A | est le probléme de Dirichlet associé a I'opérateur
m m 2m

0
(14x)Y )+ (14x)? ——
ox™ ox™ ay“m

A=1+ ()M

défini sur = {(x,y)ER2/xER+ ;0< y < (14x)" }
On a dans ce cas, quand v >2mou ¢ > 2mr:

1) si 0—2mr > 2m—v  N(A, Ay Q) v ¢4 AM s pe ol C est donnée par la

formule (1.0). On a la méme formule que dans le cas «classique».

2) si 0 < o=2mr = 2m—v NQ, A, Q) V¢, Al/m LogA A —>+oo Onestdans

le cas «intermédiaire». C, sera précisé dans 11.

3)si0< o-2mr < 2m—» N, A, Q) Cy A\ A =>4 00 avec

1 2m—v 1 L
(1.2) a=—(1+ ) > — et Cg précisé dans Il
2m o-2mr m

pourv=0=0,m=1et— 1< r < 0on retrouve ainsi les résultats de [18, 19] ;et pour r < — 1
ceux de [9].
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Dans [12, 13] on étudie un opérateur trés voisin de cet exemple avec 0 < v =0 ; on trouve que
pour » = ¢ > 2m la formule «usuelle» (1.0) s’applique ; et on obtient & donné par la formule
(1.2) pour0< v=0< 2m.

vto
On constate sur cet exemple que si r < —2—— — 1 on a la formule classique ; si 'ouvert «s’élargit»,
m
vto
r > —— —1, le spectre restant purement ponctuel, & > —.
2m m
On généralise ici ce résultat ; on montre en particulier que si uA(Q) défini par (1.1) est fini, alors

on a la formule usuelle (1.0).

Si uA(Q) n’est pas fini on a, comme H. Tamura dans [19], le résultat sous forme d’'une somme de
termes définis par Titchmarsh dans [20] .

Les méthodes utilisées ici reposent sur la formule du «mini-max» [10] et on rappelle d’abord les

principaux résultats qui s’en déduisent.
Rappels [5, 16]

Soit (V, H, a) une situation variationnelle ot I'injection de V dans H est compacte et
d’image dense et ol a est une forme hermitienne continue et coercive sur V, ce qu’on note : a est
V h.c.c.

On note A I’opérateur associé, non borné dans H, et :

O<AMSAH)S..SAS . A >+ oo

la suite ordonnée de ses valeurs propres, chacune étant répétée selon sa multiplicité. On a la for-

mule du «max-min» [10] :

Au,u
(1.3) )‘j = sup inf (—-—)
E.€g. u€V  lul?
[ L H
ue E]-

gj désignant I’ensemble des sous-espaces de H de dimension j. On note :

(1.4) N, A =NV, 2)= 0, 1.
NS

On déduit immédiatement de (1.3) que si aj et a, sont deux formes V h.c.c. telles que
aj(u,u) < a5(u, u) pour tout u €V, alors

(1.5) NV, ap) < NV, ay)
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On a aussi :

PROPOSITION 1.1. Sojent aj et a, deux formes V h.c.c. telles qu’il existe deux nombres positifs

C et € vérifiant

(1-€)aq(uu) + C llu "EI < a,(uu) < (1+e)ag(uu) +Cllu “l?l
alors
N((1-€) MC, V,a5) < N(AV,2;) < N((1+€) MC, V,a,)

On suppose maintenant que Ao [resp. A1] est I'opérateur associé par le théoréme de Lax Milgram
au triplet variationnel (H™(£2), Lz(ﬂ), a) [Resp. (HM(R2), Lz(ﬂ), a)] . On note

NQ, Ay, ©) =N, HM(9), 2)
et

N, A, Q) =N, HT(Q), a).
Onala

PROPOSITION 1.2. Sojent 01 et 92 deux ouverts disjoints de S2 tels

alors
N\, Ao, 91) + N(A, Ao, 92) < N(QA, AO, Q) < N(A, A], Q)

< NV AL Q) +NO AL Q)

Cette formule s’applique aussi a des découpages en une infinité dénombrable d’ouverts et a des
problémes variationnels définis sur des espaces de Sobolev avec poids. Elle repose sur les inclusions

suivantes
H™(Q,) ® H™(Q,) C HM(Q) C H™(Q) C H™(Q,) ® HM(Q,).

Dans ce qui suit la proposition 1.1 permet de comparer les opérateurs a des opérateurs plus simples
en particulier a leur partie principale. La proposition 1.2 permet de localiser les problémes et on

peut alors en réutilisant la proposition 1.1 comparer |'opérateur a un opérateur a coefficient figés.

Notations. RP étant I’espace euclidien 2 p dimensions et & un multientier : a= (a1,...,ap) ENP,

On note

la l=a1 +...+ozp

o a 0
D*=D ]...D P avec D,=—
X1 %p J ox;
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si
x = (xp) ERP, 1x 1= (< + ..+ x2)1/2

C désigne diverses constantes intervenant dans les calculs.

L’étude se fait en deux étapes. On étudie d’abord le cas oli I'ouvert est cylindrique (dans I'exemple
de Pintroduction c’est le cas ol r = 0), puis le cas général qui se traite de la méme fagon mais avec

quelques difficulités supplémentaires.

Il est clair, en utilisant la proposition 1.2, que les résultats obtenus s’étendent 2 des ouverts plus
généraux ; par exemple 2 des complémentaires d’ouverts bornés dans les ouverts considérés et i

des réunions finies de tels ouverts.

I1 - CAS D’'UN OUVERT CYLINDRIQUE
1. Les espaces

Soient p et q deux nombres entiers naturels, & un ouvert borné de R9 et G un ouvert
de RP*9 géfini par

G= {(x,y)E[Rp-*'q/xEIRp;yEO’}

Soient m un entier strictement positif et » un nombre réel donnés. Soit 7 une fonction strictement
o
positive, continue, définie sur RP. On définit I’espace HlTr (G) [Resp. HL"T (G)] comme le complété

de D(G) [Resp. D(G) | pour la norme Il | pr G 2Vvec :

1/2
lul,, g= /( 2 o'®lipgui2e 3 71810 108 u12) axey
G

la |l <m 1BI<m

ou
a€NP, BENT et p(x) = (1 + Ix 12/ 2M = (142 +... xg)”/Zm

) et D8 une dérivation

Q gz - e . , _ -
D, désigne une dérivation d’ordre | a | = a + ..+ @, en x = (x],...,xp v

d’ordre |8 leny.

Munis de leur produit scalaire naturel, ces espaces sont des espaces de Hilbert. On remarque que si
q=0etv=0o0n al’espace de Sobolev usuel, noté H™(RP).

On a le résultat suivant
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PROPOSITION 2.0. On suppose que

(2.0) 7 (x) tend vers +oo quand | x | tend vers + o ou v > 2m alors ['injection de Hm (G)

alors 'injection de HTT(G) dans L2(G) est compacte.

Démonstration. Supposons d’abord que 7 tend vers +°° a I'infini ; on écrit I’inégalité de Poincaré

usuelle sur & pour u €D(G) :

/lu(x,y)lzdy< ¢ f‘rm(x) Z |D€u|2dy.
o m( (g IB1=m

x)

Posant G = { (x,y) €EG/Ix > R} on obtient

/ |U(X,Y)|2dxdy<C sup "u"VTG .
Gr Ix ISR 7M(x) R

Du critére de compacité usuel pour les ouverts non bornés on déduit la proposition 2.0.

On suppose maintenant que 7 est positive, et que v > 2m ; I'inégalité de Hardy nous donne

/ |u(x,y)|2dxdy<Cf Ix |2m Z IDgulzdxdy
GR GR |(x|=m

1
<c / p™ 2. ID%ulZdxdy<C
G

RY2m lal=m

lull2
R1)—2m ”GR

et comme précédemment on a la proposition 2.0.

1
Dans la suite on utilise aussi des espaces «mixtes» ; si w est un ouvert de RP, H;n,r (w x ©) est

o
I’ensemble des restrictions & w x & des éléments de HTT(G).

2. L’opérateur

Soient 9’, 8’ des multientiers de NP et v” et 8 des multientiers de IN9. On suppose
I’hypothése (2.0) vérifiée ainsi que

2.1 Ve>0 3n>0 V(xx)ERP xRP Ix-x1<1

= |7(x)—7(x) | <e 7(x).

1 or
Remarque. Ceci est en particulier vérifié si 7 est de classe cletsi— a—- est, pour tout i, borné

T Xi
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sur RP ; par exemple si 7 =p.

Soit £ une forme intégrodifférentielle HT(G) h.c.c.

) ) T
QG(U,V)=/[ Z Q,yyav(X,Y)DZUD)a(V'*' ; 27”8”(X’Y)D3 UDy V]dXdy
G lyI<m ly’I<m
18’ 1< m 16”1<m

On fait les hypotheses suivantes :

(2.2) Il existe ky > O tel que pour tout ouvert w C RP
5 x e(u,u) > Ky llu "12;1-w % @ bour tout uEOH:,"T(G)
(23) 245 =25, €C(G)
(2.4) Il existe ko > O vérifiant
[y'+8’ |

12,7,5.(x,y) I<kyp 2 (x)
ly+5” |
IQ,YHSH(X,Y) I< k2 T 2 (X)

(2.5) Ve>0 3In>0 VI(kxy),xXy)EG xG

d((x,y), (xX,y'))< n =
ly+8" |
12,050 (0Y) =25 (Xy') | < ep 2
ly+8” |
— ) 2
IQ’Y”(S”(X’Y) Q,ynan(x Y ) I < €T (X)

d((x,y), (',y’)) désignant la distance dans RP¥9 de (x,y) a (x’,y").

Remarque. La forme intégrodifférentielle associée a la norme c’est-a-dire la forme intégrodiffé-
rentielle vérifiant

tgluu)=lul? -

vérifie les hypothéses (2.3) a (2.5).
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p q
iS(Z X & +Z Y "?J)

En appliquant (2.2) 2 u(x,y) = ¥(x,y)e =1 =1 avec

¥ €D(G), € R, = (£ ,s8;) € RP, 1= (n;.1g) € RS,
et en faisant tendre s vers +oo , on obtient
(2.6) il existe kg > O telle que

Uioytn) >kalo™ 2 151247m 35 i1

lal=m [Bl=m

pour tout (¢,1) € RP19 avec

L’(X!Y)E’u) = Z 27’6’ E'Y +5 + Z 27’,8” 'n'y +5
ly'l=181=m [y"1=18"=m

w étant un ouvert de RP, on associe par le lemme de Lax Milgram, I'opérateur L; positif auto-

adjoint non borné dans Lz(w x ) au triplet variationnel (|E|L“T (w x &), L2(w x0),8, O’) .
]

L’injection de HTT(G) dans L2(G) étant compacte, le spectre de L, défini sur G est purement ponc-

tuel ; de méme celui de Li défini sur w x 0 ;on note

0<NMs M) < )\j< )‘j+1 < .. hi '—>+°°
jot e
la suite ordonné des valeurs propres de L défini sur G chacune étant répétée selon sa multiplicité,

et on pose :

N(LL,,G) =N HIL(G), 8g) = 25 1

VT
?\j< A

nombre de valeurs propres inférieures a A de L sur G.

i
De méme, N(A,L;,w x &)= N()\,HL“T(w x &), 8, « 0’) désigne le nombre de valeurs propres

inférieures a A de Li définisur w x 6.

3. Résultats

On étudie le comportement asymptotique, quand A tend vers + o, de N(AL,,G) ;
selon v et 7, deux cas se présentent : si uL(G) défini par 1.1 est fini, on a la formule classique (1.0)

si yL(G) est infini, on suppose que

L(x,y,D4,D) =C(x,D,) + B(x,y,Dy)
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B et C étant de «bons» opérateurs elliptiques. Par découpage de RP, on se raméne a un opérateur

a coefficients figés en x que I’on traite par la méthode de séparation des variables. On a :

THEOREME 2.1. Les hypothéses (2.0) a (2.5) étant vérifiées, on suppose de plus que :

(2.7) (1+1x |2)“p pP(x) 7 (x) tend vers + = quand | x | tend vers +o alors :
1
u (G)= / dxdy / d&dn
(2mPta Jg fem) € RPYYIL(y,Em) < 1}
est fini et
ptq
NALyG) VA2 p(G) A=te

avec

, 4 ) l’+ ”»
L (X»Y»s»"?) = Z 27’8’ 27 +8 + Z 27"6” 717 8 .

[yl=18l=m [y’1=18"l=m
Remarques. (2.7) entrafne (2.0).
Ce théoréme, ainsi que le théoréme (3.1), sont déja connus dans plusieurs cas, et, en particulier,
pour la laplacien sur un ouvert non borné de mesure finie[9] .
Quand uL(G) n’est pas fini, on suppose de plus que

(2.8) 27.5.(x,y) ne dépend que de x.

o
On note be'(u'V) la forme intégrodifférentielle HM (&) h.c.c.

bxﬁ'(”’v)= 'L‘ Z Q‘y”&”(x'Y)D‘Z/ uDg vdy

En appliquant 2.2 sur w x & a u(x,y) =6(x) ¥ (y) avec
0 EDRP) et = 1 surw ;YED(Y),

[
on montre que b, g est H™(®) h.c.c.

On désigne par B, la réalisation positive autoadjointe non bornée dans Lz(ﬁ') du probleme varia-

tionnel

(HM(®), L2(®), b,g)
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et par

0< iy (x) < uz(x)< < uj(x) < .. (x)]_:'_-i-ooo

la suite ordonnée des valeurs propres de B,, chacune étant répétée selon sa multiplicité ; on a alors

le

THEOREME 2.2. Les hypothéses (2.0) a (2.6) et (2.8) étant vérifiées, on suppose de plus que :
(2.9) (14 1x 12)7P pP(x) £9(x) reste borné sur RP, alors

NOL,G) v 2 (x) (P2 ax

jEN {xemp/u(x‘)’ N

avec

wmp(X) =

1 ) ) dE

(2m) Iyl=18'1=m

Remarques. 1. Si les hypothéses (2.0) & (2.5) et (2.9) sont vérifiées, | (G) est infini ; en effet,
d’apres (24)

S TIZOIY LALTIED DI WAL D DR S N B
[y 1=18l=m [y’1=18"I=m

4] ) '3 » 1
mes{(em) € RPTI/ ™ D) gm0 V< —}
ly'l=18"1=m h'l=18"1=m ko

=cp PI2,70/2

t f P—p/2 792 gy dy =+ si (2.9) est vérifiée.
G
_ptg
2. i (G) est infini, liminf A 2™ N(,L,,G)=+<;
A>+oo

en effet, on a, en posant Gp = { (x,y) €G/IxI<R }

_ptq _ptq
fim infA 2™ NOL,G) > fim  infA 2™ NO\L,GR) = ky (GR)-
A+ N>+ oo

Si R tend vers +°, “L(Gii) tend vers uL(G) =+o0 et on a le résultat.

3. Si G’ est un ouvert inclus dans G et si I’on est dans les conditions d’applications
du théoréme 2.1 pour I'opérateur L sur G, on a aussi le théoréme 2.1 pour L sur G’.
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4. Si w est un ouvert borné de RP et que I'on est dans les conditions d’application du
théoréme 2.2 pour L sur G, alors NA,L .G\ w x &) ~v N(AL,,G) quand A >+ oo carw x O
est borné.

4. Application

On reprend I'opérateur A de P'introduction,

am om a2m
A=l+(-1)" ((14x)” )+ (14x)? ——
ax™m ax™ y2m
PP _ 2 .
défini sur G = {(x,y)E[R /[xXER,;0< y< 1 }

[}
L’injection de H;"T (G) dans L2(G) est compacte siv > 2mou o > 0.
Cette condition est automatiquement vérifiée si » + ¢ > 2m, c’est-a-dire si la condition (2.7)
introduite dans le théoréme 2.1 est vérifiée.

1.Siv+ 0 > 2m on remarque que

B(—, —)

1
Vip=mes {(En) € R?/£2M+p2M < 1} = —
m 2m 2m

m
B(ab) I'(a) I'(b) ) le théorsme 2.1 i
avec a, = =——— , par conse uent le eoreme Z. S,a fque .
Tt P q pplig
Al/m 11
NVALG) NV B(——,—) Ao os.

21r2(0+v-2m) 2m 2m

2.Siv+o < 2maveco > 0

On déduit du théoréme 2.2 et de la remarque 4 que

14
1
1 - — +x)0i2m 2m
N(ALALG) v —Al/2m 37 (14x) 2M (1 —“—i’—"—) m
m €N J{xe R ()2 (14x)°< A} A
A
—1)1/0 (1+x)°'2m am 1
n l Al/2m Z / (j1r)2m (H_x)—V/Zm (1- _111_) 2m 4,

avec | ={jEIN /2™ 22M < A} ;eneffet, sij &)

{x>0/(1+x)°2Ma?M < A} =4 ;
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par conséquent

1 1 v

LA 1

2m ¢ 2mo 2m—y

N(ALALG) v —
on

e
™ O ],‘0 um
A

on a alors

sioc> Oetv+o0 < 2m

__1_ + 2m—v
N(VA G) A A2m - 2mo ¢ (2m—v) B( 1 2m—v
7o’ 2m+o—v 2m-v o 2m’ 2mo
1+ o
m
avec ¢ (s) =Z i défini pour s > 1.
=1
sioc >0etv+0=2m
1 1 ™
N(LAL,G) B(—, —)AM LogA A+
4mo1r2 2m 2m

J. Fleckinger

. 1 —1
e Z 2m—v t2mo (1—t)1/2m dt
(jm) 2™

siog< Oetv+ o < 2m on retrouve les mémes formules que pour @ > O selonque v+ 0 < 2m

ou » + 0 =2m ; nécessairement alors : v > 2m.

Démonstration du théoréeme 2.1. On montre d’abord, qu’avec les hypothéses et les notations pré-

cédentes y; (G) est fini ; on minore ensuite N()\,LO,G) en «tronquant» G. La majoration s’obtient

par découpage et figeage des coefficients.

Minoration : Les hypothéses (2.0) a (2.7) étant réalisées, on déduit de (2.6) et (2.7) que y (G)

est fini :
_ptq
u (G) < (2m) o / dx / dy / ddn
R Yo Jlgme RPYI M) < c}
3.k P g
<C(m,p,q)mes/7 29 2dx<+°°six_Pp272 — 4o
RP Ix [>+ o0
on Mgn)=p" 2 L m > 1"
ly'l=18l=m [y’ 1=18"1=m



Estimation des valeurs propres 169

Désignons par Gi{ I’ensemble borné
Gp={(xy)€G/IxI<R}.

Pour tout R > 0, on minore N(?\,LO,G) par N(?\,LO,GR) pour lequel on a (1.0). Faisant tendre R

vers +°°  on obtient :

ptq

(2.10) lim inf A 2™ NQ\L,,G)> p (G)
N> +oo

Majoration : Soit €1 un nombre positif donné et V ur)\’voisinage de G tel qued(G,[ V)< €1 ;0n
prolonge sur V les coefficients £ 6 €N des coefficients £ o vérifiant (2.4) et on considére un pavage
de RPT9 en cubes (Qg')g'eM’de centres (xg.,yg.) tels que si : M’ = { CEM/ Q;‘ NG # ¢ }, on ait,
pour tout (x,y) € Qg_

ly+8'l

" N 2
IQ'Y’S )(X,y) - Q,r&r(Xi-,y;) | < k] G—I P (X)
(2.11) '7”+6”|

Y Y 2
IQ’Y”S”(X’Y) _27;)6)1(X§-,Y§.) I < k] 61 T (X)

~N
On appelle !Zg- la forme intégrodifférentielle de coefficients (constants) 276 (xg.,yg), définie sur Qg. ;

ona:
@12 NOLLG) S NAL, U Q)< X N((T+e)h HI (@), %)
ceEMm cEM
- p+q
. L -1 . 2m
On sait de plus (théoréme 1.0) que (mes Qf) lim A N(A, H (Qg.) Q;.) tend vers une
limite finie quand mes Qg. tend vers O. A > oo
On déduit de ce qui précéde que :
-btq
lim sup A 2m NAL,G) <
A=>+ oo
ptq -ptq 1
2o (1+€) 2™ jim sup [(1+e7)A] 2m N((1+eg)h, HY (Q),2)
tem A - oo

Faisons tendre mes Qg. puis € vers 0 ;on ale résultat.
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5. Démonstration du Théoréme 11.2

On suppose vérifiées les hypothéses (2.0) a (2.6), (2.8) et (2.9). Pour obtenir une esti-
mation de N(A,L,,G) on découpe RP.

Découpage : Soit €y un nombre positif donné ; on considére un pavage de RP en pavés égaux et
disjoints (Ki')i‘EM de centre X tel que
ly+8°1
127,8,(x) —27,5,(x§) < kyexp 2 (x) pour tout x € Ke

(2.13)
[y +8"1
- 2
|Q7,,5,,(x,y) 27,,8,,(x§.,y) < kjer (x) pour touthKg.
posons G§.= K{ x Get
Q;-(U,V) = [ Z: 27)6)(X§-)DZ UD?(’V + Z 271781)(X§,Y)D’;BD3V] dxdy
G, lyl<m ly”I<m
16’ 1<m 16”1<m

On a, comme précédemment
ISZ;.(u,v) —QGK(“'V) I< kyepllu "37G§ < € QGg(u,u)
et par conséquent,
i i i
- m m
(2.14) N((1 ez)R,HVT(GS.), !2;.) < N()\,HW(Gg.), QQI) < N((1+62)7\,H,’)“T(G§),5Z§)

or

2 N)\HVT(GI)QG)< NAL,G < X NAHIM (G MG,)
tEM (EM §

on en déduit

(215) D (N( 1—62))\HVT(G)SZ§.) NALLG) < 2, N((1+62)?\H 1 (GP.%)
§EM ;eM

Séparation des variables : Sur chaque Gg on a des operateurs a coefficients ne dépendant que de vy ;

appelons B, X I’opérateur associé au triplet variationnel (Hm( o), LZ( o), b X G’) avec
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_ ,Yn e
bxi‘ e(U,V) Z / Q’Y"B”(XQ"Y)DY u Dg, v dy
ly’IKm Y&
16”1<m

u]-(xg.) étant valeur propre de By, appelons ‘l’xg. j la fonction propre associée, la suite
)

( 2
U, étant orthonormale totale dans L<( §).
gl (¢)
On désigne par Cg_ i (i = 0 ou 1 précisant les conditions limites), I'opérateur défini sur Kg. par
— _n 7l T+5’
Cg'i = ,Z ( ]) Q,yrsy(XK) DX ,
Iy I<m
18’ I<m

i . . 2 . . i |
par (‘pf’k)k € N la suite orthonormée dans L (Kg.) des fonctions propres de C(l et par ng es

valeurs propres associées :

i

§k = V;k ‘P'k

§

ona:
LEMME 2.1. Avec les notations précédentes
N(A,L i,Gf)z Z N(k'ﬂj(xg-),c i»Kg-)-
¢ JEN §
Démonstration. L’ensemble («pg. K ® wx§ ')k _ forme une base orthonormée de L2(K§) ® L2( o).
R ) Ky
Les fonctions de la forme ga;' k(x) wxf (y) forment une base orthonormée de L2(K§. x ) ;de
’ )

plus ces fonctions sont les fonctions propres de Lg'i défini sur Gg. et
i
= + u.
) Vg',k #,(Xg-)

R0} | Yy, O Y

e X8

on en déduit que :
card {(V;)k, uj(xg.) / Vg.’k +ui(x§.) < 7\} = Z card {V& K S R—pj(xg.) } .
jEN ’

et on a alors le lemme.

Posons M° = {Q’E M| VE.J + (xg.) <A } ; on remarque que si { & M, oussi "‘j(xf) > A, alors
N = u(x), Ceiy Ke) =0.

Par conséquent, en utilisant (2.18) et (2.19), on obtient :
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5§M ié:w N(1=e A mjlxp), CooKe) < NLLG,G) <
Z N((]+E )h—y.(K ),C K )
{ ;VP JEN AR S By
#J(Xg-)<>\

M, est fini et on n’a que des termes positifs ou nuls ; on peut donc permuter les signes Z. Par

ailleurs,

Ci.i est un opérateur a coefficients constants et on a
p-1
K. = p/2m 2m
N(7\,C§l,K§) wmp(xf) mes K( A +o(“")

(wmp(x) défini dans le théoréme 2.2).

On en déduit que

T X N kx).Caky) =

i€EN $EM,
Hi(xg) <A o1
Z “’mp(xf) mes Kf [(l—ez)k—uj(xg_) ] p/2m 4 oA 2m )
JEN (€M,
#j(xg) <A
faisant tendre mes Kg. vers 0 on a le théoreme 2.2.
111 - CAS D’UN OUVERT QUELCONQUE
m, p et q sont toujours des entiers naturels et » un nombre réel.
(3.0) ¢ est une fonction de classe C°, strictement positive, définie sur RP.
(3.1) & est un ouvert borné de RY et on suppose que © est étoilé par rapport a 'origine.
On définit §2, ouvert de IRp-{'q par
Y Y1 Yq
Q= {(X,Y) € RPYI/ XERP ;Y =(Yq,,Y) € RI; —— =( )eo}

#(X) o(X) ¢(X)
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1. Les espaces

(3.2) Soit o une fonction continue, strictement positive, définie sur RP.

o

On définit 'espace %J:;(Q) [resp. .%;:;(Q)] comme le complété de D(S2) [resp. D( Q)] pour

lanorme Il | o) AVeC

1/2
f[ > el ituiz+ X 6Pl 10f U 12 axay
Q

I U " o) =

lal<m 1B 1<m
avec @ € NP, € INY, les notations étant les mémes que précédemment.

On introduit aussi, comme dans |1, des espaces «mixtes» ; w étant un ouvert de RP, on désigne

ST
par w l'ouvert

“= {(xy)ea/xew}

Tm ~
w

et par %W(

. .. DAY o m
) ’ensemble des restrictions a w des éléments de ,,7/”0(9).

Ces espaces, munis de leur produit scalaire naturel, sont des espaces de Hilbert et on a le résultat

suivant :

PROPOSITION 3.1. On suppose vérifiées les hypothéses (3.0) a (3.2) et
o(X)

(3.3) ——2—-—tend vers + o quand | X | tend vers + > ou v > 2m

¢“(X)

alors l'injection de X ::,(Q) dans L2(S2) est compacte.

o

Démonstration de la proposition 3.1. Elle s’effectue comme dans 11, en utilisant, selon les cas,

I'inégalité de Poincaré ou I'inégalité de Hardy.
On considére maintenant un probléme aux limites elliptiques défini sur .
2. L’opérateur

o
Soit a, une forme intégrodifférentielle .%S;(Q) h.c.c.:

ag(U,V) = /[ 2 a,sXYDYUDdv+ X ng»(X,Y)DY'U D3V dxdy
% X X Y y y
Q lyl<m Iy’ I<m
18’I<m 1871< m
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on fait les hypothéses suivantes :

Il existe k3 > 0 tel que, pour tout ouvert w C RP

(3.4) an (UU)> kg ||U||2r\,pourtoutUEg(m(Q)
w VoW Vo

N, g -
w étant défini comme précédemment

(3.5) a5 = %e co(Q)
(3.6) il existe kq > O vérifiant, pour tout (X,Y) €Q
| 1’+8’|

layp(XY) IS kg o 2 (X)

I'y”+8”|
|a7n5n(X,Y)|< k4 g 2 (X)

(3.7) Ve>0 3nle d((X,Y),(X,Y) < nle) =

ly+8|
laypg(XY) =2y (X Y) <ep 2 (X)

)
)

|y+5”]
Ia,ynan(x,Y) —a,ynsn(X’,Y’)|<60 2 (X)

lo(X) = a(X’)| < eoa(X)

l¢(X) = (X)) < € 6(X)

by o (UV)= 2o amsn(X,Y 6(X)) DL U DYV dY
X o 7’6 Y™ Ty
Iy’ I=18"l=m Y&

o [«]
est une forme HM( &) h.c.c. et on désigne par By g I'opérateur associé au triplet (H™( o),

L2( o), bXG') et par (yj(x))j N la suite croissante de ses valeurs propres.

3. Résultats

’\l ’ e . . . ’
w étant un ouvert de £, on désigne par A; I’opérateur positif autoadjoint non borné
n . - rm, v v .
dans L2( w ) associé au triplet variationnel ( 1?(17( w), LZ( w ), a ~,). L’hypothése de la propo-
w

sition (3.1) étant vérifiée, le spectre de A j défini sur £ est purement ponctuel ; on note :
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o< 7\1< 7\2< < >‘j < .. avec 7\,- —> + oo,
j—)—l-oo
la suite ordonnée des valeurs propres de Ao, chacune étant répétée selon sa multiplicité ; on

étudie le comportement asymptotique, quand A tend vers +oo , de N(A,AO,Q) = Z 1.
>\j< A
On obtient :

THEOREME 3.1. On suppose que les hypothéses (3.1) a (3.6) sont vérifiées et que

(3.8) 1+ 1x1 2)—p(1—v/2m) [—%()i] 9 tend vers +oo quand | X | tend vers + alors
$“(x)

1
MOE / dXdy / dtdn
AT ampra Jo {gm) € RPTI Av(xy,Em) < 1}

est fini, A’(x,y,&n) désignant le symbole de la partie principale de A, et

ptq
NLAGR) v A2M 4, (@) A+

THEOREME 3.2. On suppose que les hypothéses (3.1) a (3.7) sont vérifiées et que

(3.9) les coefficients a, 5»sont indépendants de Y
1-v/2 o
(3.10) (1+1x 12)—p( f2m) [ 2(x) ] % est borné sur RP alors
¢“(x)
2
NAALR) v 2 W () D (0) 672(] 2™

e NS {Xlu) <A ¢2Mx)} TP

quand X tend vers + oo avec

1
W, (x)= f dg e
" e Hrewrr) X a5 (ME7 < 1}
lyl=18l
— m o
K (x) désignant les valeurs propres du probléme variationnel HM( o), L2( o), by O’) avec

» 67
by gUV)= 22 25X, Y6(X) DY U DSV dy

ly’l=18"1 Yo
=m
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4. Application

On reprend I'exemple de I'introduction :

om om aZm
A=+ (=1)" | — (14X)Y — + (1+X)°
axm axm ay2m

défini sur Q = {(X,Y) € R? /| XER,;O <Y<(1+X)r} avec ¢ > 2mr ;ou, quand 0 < 2mr,
v > 2m.

On retrouve les résultats du Il en remplagant ¢ par 0 — 2mr (ce qui revient a faire le changement
de variables x = X et y = Y(1+X) ).

On obtient :

19) Si v+o—2mr > 2m

)\1/m 1 1
N(A;AO»'Q) ~ B(-———,——) A=+ oo
wmotr-2m(r+1)] 2 2m

29) Si v+o—2mr < 2m

1 2m-p
)\2m 2m(o—2mr) 2m—v 1 2m-v
N(LAGR) — 1
(2m=—v+0—2mr) L o—2mr 2m " 2m(o—2mr)
T o—2mr
A>+ oo
39) Si v+to—2mr=2m
1 1

NVALQ)

1
B(—, —) A2 Logh Ao+
2m

4m1r2 o—2mr 2m

Remarque. Le théoreme 3.1 se démontre comme le théoréme 2.1.

5. Démonstration du théoréme 3.2

Pour démontrer le théoreme 3.2, on procéde comme dans Il, par découpage, mais
'ouvert n’étant plus cylindrique, on ’encadre par des réunions de pavés. Plus précisément, €5 €tant
un nombre positif donné, on considére un pavage de RP en pavés égaux et disjoints Kg., de centres

Xi, ; posant

v
Ke=1{(oy)€Q, xeK |,
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o a'IOC’lZ CI1 avec
na-e="-%

19 {(xv)euzp’fq/xek 1+e2\(=(1+e2 Y ...Ezv)eo}
¢ (Xg) ¢(X§) 1 ¢(X§) q
1 1—e
le={(X,Y) € RPTI/ X EK, ; yeo}
¢(X§-)

Prenons les pavés K;. suffisamment petits pour que la forme 3¢ a coefficients figés a,ya(Xg.,Y)

définie sur chaque I} ¢ vérifie

(3.12) 2 a; (UU) - (UU) I < 23, (U,U) pour UE 9?;}(‘,(9)
§ $

Soit €3 un nombre positif donné et R tel que si { EMp = { SEMIIXI>R } ,alors :
(3.13) l2;t(UU) =2 (V) 1< c(1-€3) (1+e,)™ 2 €3 2 (UU)

ou a,if est la partie principale de 3¢

On se ramene alors a la démonstration du théoréme 11-2 en posant
x=X,y=(1# (:'2)<1)_1 (XS’)Y et u(x,y)=(1 % 6‘2)_q/2 ¢q/2(X§) u(X,Y) ;
on montre en effet que
(3.14) ue L2( §) si et seulement si u € L2(G§.)
(3.15) U eg/m (ll ) si et seulement siu € Ii-IlTU“ + 62)¢—2(X§) (Gg.)

et on obtient, comme dans le cas cylindrique, en faisant tendre €, vers 0, une minoration de
N(ALA,Q R) et une majoration de N()\,A1,QR) avec Qp = { (x,y)€EQ/IXI>R } .

Pour conclure, on considere une fonction croissante de R, dans R, telle que :

f(Au)

f*(u) = lim

existe et est continue pour u > 0

(1) =1

x~ (pta)/2m f(A) tend vers + e quand A tend vers + o .
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De la formule (10) appliquée a I'ouvert borné
ap={xy)eQ/IxXI<R}
et de la proposition (1.2), on déduit que
lim inf £1(0) NALALQg) < lim inf £ TAINAAR) < lim sup TINAALQR)-

A= +oo A= Foo A= +oo

Faisant tendre €3 vers 0, on a le résultat.
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