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Résumé : On donne un résultat d’homogénéisation pour une classe de problèmes non linéaires de

diffusion stationnaire où les coefficients de diffusion dépendent de la fonction inconnue. Les dé-

monstations sont basées sur une méthode de type énergie et ont pu être obtenues grâce à une

approximation sur les coefficients.

Summary : We give homogenization results for a class of non linear stationary diffusion problems
where diffusion coefficients depend on the unknown function. Proofs are based on an energy
method and have been obtained with the help of an approximation on the coefficients.

INTRODUCTION

De nombreux auteurs ont étudié ces dernières années des problèmes d’homogénéisa-
tion dans le cadre linéaire.

Pour une revue sur le sujet on pourra consulter [2] ainsi que la bibliographie de cet

ouvrage et L. Tartar [ 13 ] .

Dans le cadre non linéaire, les résultats sont plus fragmentaires et sont obtenus soit

pour des perturbations non linéaires raisonnables d’un opérateur linéaire, soit pour des non-

linéarités particulières. Voir par exemple [2], [3], [10] , [11 ] , [12] . .
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Nous étudions, dans cet article, une classe de problèmes non linéaires de diffusion

stationnaire où les coefficients de diffusion dépendent de la fonction inconnue de manière

Lipschitzienne, et montrons que la méthode d’énergie due à L. Tartar peut être utilisée ici comme

dans le cas linéaire.

Plus précisément, nous montrons que tout revient à homogénéiser une famille d’opé-
rateurs linéaires de coefficients aij(.,À), dépendent d’un paramètre À, ce qui conduit à une famille
d’opérateurs homogénéisés de coefficients donnés par les formules usuelles de [2] .

Les coefficients du problème non linéaire homogénéisé du problème initial sont alors

où u est la solution du problème homogénéisé.

Pour obtenir ce résultat nous utilisons une méthode de régularisation des coefficients

et des propriétés d’interversion de limites.

Bien entendu, mais cela n’est pas fait ici, le résultat obtenu s’étend aux équations
d’évolution de diffusion en suivant les méthodes de [2] .

Le plan de cet article est le suivant : .

1 . - POSITION DU PROBLEME ET ENONCE DU RESULTAT

Il. - DEMONSTRATION DU THEOREME 1

III. - QUELQUES LEMMES

IV. - DEMONSTRATION DU THEOREME Il DANS LE CAS DE COEFFICIENTS

REGULIERS

V. - DEMONSTRATION DU THEOREME Il DANS LE CAS GENERAL

1. POSITION DU PROBLEME ET ENONCE DU RESULTAT

Soit n un ouvert borné de IRn. On désigne par r la frontière de 03A9 que l’on suppose
très régulière. On introduit

un «rectangle» de IRn et l’on dira qu’une fonction ~p de IRn dans IR est Y-périodique, si elle admet

la période Yk dans la direction yk , k = 1,2,...,n. Ceci posé, on se donne pour i,j E ~ 1,2,...,n ~ des

coefficients de comportement - 

.



vérifiant

Soit e > 0 destiné à tendre ultérieurement vers zéro. On suppose que il a une struc-

ture eV-périodique et l’on définit les coefficients ai. dans il par : .

On considère alors le problème de diffusion non linéaire :

Problème PE : :

On cherche uE, af solution de

Après avoir montré que ce problème PE possède une solution au moins, pour tout e > 0 (Théo-
rème 1 ), on s’intéresse à la limite de ces solutions lorsque e tend vers zéro (Théorème 2).

On introduit maintenant les notations :

* La répétition de l’indice indique une sommation.



et l’espace

On prolonge alors les fonctions (/? ~ W(Y) à !R" par Y-périodicité de sorte que (en notant encore

(~ le prolongement obtenu) ~ G 

On a alors :

THEOREME 1.

i) Sous les hypothèses ~ ~ sur les coefficients et

il existe au moins une solution au Problème PE, c’est-à-dire u~ vérifiant

ü) En outre, il existe p > 2, tel que si f E W ~ ~p(S~), alors ;

où C et p ne dépendent que de n, S~, a, ~i.

Le résultat principal de cet article annoncé dans [1 ] , est alors contenu dans le

THEOREME 2. Lorsque e tend vers zéro, il existe une sous-suite uE telle que

où u est une solution de

les étant donnés par les mêmes formules que dans le cas linéaire [2] , A étant considéré



comme un paramètre, c’est à-dire ;

où les ~i03BB sont donnés par

I I. DEMONSTRATION DU TH EOREME 1

1 ) On rappelle les résultats suivants :

~

Alors pour g donne dans H’~ (~2)
1

De plus, d’après un théorème de Meyer (cf. [2] et [8] )

où on définit

Le nombre p ne dépend que de a, de Sup 1 bij 1 de S~ et de n. La constante C dépend des mêmes
quantités que p.

Remarque 1, i) On n’a pas de contrôle de p tel que (15~ ait lieu. On sait qu’en général (n > 2)
on ne peut avoir p > n.



ce qui a lieu pour

c’est-à-dire pour

2) Démonstration du théorème 1- - Première étape (voir aussi [6] ) )

Si w E q > 1 et si on choisit bij(x) = aij(x,w(x)) il résulte de [4] , [9] que

x ~ bij(x) est mesurable et vérifie (13). Ainsi il existe uE, unique, tel que

et il existe p > 2 tel que si f E W ~ ~p(S2) alors uE E avec

où p et C sont des constantes indépendantes de w et E.

Deuxième étape

La première étape permet de définir une application TE telle que

Comme avec injection compacte, u~ 
= TE(w) reste dans un borné de 

donc dans un compact de LP(Q) lorsque w décrit un borné de LP(Q).



Si l’on montre le :

alors

On peut appliquer à TE le théorème du point fixe de Schauder, ainsi

Démonstration du lemme 1. Considérons une suite wm E LP(Q) telle que wm converge vers w dans
LP(Q) ; alors um = TE(wm) et u = TE(w) satisfont :

Par différence

c’est-à-dire

il en résulte que, d’après (15), (16) :

Comme wm -* w dans fort, wm -* w en mesure. Alors, les ai. vérifiant les conditions de
Carathéodory * il résulte de[ 9] que aE(wm) - a~ij(w) ~ 0 en mesure, cette quantité étant majorée

* f : (x,03BB) ~ f(x,X) satisfait aux conditions de Carathéodory si

i) pour tout À E IR f(.,X) : x -~ f(x,X) est mesurable

ii) pour tout x E IRn f(x,.) : A -~ f(x,À) est continu.



indépendamment de m, puisque |a,j(x,X) !  j3. Comme par ailleurs, 2014 ! 1 ~ L 1 (il), nous
allons montrer : 

aXe 
J

Or pour 5 > 0, soit

Les ensembles mesurables EN , 0 croissent avec N et

de sorte que

Pour ~ > 0 donné, on peut trouver à indépendant de N tel que

à ainsi fixé, on peut choisir N assez grand de sorte que

car mes EN , 0 -7 0 lorsque N - + oo. 
’ 

° 

.

On en déduit (25), d’où il résulte que le second membre de (25) tend vers zéro lorsque m - + ~

et la démonstration du lemme 1 est ainsi achevée. ’



III. - QUELQUES LEMMES

Considérons une fonction ~3 : : (y,X) -~ j3(y,X) de IRn IR à valeurs dans IR et véri-

fiant :

On introduit

1

On a alors : :

LEMME 2. On suppose que ~i vérifie (26), alors, V p > 1

LEMME 3. On suppose que a vérifie (26), alors

Démonstration du lemme 2.

i) L’inégalité (28) est immédiate grâce à (26,iii).

):) Par densité de dans W~(~), il suffit d’établir (29) pour w E ~(~).
De plus, quitte à remplacer ~(.,X) par 0(.,À) - ~(.,0) on peut supposer ~(.,0) = 0.

Ainsi de (28), où l’on choisit ~/(x) = h = (0,0,0,...,h;,0,0....,0) h, > 0 (à la place),



on déduit :

or (voir par exemple [9] ) :

(car si 03B2 vérifie (26), on L°°(IRn x IR)) et :
a~

On en déduit alors (29)..

Démonstration du lemme 3. D’après la structure périodique de S~ on peut écrire :

En introduisant la fonction caractéristique ~~q de 03B3~q, à 03C6 E on associe 03C6~ par

et l’on note que

Maintenant pour cp et Ç E ~~ (S~) on a :

de sorte que

, 1 1
résultat qui s’étend par densité à (-+? =1 ).

P P’

Ainsi si ~pE ~ c~ dans fort, on peut écrire :



Le premier terme de (34) tend vers zéro d’après (33) et le second terme est majoré en valeur

absolue par

d’après le lemme 2, terme qui tend vers zéro en vertu de la définition de et de (32). D’où le

lemme 3..

Remarque 2. En fait la conclusion du lemme 3 est valable avec des hypothèses plus faibles 
la condition de Lipschitz (26 ; iii) n’est pas indispenseble ; l’hypothèse ~i E où

est !’espace des fonctions continues bornées sur la droite, est suffisante. Pour le voir on

approchera ~i par une suite ~ de fonctions de l’espace C1 (IRn x IR), avec ~ -~ a dans
LP(Y ; lorsque 0 - oo, où est muni de la topologie de la convergence uniforme

sur tout compact.

IV. - DEMONSTRATION DU THEOREME 2 DANS LE CAS DE COEFFICIENTS REGULIERS

IV.1. - Première étape

Ainsi on peut extraire des sous-suites, encore notées u~ et af (i = 1,2,...,n) telles que :

* 
On rappelle que si E est un espace de Banach de norme notée !! !! p on note L~(Y ; E)

1 q  + ce !’espace des (dasses de) fonctions f mesurables dans Y pour !a mesu re de Lebesgue
de tR" à valeurs dans E, tet!es que / !! f(t) !! ~ dt  + ce si 1  q  + ce et

supess !t f(t) !!  + oo si q = + oo. Muni de sa structure d’espace natureNe L (Y ;E) est un espace

de Banach.



et ai satisfait à

lV.2. Deuxième étape

On introduit maintenant une fonction w : (y,X) - w(y,X) par

où P est un polynôme homogène de degré 1 et où la fonction

est l’unique solution de

On introduit aussi

Les C. sont Y-périodique en y G IRn pour tout À G IR et satisfont à

Nous allons maintenant faire une hypothèse supplémentaire de régularité sur les coefficients aij.
Pour cela, soit :

Tout élément de W1 ,~ (IR) est représenté par une fonction continue bornée sur IR et lipschitzien-
ne sur IR. Muni de la norme

W~ ~°° (IR) est un espace de Banach contenu avec injection continue dans l’espace des

fonctions continues et bornées sur IR.



Si en plus de (1 ) on fait l’hypothèse

où C°° W1 ~°° (IR)) désigne l’espace des fonctions de classe C°° sur IRn à valeurs dans
W1 ~°°(IR) dont toutes les dérivées sont bornées, alors on a le :

LEMME 4. Si les ait vérifient (1 ) et (42), les fonctions X et G sont des fonctions ~i particulières
vérifiant (26).

Supposons avoir montré le lemme 4 et introduisons

D’après (41) C~j vérifie

où quelle que soit la fonction K(x,À), on introduit la notation

Il résulte alors du lemme 3 que

et du lemme 2 que

et donc que

Il résulte alors de [(46) - (48)] et de la compacité de l’injection de dans que

D’après le lemme 4, (y,03BB) ~ x(yA) est majorée par une constante indépendante de y E IRn et de

À E IR ; il en est donc de même de X(-, Uê) ce qui entraîne que
e



De même, ~ étant une fonction 13 particulière,

Il en résulte que

IV.3. - Troisième étape

Soit cp E ~ (il) ; nous pouvons prendre v = cp w~ dans (8), ce qui donne :

c’est-à-d i re

Si on fait tendre e vers zéro, il résulte de (36), (49), (50), (51 )

Comme d’après (37) on a

de (53) - (54) on déduit :

Alors le choix P(y) = yk donne les formules (11 ) et le théorème 2 est démontré sous réserve de

vérifier le lemme 4..

IV.4. - Démonstration du lemme 4

i) Notons tout d’abord ceci :



Soient~. ijE~2,...,n~ vérifiant

Alors si P est un polynôme homogène de degré 1, il existe (en raison de la Y-périodicité et d’après
les propriétés de régularité locale * des problèmes elliptiques), une fonction Y-périodique unique
0 : : y -~ 0(y) telle que 0 E et vérifie

Alors d’après la régularité locale * on a :

où Tk (k = 1 ,2,3) ne dépend que de n, |Y|, Max |~P ~03B3i| > Max i,j Il «ii Il 
cm1> 

> ° ’ m  r-1.

Comme d’après le théorème de Sobolev, pour tout m OE lN, il existe r ~ IN tel que

il résulte de (58) que

ii) Ceci posé si ai. l E W~ ~°°(~R)), on peut appliquer les résultats du i) avec
= 0(y) = en notant que d’une part

* voir par exemple [7]



, 
. 

..et que d autre part x =- vérifie
a~

équation ayant les mêmes propriétés que celle vérifiée par x.

Il résulte alors de (58) appliquée avec m = 0 que l’on a (les C désignant des constantes

diverses ne dépendant que de i Y I n Max su Il a.. Il k ~ , k convenable

mais ne dépendant pas de A) 
> > p y 

ce qui établit que x vérifie (26).

Le fait que les C. définis par (40) vérifient (26) est alors immédiat, d’où le lemme 4.

Remarques 3.

i) Le lemme 4 n’est pas économique relativement aux hypothèses sur les aij. Nous

n’avons pas jugé utile de minimiser les hypothèses pour obtenir (59).

ii) Notons cependant que sous l’hypothèse

on peut, en adaptant légèrement un raisonnement de [5] , obtenir

Avec a;; vérifiant (1) on n’obtient seulement que :

l’estimation ~~ ~ L~(Y ; L~(IR)) ne s’obtient q ue si on est assuré d’avoir :
a~

a"



V. - DEMONSTRATION DU THEOREME 2 DANS LE CAS GENERAL

En notant que les aij vérifiant (1 sont dans l’espace L°°(Y ; W1,~(IR)), on peut les
approcher dans l’espace Lq(Y ; W1,~ (’R)) (q à choisir) Par des fonctions a) dans

; espace des fonctions de classe C°° dans IRn à valeurs dans W1,~ (IR) et à

dérivées bornées sur 

V.l. . Résultats d’approximation

Introduisons une fonction j : : y - j(y) possédant les propriétés suivantes:

et, pour tout 8 > 0

on régularise alors les coefficients ai~ (vérifiant (1 )) par convolution en y :

on a alors immédiatement

c’est-à-dire que les coefficients satisfont (1 ) ; donc, pour tout 6 > 0 :

Par ailleurs, si DP désigne une dérivation d’ordre p en y = on a



d’où:

Ainsi

En outre on vérifie que

donc

Maintenant à uE vérifiant (8) et (36), associons l’unique solution de

où l’on a posé

Ainsi : O



LEMME 5. a étant choisi dans (71 ) par

alors pour 9 -~ 0 :

Démonstration du lemme 5

Point i)

De (63) et (8) on obtient en posant

ce qui grâce à (74) est

d’où compte-tenu de (72)



De (76), (77) on déduit (C2 étant une constante > 0 indépendante de (0,e))

d’après (70) ; d’où le point i).

Point ii)

donc

Mais

[car u8,e reste dans un borné de d’après (72)] .

On obtient donc, compte-tenu de (78), (79), (80) : :

C étant une constante > 0 indépendante de (9,E) ; d’où le point ii) du lemme (5).

Du lemme 5 nous allons déduire le :

LEMME 6. Sous les hypothèses du lemme 5, lorsque (B,E) -~ (0,0) dans IR x IR :

Démonstration du lemme 6

i) (( , )) désignant le produit scalaire dans Hô(SZ) on peut écrire



Soit 11 > 0 ; ; d’après le lemme 5, on peut choisir 9o(v) indépendant de e avec

D’après (36) ue -+ u dans faible, donc on peut trouver eo(v) tel que

Ainsi, pout tout 11 > 0, pour tout v E on peut trouver (eo,80) tel que

d’où le point i) du lemme 6.

Démonstration analogue pour /e point II).

Maintenant, comme u ~ est uniformément bornée en (0,e) dans p > 2

(donc dans H1o(03A9)), on peut pour 0 fixé, extraire une sous-suite e’(0) ~ 0 te!te que l’on ait :

on en déduit alors le

LEMME 7. Sous les hypothèses des lemmes 5 et 6 et (83), lorsque 8 -~ 0

Démonstration du lemme 7. Le lemme 7 exprime une propriété d’intervention de limites. Pour
fixer les idées, soit

* où e est choisi tel que (36) ait lieu



Pour tout v E H ~ 0 (il), on peut écrire :

Pour r~ > 0 donné, on peut

1 °~ d’après le lemme 5, choisir indépendant de E, e’ tel que

2°) D’après la convergence faible de u~ vers u dans trouver no(v) E lN tel que
n > no(v) implique 1  4. .

3°) D’après le lemme 5 et la convergence faible de u~ vers u dans on peut

supposer (quitte à changer de 6o et no) que pour 0  B  n’ > n > no(v) on a :

Ainsi, pour 0  9  6o et n > on aura simultanément les concisions des points

1 ° à 4° ci-dessus. Donc :

ce qui établit le point i).

Démonstration analogue pour le point ii) ; d’où le lemme 7.



Désignons maintenant par

l’unique solution de

et posons

Alors on a le :

LEMME 8. Lorsque 9 -~ 0

Démonstration du lemme 8

i) De

vérifiées pour tout ~p E W(Y), on a par différence

et par choix de 03C6 = ~03B8-~, on obtient



Prenant pour p, celui de l’estimation de Meyer (cf. [2] , [8] ) relative à (39), pour lequel on a :

d’où le point i) du lemme 8.

on déduit

1 1 1
en procédant comme dans le i) et en utilisant (89) on a si - + - = -

p q 2



De sorte qu’en utilisant (89), on déduit de (90) que

(C~ constante > 0 indépendante de 0) ; d’où le lemme 8..

V.2. - Démonstration du théorème 2

On part de (72), où l’on peut prendre

on obtient

d’où

D’après les résultats du § IV, on a pour 9 fixé > 0 .’



On peut alors passer à la limite pour e > 0 fixé dans (93) lorsque e - 0 en utilisant (83) et (94) ;
on obtient :

Mais lorsque 0 - 0

on peut donc passer à la limite lorsque 0 - 0 dans (95) pour obtenir

Comme

on aboutit à

d’où la conclusion de théorème 2..

Remarque 4. I ( résulte de (71 ) et de la remarque 2, que l’on peut, en approchant les coefficients

par des coefficients réguliers qui convergent dans où est muni de la

topologie de la convergence uniforme sur tout compact, démontrer le théorème 2 pour des coef-

ficients ait Y-périodique dans IRn et vérifiant



Note ajoutée à la correction des épreuves

Remarque 5. M. ARTOLA a démontré récemment (note à paraître) que sous les hypothèses du
théorème 1 ci-dessus il y a unicité de la solution des problèmes Pl et P2.
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