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BASES COMMUNES DANS CERTAINS ESPACES DE FONCTIONS
HARMONIQUES ET FONCTIONS SEPAREMENT HARMONIQUES SUR
CERTAINS ENSEMBLES DE ¢"

Ahmed Zériahi (7

(1) Université Paul Sabatier, U.E.R. M.I.G., 118 route de Narbonne 31062 Toulouse~France

Résumé : Nous démontrons tout d’abord I'existence d’une base commune réguliére dans les espa-
ces de fonctions harmoniques H(E) et H(D) ol E est un compact du plan complexe limité par un
nombre fini de contours de Jordan mutuellement extérieurset D un domaine borné de € tel que

E C Det D \E est régulier pour le probléme de Dirichlet classique.

Ensuite nous appliquons ces bases pour démontrer que si E1,...,En sont des compacts
de € vérifiant une condition polynomiale harmonique (H) et si Dy,....D,, sont des domaines quel-
conques de € tels que Ej C Dj (1 < j < n) alors toute fonction f (complexe) définie et séparé-

ment harmonique sur

X= (E1 x .. Ep_qx Dn) U..u (D1 X Eyx . x En)

se prolonge en une fonction T n-harmonique dans I’enveloppe d’holomorphie
-~ n
X={zeq": 21 hDi (z3E;) < 1¢ deXdans@" ;o hDi (z:E;)
|=

est la fonction sous-harmonique extrémale associée au couple (Ei’Di)'
Ce résultat généralise un théoréme de Nguyen Thanh Van (Bull. Sci. Math. 2éme série
97 (1973) p. 33-49).

Summary : First we show existence of a common basis in the spaces H(E) and H(D) of harmonic
functions where E is a compact subset of € limited by a finite number of Jordan contours mutu-
ally exterior and D is a bounded domain of € such that E C D and D \ E is regular for the clas-
sical Dirichlet problem.
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Then we apply this to obtain the following continuation theorem : if E1,...,En are
compact subsets of € satisfying some polynomial condition (H) and Dy,...,D, are domains of @

such that E; C Di (1 <i < n), any function f defined and separately harmonic on
X= (E1 X ... X En"] X Dn) U..uU (D-I X sz e X En)
is continuable on a function f n-harmonic in the enveloppe of holomorphy
- n
X={zeq" Z hDi (Zi’Ei) < 1} of Xin@" ; where hDi (zi;Ei)
|=

is the sub-harmonic extremal function associated with (Ei’Di)‘

This result is a generalisation of a theorem due to Nguyen Thanh Van (Bull. Sci. Math.
2&me série, 97 (1973) p. 33-49).

INTRODUCTION

Etant donnés des compacts El""'En et des domaines D1""’Dn du plan complexe @
tels que Ej C Dj (1 < j < n), Siciak [11] a démontré par une méthode d’interpolation, le résul-
tat suivant :

THEOREME (Siciak [11]). Si chaque Ej (1 < j < n) est non effilé en chaque point de sa fron-

tiere extérieure, alors toute fonction f définie sur I’ensemble
(1 X=(Eyx..xE 1 xD )U..U(D;x Eyx..xE)

3 valeurs complexes, qui est séparément holomorphe sur X (i.e. pour tout point
(a],...,ak_1,ak+1,...,an) appartenant & Eqx..xE 4 xE g% E, (k fixé, 1 < k < n),
la fonction w > f(a1,...,ak_1,w,ak+1,...,an) est holomorphe dans Dk) se prolonge en une fonc-

tion holomorphe dans I’enveloppe d’holomorphie
n
X ={z=(29,m2,) €C": D, hp (z;E) <1
=1 !

de I'ensemble X ; hp. (Zi;Ei) étant la fonction sous-harmonique extrémale associée au couple
(Ei'Di) (1<i<n).

Nguyen T.V. a fait remarquer dans [7] que la condition de Siciak sur les compacts Ej

ne suffit pas si on s’intéresse au probléme du prolongement des fonctions séparément harmoniques
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sur un ensemble de la forme (1). Son exemple montre que dans ce cas, les compacts Ej doivent étre
nécéssairement des ensembles d’unicité pour les fonctions harmoniques. De plus, il a démontré par
la méthode des bases communes que si chaque Ei est limité par un nombre fini de contours de
Jordan mutuellement extérieurs le théoréme de Siciak s’étend a la classe des fonctions séparément

partie réelle sur X de fonctions holomorphes (voir [7], théoréme 5).

Nous nous proposons dans ce travail d’étendre le théoréme de Siciak a la classe des
fonctions séparément harmoniques sur X lorsque les compacts Ej vérifient une «condition poly-
nomiale harmonique» (H) analogue 4 la condition polynomiale de Leja (voir [11] ). Notre résul-
tat (théoréme 5.1) généralise celui de Nguyen Thanh Van puisque les compacts qu’il a considéré

vérifient la condition (H).

De plus nous donnons d’autres exemples de compacts vérifiant la condition (H). En
particulier, on donne des exemples de compacts «assez petits» du plan complexe vérifiant la
condition (H).

Notre principal outil est la technique hilbertienne et la méthode des bases communes

utilisées par Zaharjuta pour étendre au cas de plusieurs variables le théoréme de Siciak (voir [15]).

Notons que I'application des bases communes a des problémes de prolongement avait

déja été faite auparavant par Nguyen Thanh Van (voir [7]).

| - PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

Pour un ouvert D de €" (n > 1), on notera O(D) I'espace de Fréchet des fonctions
holomorphes dans D, RO(D) I'espace réel des fonctions qui sont partie réelle dans D de fonctions

holomorphes dans D, cet espace sera muni de la topologie de la convergence compacte sur D.

Si D est un domaine de @, on notera H(D) I'espace réel des fonctions harmoniques
réelles dans D. Cet espace sera également muni de la topologie de la convergence compacte dans D.

Tous ces espaces sont nucléaires.

Si E est un compact de €", on note O(E) (resp. RO(E)) Iespace des germes de fonc-
tions holomorphes (resp. partie réelle de fonctions holomorphes) sur E, muni de sa topologie
limite inductive. Enfin si E est un compact de €, on note H(E) ’espace réel des germes de fonc-

tions harmoniques sur E avec sa topologie limite inductive.

Si A est une partie de €, on notera K la partie de ¢2 définie par

(1.1) Z={(z1,22)€¢2:z1+i12€A, 7, +iz, €A}
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Si K est un compact de @" et D un ouvert de C" tel que K C D, on pose

hp(z:K) =lim sup sup { u(z’) : u EPSH(K;D) }
z’~>z

ol P(K;D) désigne I'ensemble des fonctions u plurisousharmoniques dans D telles queu < 1sur D

et u < O sur K. La fonction h’l")(.;K) sera dite fonctions plurisousharmonique extrémale associée
a (K,D).

Pour les propriétés de cette fonction voir [11] et [15].

Il - BASES COMMUNES ET ECHELLES HILBERTIENNES DANS CERTAINS ESPACES DE
FONCTIONS HARMONIQUES

Nous rappelons essentiellement dans ce paragraphe des résultats démontrés dans un

cadre plus général dans [16] auquel nous renvoyons pour les démonstrations.

2.1. Soit D un domaine de € et © =D le domaine de ([2 défini comme dans la relation
(1.1). D’apres le théoréme 2 de [3] et le théoréme du prolongement analytique, il existe un opé-

rateur linéaire de prolongement
(2.1) T :RO(D) -~ 0(£2)

Il est facile de voir grice au théoréme du graphe fermé que T est continu ; si E est un compact de

D, K= E est un compact de 2 = 5, et 'opérateur T s’étend en un opérateur linéaire et continu
(2.2) T :RO(E) » O(K)
comme cela résulte de la continuité d’un opérateur dans une limite inductive. On peut montrer

(voir [16] ) que si hQ(.,K) et hD(.,E) sont les fonctions extrémales de (K,Q2) et (E,D) respective-

mentona
he(z:K) = max { hpy (2 +izy ) , hpy (7 +HZE) }

pour (z ,22) =z € Q. Par conséquent =D, et donc I'opérateur (2.2) induit un opérateur liné-

aire continu continu noté encore T

T :RO(D,) = O(2,)
(2.3) Va€Eo]
T :RO(E,) > O(K,)
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ol Ea={z€D:hD(z;E) < a} et Ka={w€Q:hQ(w,K) < a}.

2.2, On suppose maintenant que D est un domaine borné et régulier de Cet E un compact
de D avec D \ E connexe, formant un ensemble d’unicité pour la classe RO(E) (i.e. f € RO(E) et

f [g=0=>f= 0) et non effilé en chacun de ses points.

Si on désigne par ROC(E) (resp. OC(K)) I’espace de Banach complété dans C(E) (resp.
C(K)) espace des fonctions continues, de I’espace vectoriel des restrictions 2 E (resp. K) des germes

de fonctions appartenant 2 RO(E) (resp. O(K)), on a les inclusions continues
(2.4) RO(D) <, RO(D) C, RO(E) C., ROC(E)

(2.5) 0(Q) ¢, 0(2) <. O(K) . 0OC(K)

D’aprés un lemme d’espaces hilbertiens démontré dans [16], il existe alors deux paires {H],Ho}
et {01,00} d’espaces hilbertiens telles que le diagramme suivant commute
(2.6) RO(D) <. H; & RO(D) € Hy C. ROC(E)

\ \ \ \

0(Q) .0y . 0(Q) C.0, C. OC(K)

et 'opérateur de prolongement induit une isométrie de Hi sur O, i=0,1, ce qui permet d’établir

le résultat important suivant :

THEOREME 2.1. Pour toutes paires {H 0,H1} et { 0) 0,01} d’espaces hilbertiens vérifiant les rela-
tions (2.6) on a le diagramme commutatif suivant :
RO(E,) —» HY - RO(D,)
\ \ \

O(Ky) »> 0% - 0(Q,)

ou I'opérateur de prolongement induit une isométrie de H* dans 0% (H%) er (0%) étant les échel-

les hilbertiennes engendrées par (H oM ) et (O 001 ) respectivement.

2.3. Le théoreme 2.1 peut étre alors utilisé pour établir I’existence de bases communes dans

les espaces RO(D) et RO(E), pour un domaine D borné et régulier pour le probléme de Dirichlet et
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E un compact d’unicité pour la classe RO(E) et non effilé en chacun de ses points tel que D \ E

soit connexe.

Nous nous contenterons ici de I'énoncer dans le cas particulier ol E est un compact

limité par un nombre fini de contours de Jordan mutuellement extérieurs. On note Do = Int(E).

Avec ces notations on peut tout d’abord préciser le théoréme 2.1 dans ce cas particulier.
THEOREME 2.2. Pour deux espaces de Hilbert H1 etH, Vvérifiant les inclusions continues
(2.8) RO(D) C,H; CSRO(D) C,RO(E) C Hy ., RO(E)
on a les inclusions continues
(2.9) RO(D,) ©H* C,RO(D,)  Va€0,I[
(H%) étant Iéchelle hilbertienne engendrée par H1 etH o
De la on peut facilement déduire le résultat suivant :
PROPOSITION 2.1. Pour toute paire {H] ,H o} d’espaces hilbertiens vérifiant les inclusions conti-
nues (2.8), il existe une base commune { O } des espaces RO(D) et RO(E) qui est une base commu-

ne orthogonale des espaces H1 etH o Vérifiant les estimations

(2.10) Claye) k2 < gy I < clae) < p&tE, vk =1
k k'D k
a

k
=lg I, 1o et logu ~— (k=>o).
He™ Tk THy L R
c’(a,€), c(a,€) sont des constantes indépendantes de k.

Remarque 2.1. Les inclusions (2.9) du théoréme 2.2 restent valables si on suppose seulement que

les deux espaces Hq et H0 vérifient au lieu de (2.8) les inclusions continues suivantes :

RO(D) C,H; C4RO(D) CLRO(E) CHH, CHRO(D,).

111 - BASES COMMUNES REGULIERES DANS CERTAINS ESPACES DE FONCTIONS HAR-
MONIQUES

Dans ce paragraphe, nous donnons d’une part un résultat qui montre la «régularité»
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des bases fournies par la proposition 2.1 et d’autre part nous démontrons un théoréme d’existence

et de régularité des bases communes dans les espaces H(D) et H(E).

3.1. Dans les hypothéses de la section 2.3.,0n a :

THEOREME 3.1. Toute base commune {‘pk} des espaces RO(D) et RO(E) fournie par la proposi-

tions 2.1 est réguliére i.e. vérifie la relation :
(3.1) lim (lg Iy )/K=RY2  vaeio
k'D
kK —>oo a

ou R=R(E,D) > 1 est une constante ne dépendant que de E et D.

Démonstration. Soit {¢k} une base commune des espaces RO(D) et RO(E) donnée par la proposi-

tion 2.1. Pour montrer la relation (3.1) il suffit de prouver la relation asymptotique
Koo 2108k

log iy v — logRi.e. lim = 1. Pour cela, on procéde comme dans [7], en remarquant
2 k—oo\klog R

tout d’abord que toute base réguliére { ek} des espaces O(D) et O(E) dont I’existence a été établie

par Nguyen Thanh Van [6], permet de construire une base { wk}des espaces RO(D) et RO(E)

vérifiant lim  ( 1y, I )1/k =R¥2 ¢n posant ¥, =Re(e )sik=2pet Y, =Im(e ) si k =2p+1.
a p P

k =00

on achéve la démonstration en procédant comme dans [16] .

3.2. Nous allons maintenant étudier I’existence et la régularité des bases communes dans
les espaces H(D) et H(E).

Supposons tout d’abord que D est un domaine limité par un nombre fini de contours
de Jordan I‘O,I‘1 ,...,FS ; I‘o contenant tous les I'; (i=1,...,s) dans son intérieur. Soit a; un point

intérieur a I‘i, i=1,...,s.

Un raisonnement classique qui repose sur la représentation intégrale d’une fonction
harmonique d’une variable complexe par le noyau du potentiel logarithmique dans le plan prouve

que toute fonction harmonique dans D s’écrit :

S
(3.3) h(z) =Ref(z) + > A loglz-al, z€D
i=1

ol f € O(D), Ay A sont des nombres réels qui ne dépendent que de h. La représentation (3.3)

est unique.

Nous allons maintenant démontrer un analogue du théoréme 2.1 pour les espaces H(D)
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et H(E). Faisons les hypothéses suivantes : D est un domaine borné régulier du plan complexe €,
E un compact limité par un nombre fini de contours de Jordan mutuellement extérieurs tel que

E CD. On note D0 = Int(E), intérieur topologique de E et D1 =D. Pour chaque i =0,1 on note :

Hi=H2(Di)=3f€H(Di) f nﬁ;/ I1f12dV < 4o
I
D.
I

on a alors les inclusions continues et denses
HD,) < H3(D) CLH(D,) =0,
Avec ces notations on a le

THEOREME 3.2. // existe une base commune {¢k} des espaces H(D) et H(E) qui est une base

orthogonale commune des espaces de Hilbert H2(D1 ) et H2(D 0) et vérifiant la relation

(3.4) lim (lglp ) ¥ =R¥2  vaep,[.
k—>+oo o

ot R=R(E,D) > 1 est la constante déja rencontrée au théoréme 3.1.

Démonstration. Comme I'inclusion continue H1 (@I Ho est dense, nous pouvons considérer I'é-
chelle hilbertienne { Ha} engendrée par Hy et Ho'

Nous allons établir les inclusions continues suivantes :
(3.5) H(D,) C»H* <, H(D,) YV a€]0,1]

a) Pinclusion continue H* H(Da) (0 < @ < 1) s’obtient par un raisonnement
déja utilisé plusieurs fois et qui est essentiellement basé sur le théoréme de deux constantes pour

les fonctions harmoniques (théoréme 1 [7] ).
b) Montrons I'inclusion continue suivante :
(3.6) H(D,) < H® 0<a<1

Supposons pour commencer que D est limité par un nombre fini de contours de
Jordan Fo’FP""Fs(a) disjoints T contenant tous les T, (i # 0) dans son intérieur, les T; (i #0)
étant mutuellement extérieurs. Alors pour B > a (B assez voisin de @), DB sera limité par un
nombre fini de contours de Jordan [‘(’),F’1,...,I‘;(6), s(B) = s(a) ; I, contenant tous les autres

¥ (i # 0) dans son intérieur et chaque I'; contenant T'; dans son intérieur pour i < s(a). D’aprés
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la relation (3.3), on a une décomposition en somme directe topologique.

(3.7) H(DB) = RO(Dﬁ) OIR. h1 0.0IR. hS(B)

pour B > a (B assez voisin de a), ol h;(z) = log lz—a,1 (1 <'i < s(8)) avec a; intérieur a I; si
1 <i < s(a), a; & D et a; intérieur 2 I pour s(a) < i < s(B), lorsque s(B) > s(a).

Les «trous» de D n’étant pas réduits a des singletons, chaque fonction h; est harmo-

nique dans un voisinage de D. Si on note I P’espace de Hilbert des fonctions h € RO(D) avec la

12
I, = Ih12dv )" <+, k=0,
k \Ub

k

on sait d’apres le théoréme 2.2 et la remarque 2.1 que 'on a

norme finie

(3.8) RO(B,Y) S 17 <, RO(D,) VY yE€10,1[

ol (17) est Iéchelle hilbertienne engendrée par Ipetly.

Notons

-
Jo=F"®Rh;®..0OR.h CH(Da)

s(a)

J o €st un espace hilbertien réel pour la norme hilbertienne

s(a) 12 s(a)
Inl, =<Z |>\j|2> +lgl g, sih=g+; A b

avec g€ 1%, AprAg(q) € IR
Nous allons établir les inclusions continues suivantes :
(3.9) H(Dﬁ) Gl & H*  pour B > « (B assez voisin de a)

Tout d’abord nous avons déja remarqué que les fonctions hj sont harmoniques dans
un voisinage de D, donc hj € Hj (j=1,..,5(8)) et aussi RO(Dﬁ) 1% (voir (3.8)). D’autre part
le théoreme d’interpolation dans les échelles hilbertiennes montre que 1% C_, H%. Par suite on a
I'inclusion Jo © H® par définition de Ja' La continuité de cette inclusion résulte des estimations
suivantes :

s(a)

— a.
pourh—g+j; )‘jhjeja avec g€~
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s(a)
"h"Ha < IIjZ_1 )\jhj ||Ha+ IIgllHa

s(a)
< ; I}\jl.llhjllHa+c1.llgllla
s(a) 112
2
<co<z |7\j| ) +¢4 ||g|||a
=1
<c||h||J
a

ou CC1,C sont des constantes absolues.

A. Zériahi

Il reste a établir I'inclusion continue H(Dﬁ) Sy B> (B assez voisin de a).

Il est clair d’aprés (3.7) que H(DB) CJycarsigE RO(Dﬁ)

s(B)
h= 2 N h + g€ H(Dp)

et comme a; Ba pour i > s(a) pour de tels i,

s(a) s(B)

h;€RO(D,) eth=")" N hi+gg olig =g+ D )\.hJ.ERO(Ba)CIa.

=1 s(a)+1 )

De plus, il existe une constante ¢ > O telle que

s(a)
Ihiy < C<Z |>\j|> tlgl o

j=1

or 'inclusion RO(Dﬁ) C, 1% est continue, il existe donc un compact L C G{i tel que

s(8)
lgy I o < c’<‘—z 1+ |g|L>
j=s(a)+1

s(B)

I'h "Ja < c”(z I>\j|+ IgIL)

j=i

s(B)
sih=g+ > N hjEH(DB)
i=1

En utilisant la base {(bk} de RO(DB) et la base {5;(} ={ h1”"’hs(ﬁ)} U{ ¢k} qui résulte
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de la décomposition (3.7) ainsi que le systéme biorthogonal {ai(}={ h’1,...,h’s(3)} U{ ¢i(} associé

a { $k } , estimation précédente s'écrit :

s(B) oo
(3.10) Ih "Ja < c"< 21 Ihjf(h)|+kz1 |9} (). |¢k|L>
J= t—3

la série du second membre étant convergente parce que { ¢k} est une base absolue de I'espace
RO(DB).

Pour établir la continuité de I'inclusion H(Dﬁ) C ) o il suffit de voir d’aprés I'estima-
tion (3.10) que les semi-normes
s(B) oo
hEH(Dﬁ)—>pL(h) =3 lhj’(h)l+ > lgp (). 19y 1
i= k=1
pour L compact C DB, sont continues sur I'espace H(Dﬁ) et engendrent la topologie de H(DB)'

Pour cela remarquons tout d’abord que si L est un compact de Dﬁ ona

oo

Ihl, < D 15181,
k=1
s(8) oo
<}1: Ihj’(h)l.lhle+kZ_1 lgp (h)1. T¢I

s(8) oo
< ¢ (; thj’(h)|+kZ:;1 I¢|‘((h)|.|¢le>

d’ou la relation
(3.11) IhlL <cL.pL(h) s VhEH(DB)

pour tout compact L C DB » €_ est une constante > 0.

Maintenant il reste a voir seulement que les semi-normes py_ sont continues sur H(Dﬁ)'
L’espace H(Dﬁ) étant évidemment un espace tonnelé, il suffit d’aprés un principe classique de
prouver que p| est semi-continue inférieurement, ce qui découle de la définition de pL comme

enveloppe supérieure de fonctionnelles continues sur H(Dﬁ).

Notre assertion est démontrée et la relation (3.9) est établie ; par passage a la limite
inductive dans (3.9), on obtient (3.6).

Dans les autres cas de configuration de D, » le raisonnement est plus simple car alors
Da est une réunion finie de domaines simplement connexes et donc H(Da) = RO(Ba) et I'inclusion

(3.8) donne H(Ba) CL 1% : de plus on a I% C, HY; la relation (3.9) s’en découle dans ce cas.

Ainsi la relation (3.5) est établie.



86 A. Zériahi

Pour démontrer le théoréme, considérons une base{rpk} commune orthogonale des
espaces Hy et H vérifiant Il O ll Hy =1, O I He =Mt (pour Iexistence d’une telle base
voir [5] et [14] ). Alors ¢, est une base orthogonale dans chaque H% et | (o I e =uﬁ‘ , pour
chaque « € 10,1[ .

Des relations (3.5), il résulte évidemment que I'on a

H(D) = lim proj H(D,) = lim proj H®
atl atl

H(E) = lim ind H(D ) = lim ind H®
alo alo

et par un raisonnement classique, on en déduit que { ¢k} est une base commune des espaces H(D)

et H(E). De plus la continuité dans (3.5) entraine :
(3.12) c(a,e)u‘lf—e < g, | D,, < c’(a,e)uﬁ‘+e Vk =1

pour tous @ € 10,1[ , € > o ; c(a,€) et c’(a,€)-étant des constantes. Par conséquent pour prouver

la relation (4.9), il suffit de prouver la relation asymptotique : log y v > log R.

On procéde comme dans le théoréme 4.1. Pour o, > o, voisin de o 'ouvert Da est
réunion d’un nombre fini de domaines simplement connexes pour o < a < &, , donc
H(D,) = RO(Da) et {npk} est une base réguliére des espaces RO(D ), 0 < a < a,. Ce qui permet
d’établir un isomorphisme simultané entre les 2 échelles de Riez Aa(ak) et Aa(bk) ol ay = log p

et b = -2-Iog R pouro < a < a, - Ceci entraine d’aprés un théoréme de Zaharjuta ([14]) que

a
lim k= 1, d’ol1 notre assertion ; le théoréme est démontré.

k—oeD

IV - CONDITION POLYNOMIALE HARMONIQUE POUR LES COMPACTS DU PLAN COM-
PLEXE

4.1. Définissons tout d’abord une condition polynomiale harmonique analogue a la condi-
tion polynomiale (L) de Leja (voir [11]). Dans tout ce qui suit on identifie Ca IR2 et IR2 au sous
espace { (z1.2)) € @ Im(zq) = Im(z5) =0 } de @2.

DEFINITION 4.1. On dit qu’une partie E de IR vérifie la condition (Ho) en un point a € E si
pour toute famille & de polynomes harmoniques dans IR2 ponctuellement bornée sur E i.e.

VzEE, sup |h(z)l< +e0na:
hex#
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Ve >0, IM =M(ae), 38 =68(a,€) tels que
Vhe Z, VzE€Bs(a), Ihz)l < M. ecdeglh)
ou Ba(a)={zE(I:|z—al<8}.

On dit que E vérifie la condition (H) au point a si pour tout r > 0 I'ensemble

E, ={ Zz€E:lz—-al < r} vérifie la condition (Ho) au point a.

Enfin on dira que E vérifie la condition (H) et on écrira E € (H) si E vérifie (H) en

chaque point a € E.

Il est clair que toute partie E- C IR? = € vérifiant la condition (H) vérifie la condition

(L). La réciproque n’est pas vraie. Une condition analogue a été définie dans [72].

Exemples. 1) Tout compact E C IRZ vérifiant la condition (L) dans (12, vérifie la condition
(H) dans IR2. Il en découle un certain nombre d’exemples importants de compacts vérifiant la
condition (H) dans IR2 (voir par exemple [8] et aussi [12] ). Par exemple si | et | sont deux com-
pacts de IR C @, réguliers au sens de la théorie du potentiel dans le plan. Alors E=1 x | est un
compact de IR2 qui, considéré comme compact de (12, est le produit de deux compacts de € véri-
fiant la condition L dans @ ([11], théoréme 1.2). D’apreés un résultat classique, E vérifie la condi-
tion (L) dans €2 ([11], théoréme 1.1), donc la condition (H) dans IR2. En particulier si | ou J
est I'ensemble triadrique de Cantor, on obtient un exemple d’ensemble compact de a2 vérifiant

la condition (H) mais de «dimension» inférieure a 2.

2) Soient E C IR2, a€E et F un compact convexe de IR2 d’intérieur non vide tel que

a€F CE, alors E vérifie (H) au point a, comme il découle d’un résultat de Dudley-Randol ([2]).

Nous montrerons plus loin qu’il existe des compacts de IRZ vérifiant la condition (H)

dans IRZ mais ne vérifiant pas la condition (L) dans €2 (voir remarque 4.1 ci-dessous).

4.2. Nous allons maintenant donner d’autres exemples importants de compacts vérifiant

la condition (H) dans IR2. On a le critére suivant :

LEMME 4.1. Soit E une partie de @ d’intérieur non vide et a € E. S’il existe un ensemble compact

[ de @ régulier au sens de la théorie du potentiel dans le plan (par exemple un arc continu) tel que
o}

a€letT \{ a } C E =Int (E), alors E vérifie la condition (H) au point a.

Démonstration. On peut supposer E connexe. Soit{Ek } une suite exhaustive de compacts con-

o}
nnexes de E = Int(E) telle que chaque Ek soit limité par un nombre fini de contours de Jordan
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différentiables I'un contenant tous les autres dans son intérieur.
Soit & une famille de polynomes harmoniques dans € telle que
sup{ lh(z)lzhegf'}< +o0 sizEE

D’aprés un résultat classique de Dudley-Randol ([2]), il existe pour chaque k = 1 et tout € >0,
une constante Mk = Mk(e) telle que

(4.1) Inlg, < M, .c€/2-deghh)  yhez,

Si Ek désigne I’enveloppe polynomiale convexe de Ek , on peut montrer facilement qu’il existe
une constante ¢, > 0 telle que tout polynome h € & posséde un polynome harmonique conju-
gué h* tel que

4.2 Ih*lz < cp.lhlg =¢, |hl
-2 Ee ~ KT T B kT B

Alors de (4.1) et (4.2) il résulte I’estimation
(4.3) Ih+intlg < (14 My e€/2.deglh)  yhez

L’inégalité de Bernstein-Walsh appliquée aux polynomes (analytiques) h + ih* fournit a partir de
(4.3) I’estimation :

(4.4) Ih(z) +ih*(@2)| < (1+c My 4q eld2F VE, Jdeg(h)

VheEF, VzEC ;ou VE est la fonction extrémale de Zaharjuta associée au compact Ek et qui
coincide d’ailleurs dans le cas présent avec la fonction de Green de € \ E, avec pole au point infini

(voir par exemple [10]).

Posons pour chaque k = 1, F| = (Ek NnT)u {a}. Alors (Fk) est une suite de com-
oo
pacts telle que U F = I soit un compact régulier au point a. D’aprés un résultat de Cegrell
k=1
([17p tim V"Ig (a) = 0. Il existe donc un entier k) = ko(e) et par semi-continuité supérieure de
ko0 k
V"|; , un voisinage U de a tels que
k
o

(4.5) V"I; (z) < €/2 pourz €U
k
o
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Orsionpose E.=E,_ NT,onaF, =E_U a etd’aprésun résultat de Siciak (voir [10]) on a
o ko ko o

VE = V’I'Ek et donc d’aprés (4.5)
0 0
(4.6) VE (z) < €/2 pour zEU
o

D’autre part puisque E, CE, ona V’Ek < V"é et compte tenu des relations (1.8) et (1.9) on
o o

obtient o
Ihz)] < A.efde8h) v, ey, vhesF

o A=(1+ Cx )Mk 41 ©st une constante qui ne dépend que de F et de € ce qui prouve donc
o "o

que E vérifie la condition (Ho) au pointa.Sir > OetE, ={z€ E:lzal < r}=E N B(a,r) ot

. T
B(a,r) est la boule ouverte de centre a et de rayon r dans €, alors si I" =T N B(a ,5) on a

0
| AN {a} C Er et on peut appliquer ce qui précéde au compact régulier I’ et a I’ensemble E, pour

en déduire que E_ vérifie (H_) au point a. Donc E vérifie (H) au point a, ce qui prouve le lemme.

Remarque 4.1. I résulte du lemme 4.1 que tout domaine de Jordan D C IR2 vérifie la condition
(H) en chaque point de sa frontiére. Ceci ne demeure plus vrai si on remplace la condition (H) dans
IR2 par la condition (L) dans €2. En effet Saddulaev a construit (voir [9]) un domaine de Jordan

D, © IR2 qui ne vérifie pas la condition (L) dans c.

Enfin donnons une définition qui sera utile dans la suite. Une partie E de IR2 est dite
localement d’unicité pour une classe £ de fonctions harmoniques au voisinage de E si pour tout
point a € E et tout voisinage w de a, E N w est un ensemble d’unicité pour la classe £ (i.e. hEL
eth IEnw=0=>h=O).

Il résulte alors de ([16] , lemme 4.1, p. 49) que tout compact E € (H) est localement

d’unicité pour la classe H(E).

V - PROLONGEMENT DES FONCTIONS SEPAREMENT HARMONIQUES SUR CERTAINS
ENSEMBLES DE €"

Commengons par donner une définition : soit D un domaine de € (n > 1) une fonc-
tion f : D = € continue dans D est dite n-harmonique si pour tout a € D fixé, la fonction d’une
variable complexe z — 1E(a1,...,ak_1 ,z,ak+1,...,an) est harmonique dans I’ouvert{z e C:
(a1,...,ak_1 ,z,ak+],an) € D}de C pour chaque k fixé 1 < k < n. D’aprés Iellipticité de "opé-
rateur A (laplacien dans Rzn), toute fonction n-harmonique dans D est harmonique dans D comme

fonction des 2n variables réelles en identifiant C" 2 IR2n.
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On notera n.H(D) I'espace des fonctions réelles n-harmoniques dans D muni de la topo-

logie de la convergence compacte sur D.

5.1. Soient D1,...,Dn des domaines quelconques du plan complexe et E1,...,En des com-
pacts du plan tels que Ei - Di (i=1,...,n). On posera D = D1 x sz e X Dn , on supposera (ce

qui n’est pas essentiel) que chaque Ei est sans trou dans Di‘

L’objet de ce paragraphe est la démonstration du théoréme suivant :
THEOREME 5.1. Soit f une fonction a valeurs complexes définie sur ['ensemble
X=(Eyx..xE _4xD )U..U(DyxExx..xE)

et séparément harmonique sur X (i.e. pour tout point (a1 - ) +1""’an) de I'ensemble
Eyx..xE_qxEy1x...xE, , la fonction z > f(a1,...,ak_1 ’Z'ak+1""’an) est harmonique
dans D\ pour chaque k fixé, k E{1,2,...,n}). Alors si pour chaque i E{1,2,...,n } E; € (H), la
fonction f se prolonge (de maniére unique) en une fonction [ n-harmonique dans |’enveloppe
d’holomorphie

n

X= (Z],...,Zn) €D :Z hDi(Zi,Ei) <1

de 'ensemble X.

La démonstration de ce théoréme se fait en plusieurs étapes et sera une conséquence

de la proposition 5.1 ci-dessous.
Nous aurons besoin du lemme suivant :
LEMME 5.1. Soient U = Upx...x u,et V= V1 X .. X Vn deux domaines quelconques de C" tels

n E CU, tout domaine D,E C
D = D1 X oo X Dn CCV et toute fonction f n-harmonique dans Vs Vérifiant les inégalités

que U CCV,. Pour tout compact E = E1x...xE
lfIU < Moetlflv* < My ona

=y MY
Ifl D]:71 X oo X Dn,’yn < 0(711"-17n) . MO . M]

ouy= 02 + ..+ Tn €10,1[ ; pour chague j=1,...,n,

n
Dmi ={ z €D, :hDj(zj,Ej) < 7j}etv*= zEV ; hvi(zi,Ei) <14,
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Démonstration. Si n = 1, le lemme 5.1 est une autre version du théoréme de deux constantes pour
les fonctions harmoniques (voir [7], théoréme 1) ; pour n-quelconque, le lemme s’obtient par ré-
currence a partirdu casn=1.

5.2 Considérons de plus des compacts F1,...,Fm (m > 1) et des domaines G1,...,Gm deC
tels que Fo C GQ (1 <2< m). On utilisera les notations suivantes E = Eqx..x En ,

F=Fyx..x Fm,D=D1x...an,G=G1x...xGm

n
=1
m
Gy = \»IE(;:QZ1 hGQ(wQ,FQ) < 1§

Nous allons montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 5.1. Soit f une fonction a valeurs complexes définies sur I’ensemble
Xx=(ExGx) U (Dxx E)

vérifiant les deux conditions suivantes :

(a) V z€E, la fonction w — f(z,w) est m-harmonique dans G

(b) Y wEF,lafonction z > f(z,w) est n-harmonique dans D.

Alors, si chaque compact Ej (1 < j < n) et chagque compact Fo (1 < € < m) vérifie la condi-
tion (H), la fonction f se prolonge en une fonction n+m-harmonique dans I'enveloppe d’holomor-

phie

n m
X ={(z,w) EDsx x Gy : Y. hp, (zE;) + > hGQ(wQ,FQ) <1

de X.

Démonstration. Nous allons procéder comme dans [7] et [15] . Démontrons d’abord deux lemmes.

On peut supposer f a valeurs réelles.

LEMME 5.2. Soit f une fonction réelle définie sur X«. On suppose que f est localement bornée
sur D« x F et vérifie les deux conditions (a) et (b) de la proposition 5.1. Alors, si chaque compact

Ej (1 < j < n) vérifie la condition (H) et si chaque Fo (1 < 2 < m) est un ensemble d’unicité
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pour la classe H(G Q) et non polaire dans Gy, il existe une fonction ?n+m-harmonique dans un voi-
sinage © de E x Gy telle que Tlz,w) = f(z,w) pour (z,w) € © N X. Si de plus chaque F vérifie la
condition (H), alors ® = X -

Démonstration du lemme 5.2. Remarquons tout d’abord comme dans [15] que puisque chaque Fg

est non polaire dans G , il existe pour chaque £ = 1,..,m un voisinage GSZO) de Fy tel que

hG (o) (z;F) #1dans G o) , ce qui d’aprés le principe du maximum pour les fonctions sous-harmo-
nlques prouve que pour tout domaine GQ tel que FQ Cc GSZ o) CGp,ona GQ v GQ o oli on

pose

Gpa=12€Gy:hgy(@F) < a}.

Pour chaque j,1 < j < n (resp. £ 1 < 2 < m) le domaine D (resp. Gg) peut étre
approchée par une suite {Dgs)} (resp. { gzs)}) de domaine de € limités par un nombre fini de

contours de Jordan disjoints I'un contenant tous les autres dans son intérieur telle que :

(s1) g cofll cc.. CCDj(S) ccoft cc.;p=u ol¥) (1<j<n)
: s=1
(5.2) F cglo) CCGQ) cC.. CCG&ZS) CCGSZ-"“) cC..;
G=U Gf) (1<e<m)
=1

m
Posons pour chaque s = 1, D(S) =H D§S) et G(S) =H GSZS). Soient 0@ des nombres

2=1
n

réels arbitraires de 'intervalle ]0,1[ vérifiant Z a; =1 et posons
i=1
( n
Al =f;epl® hp () (2E) < g} (1 <P < n) et AlS I'[
on choisit pour chaque i = 1,...,n un voisinage Ki de Ei dans Di(”, limité par un nombre fini de

contours de Jordan disjoints I’'un contenant tous les autres dans son intérieur.

Fixons s = 3 ; d’aprés le théoréme 3.2, si on pose, dV étant I’élément de surface dans

C
H I)-— heH (&( ) . |hl = "ll " : < i ]:"')
g ( i ) -/;( ) dV sl) R 1= n
H(i)_— h € H(K. : |h’2d =1|h 2 . + o0 i=1,..,n
o ( I) f V " " 1(l)< ! ], ’
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ona:

H(-A.I(S)) c, H1(i) c. H(Ai(s)) c. H(()i) c, H(Ki) i=1,..,n

il existe une base{q‘b'((i)} de I’espace H(Ai(s)) qui est une base commune orthogonale des espaces
HS') et Hg) (1 < i < n) vérifiant (voir théoréme 3.2)

o

o ol & i & Hi)
En posant ¢, = ® ¢v|- ,VEN"; Hi= Hs et Hy= ® Ho , {¢V} est une base or-
=1 ! 1<i<n 1<i<n

thogonale commune des espaces Hyet H0 telle que

|¢VIA(S)<c(a,e)u‘;j+e 0<a<1, e>0, veN"

o
(5.3) o,y =1, 1 ¢V"H]=“9]) ug;;g difuv, yEND
|08ﬂ(,,ii) '\zizi.log R, (v, —>e) 1<i<n
de plus, on a les injections continues
(5.4) nHAE) o Hy conH@ab) oo L onHK)

m

D’autre part soient B1,...,ﬁm € 10,1] tels que ; Bj =1 et posons
m

af) = . (1<2<m) ;sz(s)=}:I1 ) c gl

w EGSZS) :hngS) (wiFg) < By

Soit

|$9) =

hEH(QSZS)): f(s) |hl2dV=lIhlllng) < +ob, 0=1,..m.
Q

D’apres le lemme 5.2 de [15], il existe deux espaces de Hilbert I(()Q) etTgZ) tels que si Lo est un
voisinage compact de FQ dans QSZS)

(5.5) i} or@p) W cLhcy) o 1@ e=1,m
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et une base { ll/(kg)} orthogonale commune des espaces ISQ) ,ng) etl gz) telle que

Tl |§,‘3)=1’ I wknil?z) < gk, I w,ﬁ’z)ulgg)=o§f)1w

A ~ A
Notons | = ® Igz) y 1= ® 'T(()Q) , 4= ® I#Q). Alors on a les inclusions
1<¢<m 1<e<m 1<@<m
continues
(5.6) I, @ mHE@E) T comHew) cy
m
et le systéme %\ = 0 w()?) , AE N™ forme une base orthogonale commune des espaces de
=1 %
Hilbert 1, 1), T vérifiant
_ ~ 2 .2 _p(1) p(m) def
67 Wy =1, bl <eduad, apng o) o) = 0y

En appliquant le théoréme de deux constantes pour les fonctions harmoniques sous

la forme du lemme 5.1 (dans le cas n = 1), des relations (5.5) et (5.7) il découle compte tenu du

i (s=1) = os=1) (s=1)
fait que 2 91 o X X Qm,a

(5.8) il gs1) < @03 =caNg ... \7, 0% 0 .

Par hypothése pour tout w € F, f(,w) € n.H(D«) et a6 ¢ D4« , donc en vertu de (5.4),

f(,w) EH;etona

f(.,w) = Z aV(w)¢V dansH,;, VwE€F.
veN"

D’apres les propriétés d’orthogonalité de la base{ ¢V} et les relations (5.3) on a

1
(5.9) aV(w) =E \/A-(S) f(z,w) ¢V(z) dV(z), VwEF, VYveN"

Comme par hypothese f est bornée sur A(S) x F, il résulte des relations (5.9) et de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz

1 A(f) .
(5.10) la,(w)l < —. A(f) . "‘pV"H1 =——, YveN" vwerF
u

D 14

ot A(f) =/ IA(S) |.sup | f(z,w) | est une constante ne dépendant que de f et 1a6) | est le volume
(z,w) € A(S)x F
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euclidien de A,

D’autre part pour tout z € E, F(z,.) € m.H(G«) et als) ¢ Gx , donc en vertu de
(5.6)ona

f(z,.) = Z b)\(z) ¥, dansly, Vz€E,
AENT

et par le méme raisonnement que précédemment on obtient

A'(z
(5.11) Iby (2)] < (), Vz€EE, VAeNT

o)

ol A’(z) est une constante dépendante de z car nous n’avons pas supposé la fonction f localement

bornée sur E x Gx .

Nous allons voir que, en affaiblissant un peu I'ordre de I'estimation (5.11), on peut la

rendre uniforme en z sur E. D’aprés (5.3) et (5.10), on a pour tout « € ]0,1[ ete > 0

1111 (ate—1) Rvn(a-l-e—] )

I aV(w) ¢V(z) I < c(a,€)R n

Viweal xF, vyenn

ce qui prouve, en choisissant € > 0 tel quea+¢ < 1, quela famille{aV(w)qSV(z)} est uniformé-
ment sommable sur tout compact de A(S) xF= U (Ac(xs) x F).
0<a<1
Désignons par{w’h} la base duale de{ ‘1’7\} dans IE) dual topologique fort de | . La
continuité des injections (5.5) et la densité de I'inclusion n.HC(L) C.n.HC(F) impliquent que les

formes linéaires Y définissent des éléments de n.HC'(F) dual topologique fort de n.HC(F) et on a
) ) — m

Comme n.HC(F) est un sous-espace de I'espace de Banach B(F) des fonctions (réelles) bornées
sur F, il résulte du théoréme de Hann-Banach que toute forme linéaire \[/5\6 n.HC’(F) se prolonge

en une forme linéaire Y% € B’(F) avec la méme norme i.e. d’apres (5.12)
* — ) m

Comme la famille {aV(w) ¢V(z)}v e Nm est absolument sommable sur A(S) x F, pour tout

z € A) 1a fonction Z ¢,(z) a, € B(F) on peut donc prolonger la fonction by(A € NM) a
v e N"

I'ouvert A(S) en posant
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: ’z)=¢§< 2 4,0 a,,) = 2 a,4,0)

yeN yeNP

ol ayy = l]/’)"\(av).

Nous allons montrer que la fonction ainsi prolongée est un élément de l'espace
n.H(A(S)). En effet les relations (5.10) et (5.13) entrainent

A(f) n
laz I < 105 I gyp) N, Igp) < c.—, VweEN

Hy
Cette derniére estimation jointe a (5.3) prouve que la famille {av)\ q)V(z)} v € N" pour A fixé

(s) et sa somme b)\

€ NM_ est uniformément sommable sur chaque compact de A 5) = v Aa

0<a<1
définit une fonction n-harmonique dans A(S) qui est le prolongement unique a A(S) de la fonction

by définie initialement sur F. De plus, on a, en vertu des estimations précédentes :
(5.14) Iby(z)| < A’ <+, VAENT,  vzeal

Considérons maintenant les fonctions

log | by (z)! _
v)\(z)=-g—l\—(—2—, zeals ]), AEN™,

IOg 0)\

D’aprés I’estimation (5.11), en considérant une bijection 7 de N sur N on a

(5.15) lilin sup Vn(k)(z) <-1, Vz€E=E;x..xE

—>o0

n

Comme chaque compact E, (1 < i < n) vérifie la condition (H), d’aprés le corollaire 11, p. 49
et la définition page 41 de [16] on obtient : ¥V € > 0, 3 M = M(e) = cte et U = U(e) voisinage
de E tel que

M m
Iby (@) < — VzeU, VAEN
—€
o\
Nous allons maintenant prouver que !a famille {b)\ ® wx})\ e Nm est uniformément

gs—_g) X Q‘(XS_2) pour tout & € 10,1[ . En effet soient

(71,...,7n) € ( 10,1] )" tels que Y1t -+ 7, = 1-a, ot « € ]0,1[ . Alors les relations (3.13) et

(3.14) jointes au lemme 5.1 entrainent

sommable sur tout compact du domaine A

c(Yq,eee,
(5.16) oy, (s-2) As2) < ..(71]_711). , AENT
],71 X e X n’7n 0(;\( 6)

. (s=2) _ - A(s—2) . . -
ol Am’i ) = zieAi 'hA§5—2) (Zi'Ei) < Yipr 1= 10
i
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Les estimations (3.9) e (5.”6) donnent

(5.17) )<< (e ,...,'yn)?\%...)\?n Gi(a—1 )

by ® Yy |
e WN )] (s-2) (s—2
(A1,’Y1 X e X An,’Yn ) x Q
on sait d’apreés les paragraphes 2 et 3 que chaque suite{ 09\) };\. e N Vérifie I'estimation asymptoti-
. ]
que log 0;{{7 ~ )\j ()\j - o0), Par suite la famille de nombres réels > 0 du second membre de (5.17)

est sommable, donc la famille de fonctions{ b)\ ® d/k} est uniformément sommable sur tout com-

pact du domaine

( LU Agf;?x._.wgs;g))xgg—2>=A;s_;z>mg—z>

2. 1l

i=1
0<v,<1

pour chaque a € ]0,1[ . Par conséquent sa somme z b)\(z) I[/)\(W) est une fonction n+m-
AEND

harmonique?; dansI'(= U (ASS:&’Z) X Q‘(xs—Z) ). De plus il est facile de voir que
0<a<1

?;(Z,W) =f(z,w) si (zw) €T N (A(S"2) x F) UE x qls2) )

comme les domaines A(S_2) et 9(5_2) sont arbitraires et leur réunion est Dszs_z) et Gi_z) respecti-

vement, la propriété d’unicité des compacts E et F prouve que la fonction f_ se prolonge en une

fonction (unique) n+m-harmonique dans I'ouvert 0= U (D,(ksz—_zg X G,(,f;z)). Ce prolonge-
ment sera encore noté 'f\; , avec 0<a<1

n
DS.‘S;_?&: 32 € D&S—z) ; hD|(5_2)(Z|)E|) <1 'ag

G(s-2) =
*q

m
werﬂ:ZIh#QHwﬂ)<a;
=1

de plus?;=fsur G)S N Xy .

La propriété d’unicité des compacts E et F prouve que :

foy1(zw) =f(zw) si  (z,w) €0, COLq, Vs=>3

oo

Il'y a donc une fonction n+m-harmonique f dans I'ouvert ® = U O, telle que?’= fsur®N X,.
s=3
Comme chaque Ej est en particulier régulier, on a E x G4 C © donc O est un voisinage de E x Gx.

Si de plus chaque Fgo est régulier, on a aussi Dy x F C © et alors © est un voisinage de Xy. Par
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définition de ®, on a
n m
0={(z,w) EDx Gy« Z hD-(Zj;Ej) + Z hg,(WeFg) <1
= =1 %

qui n’est autre que I’enveloppe d’holomorphie de I'ensemble X*= (E x Gx) U (Dy x F) (voir [11]
et [15]). Le lemme 5.3 est démontré.

5.3. Nous allons montrer le deuxiéme lemme qui constituera la derniére étape pour la dé-
monstration de la proposition 5.1. Dans ce lemme, nous allons montrer que I'hypothése «locale-

ment bornée» sur la fonction f est en fait superflue.

LEMME 5.3. Soit f une fonction réelle définie sur Xy« comme dans le lemme 5.2 on suppose que
les hypothéses de la proposition 5.1 sont vérifiées pour la fonction f. Alors, si chaque compact
Ej (1 < j < n) vérifie la condition (H) et chaque compact F (1»< 2 < m) est un ensemble
localement d’unicité pour la classe H(GQ) et non polaire, il existe une fonction T n+m-harmoni-
que dans un voisinage de E x Gy , qui coincide avec fsur E x G . En particulier f est localement

bornée sur E x Gy .

Démonstration du lemme 5.3. Choisissons des domaines réguliers dj (1 <j < n) tels que

Ei C dj ccC Di de sorte que E Cd C C D, si on pose d =d1 X oo X dn' Considérons les ensem-

bles
FKZdwer: sup  If(zw)l < k k>1, keN
ZEdy
comme par hypothése pour chaque w € F, f(.,w) est n-harmonique dans Dy et que dx C C Dy,
F=u FK.
k=1

D’autre part, par un argument analogue 2 celui utilisé dans ([11], p. 165) et qui repose
sur la propriété de Montel de I'espace n.H (d«), on montre que Flk) (k = 1,2,...) est un sous-
ensemble fermé de F. D’aprés le théoréme de Baire appliqué a I'espace compact F = G F(k) il

k=1
existe K = 1 et un polydisque P ={w ecm. ij —ajl < f } centré en un point a € F tels que

(ko)

FNP CF ©.
Alors, si on pose Fg ={wQ € Fy : | wo ~ aQI < rQ}pour g =1,.,m et
(0) _ T " . (0) ~ (ko) . (o)
F\Y/ = H FQ’0 , il est clair que F CF et donc f est bornée sur d, x F'\-/. De plus,
2=1

comme FSZO) =FoNP Q7 I'hypothése sur les compacts F entraine que chaque compact Fslo) est
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ensemble d’unicité pour la classe H(GQ) et non polaire dans G,2 on peut donc appliquer le lemme
3.2 a la fonction f restreinte 3 I'ensemble E x G4 U dy x F(o), ce qui entraine immédiatement

le lemme 5.3.

Nous pouvons maintenant facilement prouver la proposition et le théoréme.

5.4. Démonstration de la proposition 5.1

Dans les hypothéses de la proposition, chaque compact F g Vérifie la condition (H) par
conséquent c’est un ensemble localement d’unicité pour la classe H(GQ) et non polaire dans GQ.
Les hypothéses du lemme 5.3 sont donc vérifiées, par ce lemme f est alors localement bornée sur

E x G4 . Mais alors le lemme 5.2 est applicable en inversant les rdles de E et F et ceux de D et G.

Ainsi la fonction f se prolonge en une fonction n+m-harmonique dans I’enveloppe

d’holomorphie ?('* de X4 . La proposition est démontrée.

5.5. Démonstration du théoréme 5.1

On peut évidemment supposer que f est a valeurs réelles. Nous procédons par récur-
rence sur n. Pour n =1, le théoréme est trivial. D’ailleurs pour n = 2, le théoréme n’est autre qu’un
cas particulier de la proposition 5.1 déja démontrée. Supposons le théoréme démontré pour la

dimension n > 2 et démontrons le pour la dimension n + 1.

Soit alors f une fonction séparément harmonique sur I’ensemble
E1 X o X Enx Dn+1 U..UD1 X E2X eee X En+1

en notant

n
Dy={2€Dy x ..x D =D:) hp, (

zi’Ei) < 1ret E=E;x ..xE
ji=1 J

n
I’hypothése de récurrence dit que pour tout w € E 41 lafonction z = (21,...,zn) - f(z1,...,zn,w)
qui est séparément harmonique sur (E1 X ox B g% Dn) U..u (D1 x Eyx ..ox En) se pro-
longe en une fonction n-harmonique ?Z.,w) dans Dy . Définissons la fonction g sur
ExDpyq YU DexE g par glz,w) = f(z,w) si (z,w) € Dy x E +1 et glzw) = f(zw) si
(zw) € E x D,,+1 - 8 est une fonction définie sur (E x Dn+1) U (Dy x En+1) qui vérifie les
hypothéses de la proposition 3.1 pourn;m=1;G = Dh41:F= En+1 . D’apres cette proposi-

tion g se prolonge en une fonction'g n+1-harmonique dans I’enveloppe d’holomorphie
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n
(z,w) EDx x D4 2:1 hDj (z’.,E].) + th+1 (W’En+1) <1
= ’

de 'ensemble (E x Dn+1) U (Dy x En+1) qui n’est autre que I'enveloppe d’holomorphie de I'en-
semble (E; x ... x E, x Dn+1) U..U(Dyx Eyx ...x En+1)' Il est clair que g est le prolonge-
ment de f cherché.

Le théoréme est démontré.

Remarque. Le théoréme 5.1 généralise le théoréme 5 de Nguyen Thanh Van (voir [7], p. 43) puis-

que les compacts qu’il considére vérifient la condition (H) d’aprés le lemme 4.1.

COROLLAIRE 5.1. Soient D un ouvert de €", G un ouvert de €™ et f une fonction réelle telle

que :

a)  pour tout z, fixé dans D, la fonction w —> f(zo,w) est m-harmonique dans G.

b)  pour tout Wo fixé dans G, la fonction z > f(z,wo) est n-harmonique dans D.
Alors f est une fonction n+m-harmonique dans D x G.

Démonstration. La propriété est locale et on se raméne facilement aux hypotheses de la proposi-
tion 5.1.

Enfin, 'auteur tient a remercier Monsieur NGUYEN Thanh Van pour l'aide et le

soutien qu’il lui a apportés durant I’élaboration de ce travail.
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