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PROBLEMES MIXTES POUR LE SYSTEME DE MAXWELL

Luc Paquet (1)

(1) Université d’Etat de Mons, 15 avenue Maistriau, Faculté des Sciences, Département de Mathé-
matiques, 7000 Mons - Belgique.

Résumé : On introduit le systéme de Maxwell classique sur une variété riemanienne orientée c”
compacte a bord et I'on étudie les conditions au bord «définissant» des générateurs de semi-
groupe a contraction. A cette fin nous développons les théorémes de trace adéquat sur les formes
différentielles. Dans le cas particulier de la boule ouverte de IR", utilisant la méthode de sépara-

tion des variables développée dans [P1], on précise le résultat.

Summary : One defines the classical Maxwell’s system on a C™ compact Riemanian manifold
with boundary and one characterizes those boundary conditions defining generators of contrac-
tion semi-groups. For that purpose we state and prove the adequat trace theorems for differential
forms. In the particular case of the open ball of IRM, using the method of separation of variables

worked out in [P1], one precises the result.

0. - INTRODUCTION

On introduit le systéme de Maxwell classique sur une variété riemanienne orientée C™
compacte a bord et I'on étudie les conditions au bord «définissant» des générateurs de semi-
groupe a contraction. A cette fin, nous développons les théorémes de trace adéquat sur les formes
différentielles (vaguement parlant). Enfin le cas de la boule ouverte (de centre O et rayon 1) de IR"
est traité plus a fond, utilisant la méthode de séparation des variables pour des formes différentiel-
les, introduite dans [P1]. Ces résultats ont été annoncés dans [P2].

Je voudrais, pour terminer cette introduction, remercier Monsieur R. Temam de ses

remarques critiques constructives.
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1.- THEOREMES DE TRACES

Rappelons tout d’abord un résultat de [D-L] (p. 337) : Soit £ un ouvert borné régu-
lier de IR3, n le champ normal unitaire sortant le long de 0f52. L’application de
(C1(§))3 -> (C1(E)Q))3 :ur n A u, se prolonge par continuité en une application linéaire (1)
continue de H(Rot;2) = {u € (L2(Q))3 ; rot u & (L2(Q))3} > (H1/2(a0))3.

L’inconvénient majeur de ce résultat est que I'application trace (1) n’est pas surjective.
Identifiant un champ de vecteurs au-dessus de § a la 1-forme différentielle qui lui est canonique-

ment associée, nous sommes ramenés a |'étude de traces de formes différentielles.

Traitons tout d’abord le cas du semi-espace, plus précisément IR" désignera dans

toute la suite {x € R" 3 X1 < 0} . Nous identifierons sa frontiere a IR"_1.
—® - o )
1.1. LEMME. Soit u € C (A T*IRD) -, (Uj1 ; )ses coefficients dans la carte identité. Consi-
p
dérons tu = Z (0, )dx11 A...Adx p i.e. I'image réciproque de u par I'injection

1< << g
canonique IR 1o, an x + (0,x). Alors il existe C> 0O tel que pour tout 1 <11 <.. <jp

2

@)
lu, . (0,) 1 _ lu +ldull o pti
w . (0,.)1 2R 1) C 2R TR 2P

L2 A T*lRE))' @

Preuve. /\
2
. |Ul1jp(0,)(é)| /\ 12 ex](1+|zl2)1/2
Rn 1 (

dg = g, 5 (0,)(8)
1+gR) 12 J—o,0[xIRMT 1P

/\( 2. ><1(1+L§I2)1/2

<2 G . (xq,.)
_ 1
] —o0,0[x IR" 1

_ dxq ® d¢
]—0,0[x IR"! R

) 2\1/2
x4 (148l
<20y 13+ 2 f by | f —Lp (t,.)(s)}%t ST e )
19D < oo x RN x; |
(1) Soit M une variété de classe C (eventuellemem avec bord). C (K T*M) désigne I'espace des

formes différentielles de degré p, C a support compact. Sauf mentlon expresse du contraire,

p désigne un nombre entier compris entre o et dim M.

(2) d désigne Vopérateur dérivée extérieure : voir [Sch] p. 344 et (dans ce texte) alinéa suivant 1.8.
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® D’autre part quel que soit2<k<netl1< i1 <...< ip <n:
o
f %, /
] o0, 0[x IRM X1

< |x1|/ IEkQ(t,S)Pdtex]( L dxq ® df

— i
]—o0,0[x IR X1 p

ui1...ip

2 x;(1+ER)12
dt e

(t,.)(§) dxq ® d¢

axk

2
£

< G SwpRded<ly | 13. (4)
]—oo,o[x"{n_] 1+ lglz 11 p I-I...

® Par (3) et (4),

(o)

1.1

lu, @12 _yp 4 <Clul3+4 f Ix I/ eqil P VPt £)dt
! - 2 11 Tjqee- 4
11-Jp H /(IR ) ]—°°,o[len1 X1 11+p Xy
1+ gR)1/2
S @ dr<C 2+ 4 lauid
Q.E.D.

Bien entendu dans 1.1 «A» désigne la transformée de Fourier par rapport aux variables

X9yeeer Xy Posons

1/2
"tu I _]/2 p " n—1 :< Z l U’- -J (O,.) I 2_] /2 n—1 > . (5)
HPZATRY \g g 190 2R

De 1.1 et (5) suit :

~ P -
1.2. COROLLAIRE. // existe C > 0 tel que pour tout u € COO(A T IR") :

3
PAR

< C(lul + lIdull - p+1
=cl L2RT* IRD) L20A T

* RN’

Dans la suite de cette section, «A» dénotera toujours la transformée de Fourier partiel-

le (par rapport aux variables x2,...,xn) ; pour ce qui est de sa définition nous renvoyons a [Ho],
p. 24.

1.3. LEMME. // existe C > 0 tel que pour tout u € cg‘;(R T* IRN) :

Idtull _1/5 p+1 + Idull +
H 1/2( A L2(P

1 .
* [RM) A T*IRM

(3) Pour la définition de tu se reporter a I'énoncé du lemme 1.1.
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Preuve. ® Soit 2 < j <.. <ip+1 <n

2

ou. . (O,.
kl] I—I...lp( )
e J,D+1 Xy H

i /\
ol a 0T —
IRn—1 1 p+1 1 -|+ IEI2)1/2

= 1 . 2. .M
f k ” pi] & ui1.--lp(0")(s)’ e dx®d

] o0 xIRM

<2/

1o x IR

| k11 ° 3 /\ il X4 1+L§|2)1/2
]—WO[Xan 1 1 p+1 X] 8t 1

—1/2(|Rn~1)

e 1/2
2 Xq(1+EP)

l kiy.d N

iy Jp_H & ”i1...ip(x1»-)(5)l dx; © dk

0 ou, +gy)1/2
<C ldul3 +2 / ] :(1'11 k] __B(tz) 2ex1(1 £ dx; © ds.
n—
]—oo0[ < IR p (8)
® Montrons que
k|1 i au|] i g 6\ )
Tigpr o i i
p X1 p p
En effet : /\
. o 3u
6!(1]...|p Ek(d/ug-\- :e!q]...lp eSIl'"IQ l1...lp
Kiq .o ﬁ\l ki i sls...l
O R L FE TR B (\l (10)
I+ dp+1 0%, *s Sqlg- Jp+1 Myelp hep
Eu égard a (10), il suffit de montrer que :
ki sl I 5| kI ol
quel que soit (k,s) € {2,...,n }2 1" [ [ P (11)

Sqig- Jp+1 g ‘112 Jp+16“1

Observons que dans (11), 2 <j; <. <]p_+_1 <n 2<i;<. <| <n, 2<Kk,s <n ;par contre
1< <..< Ip < n. (k,s) étant fixé, chaque membre de (11) represente au plus un terme. Le
membre de gauche (resp. de droite) de (11) est égal a moins la signature de la permutation appli-
quant (k,s,lz,...,lp) (resp. (s,k,lz,...,lp)) dans 'ordre strictement croissant. D’ou la différence de

signe dans (11).
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® De (8) et (9) suit :

I (dtu); <C lldu ||§

i~ lp+1 H “12grn1y =

kl] iy Ek»/-o/\ (1+|E|2)1/2

du),. t, dx, ®d
oo 0] x RN ‘ 1ig-dp+1 (Wi .ip (04 ‘ 194

2
) | /\ )
<C ldull§ +C f ¥ Tau), . I dt ® dg

1ol R™ 1+ P 1<y <n

+2

<C ldu II% . Q.E.D.

Considérons Hy(d;R?) = { u € L2R T*RD) du e 2l AT IRM) } et
H_1/2(d-lR"_1) ={oeH 2R RVT) ;gp e o121 IR"™)} ces espaces étant
munis de la topologle définie par la norme du graphe. 1.2 et 1 3 montrent que I’application de
C (K T* IR") - H*Uz( AT* IR 1) :u = tu est continue, Coo(AT* IRn) étant muni de la topo-
logie induite par H (d IRM). Nous allons montrer dans ce qui suit qu’elle se prolonge par continuité

de maniere unique en une application de H (d IRM) sur H ]/2(d IR"™ 1)

1.4. LEMME.SoitgoEH;”z(d;an_]).Que/quesoit2 <ip <. <iy Sner2<jy <. <j, <n

posons :

O K1) =8 (Egpeaky)oxp g V 148442 (12)
et ( ) (/)\(s s
J9--) yeee
ﬁ\,(xpsz, S )-—2—PQ—exp [ V 14+ 42 ] (13)
z V1+85+.+82
Alors K k
u= D U,k dX DAL Adx PEH (dRD)
1<Ky <.k < ""p
et I'application ¢ = u est continue de H;1/2(d;an—1) sur Hp(d;IRE).
Preuve. ® Par (12),
" l —\/El
“ Uig.ig 275 I“’i]...ip”H—UZ' (14)
® Par (13), 2
| ETPPEP (8 D _ay<cste llpll _q /5. 15
Tligwip2 =5 100 i 312 el -172 (15)

® Soit 2<k, <k,<..<k <n
1 2 p+1

(4) O désigne Popérateur codifférentielle : [R] p- 125 et alinéa de ce texte suivant 1.8.
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au, ¢
p+] k-l-..kv...k +1
@ k=D =,
1 p 1 =1 anV

d’ot par (12) :

5 / p+1
I (du 2= l
()12 et 2.

=1

d§

_yw1 . (#)]? ———
S TS (5)‘ 20+

1
=—1I(d 12 1

£ désigne la variable duale de (xz,...,xn) («A» désigne la transformée de Fourier sur les variables

x2,...,xn)‘ D’oli

V2
- | (16)

I (du [ I I 12 et
(ke 4q 2 Aeh ko 11201

OSoit2<j2<...<jp+1 <n.

ou_ Pt ouy i
p=2 Bx-
Iy

D’oli par (12) et (13) :
; 1+£2+. +£2
m\ :exp[x1 +HE5+.HE ] [(1+§2+...+$2)¢-/~\
1;2...Jp+] m 2 n ]2...Jp+]
pt1
+ (=) ix; {\
=2 v

j2...jV...jp+1]
exp X4 \/1+§%+...+g%
(g5, + ooy ~label
1+ g2 J27)p+1 J2lp J2+ip+
exp X4 \/1+§%+...+,§§

A
= [((+8d)p) 5 17"
Vi+ES g2 12-Jp+1
D’ol :
I (du)y: I, <C l((14+8d)p). - I

De (14)-(17) suit I'assertion. Q.E.D
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1.5. COROLLAIRE. Considérons u définie par (12) et (13). Alors §u =0.

Preuve. ® Soit 2<k; <k, <..< kp—1 <n.Par[R](3),p.129:

ou ou
( 1Ky ...kp_1 n sk ...kp_1>/\
P +z - P

du =
( )k.lkp_1 ax1 o oX

S

au
1k k
1 p—1
R D N
X1

s=2
D’ol par (12) et (13) :

k _1 (X]:Sz,---ysn) =“m(52;---15n) exp [X‘I V 1+E%+'"+E§]
(Egpomrky) exp [xq VI+E5+..4£2] =0 (18)

5“)k1

=i E Em
=2 1" p—1
OSoit2<k2<...<kp_]<n

n

Bk, kg (XEprskn) == 2, '556\("1'52’ +kn)

s=2

n m(é i)
=Z i & 2 p1 2 exp [x \/1+§2+ +£2] Ocar62—0 (19)
=2 V 1+g%+...+g§

De (18) et (19) suit Iassertion.
Q.E.D.

1.6. LEMME. C:c’)(/p\T* @) est dense dans Hp(d;IRE).

Preuve. ® Soit u € H (d'an). Pour t > 0, soit T.u € H (d'] —oo t[ X IRn_1) défini par :

-
ul o dans

(T u)(xq,XgX ) = (x1 “t,Xp,X ). De d7u =7 du smt aisément (7u) RN

Hp(d;IRE) lorsque t > 07"

® Soit 6, € C™(IR;{0,1]) tel que 0 < 6, <1,0 =1 etsupp 6, C ]-oot[. Désignons

tHy —e,t/2[

par ('rtu) e prolongement de u par 0, dans le complémentaire de ] —o,t[x IR et considérons

Bt(rtu)~, 0, étant regardée comme fonction des n variables (x1,x2,...,xn). Il est clair que
|

Bt('rtu)w € Hp(d;IRn) et que [Ht(‘rtu)~]1 ru)’ . En particulier

IRE_(t IRD

[at(rtum’mi» u dans Hp(d;IRE). (20)
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® Soit (‘pe) une suite régularisante et posons u, = [Bt(ftu)N] * g,- Soit 8 > 0. Choisissons tout
d’abord t > 0, tel que

! ('rtu)

—ul <8/3. 21
R Hp(d;lRE) / 21)

Choisissons ensuite € > 0 tel que

Rh [et(Tt”)N]LRn I<8/3. (22)

I Ue t

® Considérons ¥ € D(IRM), 0 < ¢ < 1 tel que w\ = 1. Posons Y = ¥(./k) quel que soit

B(0,1)
k € IN* et Uetk = (Wi ue,t) R De due,t,k =¥ due,t +dy, A Ue t suit Utk ™ Uet R
n n

dans Hp(d;lR;). Choisissons k tel que
I ue,t,k - ue,t _I<8/3. (23)
IR

De (20) a (23) suit lu, ;| —u I <8. D’oli suit I’assertion.

" Q.E.D.

Dans le cas supp u borné, u € H_(d;IR™), pour tout W voisinage de la fermeture du

f— p -—
supp u dans IR" | il existe une suite u_ € C_- (R T* IRM), tels que supp u,. C Wetu_— udans
n - -0o n n

Hp(d;IRE). En effet, par 1.6, il existe w € C:(’)(R T* @) telle que w, ~ u dans Hp(d;lRﬂ).
Considérons § € C::)(IRn), 0<0<1,0 égal 1 sur un voisinage de supp u et supp § C W. Alors

u, =0 w, ~>udansH (d;IRD) et supp u, C W.

p

Par 1.2, 13 et 1.6, il existe un et un seul prolongement continu de
C;‘;(R T* RM) - CSZ)(R T* IRn—1) :u = tu, en une application de Hp(d;IR_rl) dans
H? /2(d;an_]) ;savaleurenu € Hp(d;lRE) sera encore notée tu.

1.7. PROPOSITION. L'application u +~ tu de Hp(d;IRE) dans H;1/2(d;IRn_]) est surjective.

Preuve. ® Désignons par j : R s IR". Tout d’abord montrons que pour tout
u ec”(RT* IRM) N Hp(d;lRE), tu =j*u.

Soit ¥ € C;Z(IR”), o<y<1,y = 1. Posons ¥ = Y(./k), quel que soit

B(0,1)

k €IN*etu, = wku. De duy = x;’/kdu + dy'/k A usuit U > u dans H_(d;IR™) lorsque k = o2 D’oli

p
j*u ~ tu dans H;”Z(d;lRﬁ—1 ). (24)

Mais j*uj > j*u uniformément sur les compacts de IR"™1 donc dans I'espace Di)(IRn—1) des p-

courants pairs sur iR, (25)

De (24) et (25) suit tu =j*u.
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° Designons par J : 1/2(d IR"™ ]) - H (d IR") opérateur défini par (12) et (13). Soit
goES(AT* IR 1) Par (12) (13) etle theoreme de Plancherel,

oo p —_—
Jo€ N HMAT* R?) C CoAT* IR) N H (d;IRY). (26)
m=0

Du point précédent suit dés lors tjo = j*]Jp. De (12) et ¢ € S(K T* IR"_1) suit pour tout
2<i] <...<ip<n

(180), ol (X] )XZI"')xn) = (277)]7[];/ I<§ X >{\(£2) ’E )exp [x] Vv ]+|£|2]d£)
1p RN 1 1 (27)

p.p. dans IR" ; x” dénote (XgyeeXp))-

Par le théoréme de Lebesgue, le membre de droite de (27) est une fonction continue sur IR". D’ot

par (26), I’égalité dans (27) a lieu partout sur IR". En particulier
Uk, (0 =i, i
D’ol j* Jo =y et donc
t 1 =1 p 1.
(t)) SAT*IRMT)  [sRT* RPY)

Par densité suit tOJ = 1. D’ol I'assertion.
Q.E.D.

Nous nous résumons dans le théoréme qui suit :

1.8. THEOREME. L application u - tu de C (A T* IRn) dans C (AT* IRn_1) (0<p<n)se

prolonge continuement de man/ere unique en une application (continue) de H (d IR) sur
1/2(d R 1) De plus Cg, (AT* IR") est dense dans ker t.

Preuve. ® La premiére partie suitde 1.2, 1.3, 1.6, 1.4 et 1.7.

® Venons-en a la preuve de la seconde partie. Soit u € H (d'IRn) tel que tu = 0. Considérons U le

prolongement de u a IR™ par 0 dans Ie 3omplementa|re de IRM. Alors U € H (d IR") et
n—

du’ = (du)”. En effet quel que soit p € D (IR™) [Sch] (p. 321-353) :

<du“,¢>:(—1)P+1/;~Ad¢=(—1)9“/ uAqu:f du A, car tu=0
IR? IR?

(on applique la formule de Stokes a u, Ay, u € C;‘(’)(R T* IR—E), u, > u dans Hp(d;IRE)).

Posons (ru )(x1,x2, X,)= U(x1+t,x2,...,xn).
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De thG' = 'rtda' suit TtU - U dans Hp(d;an) lorsque t — 0. Soit & > 0 et choisissons t > 0 suffi-

samment petit pour que

Ilnu —u 1<8/3. (28)

~

M 'rtiT dans Hp(d;IRn) et pour 0 <e <t

supp(np€ * TtG) C IR". Choisissons € > 0 suffisamment petit et inférieur 2 t, tel que

Soit («pe) une suite régularisante. Alors ¢, x 7

~

lp, * 70 —7u 1<8/3. (29)

Soit ¢ € D{IR"), 0< ¢ <1, w‘B(O " = 1. Posons y = V(./k), k € IN*, Pour k suffisamment
grand, ’

Iy lpg * 70) =@, * 1u 1< 5/3. (30)

IRE_U I<§etlona

De (28)-(30) suit Il (¥ - (¢, * 7u))

/ ~ o P
(W) - (g x 7)) €Co(AT*IRD).

iR

D’ou 'assertion.
Q.E.D.

Nous allons maintenant étendre 1.8 aux variétés C* compactes a bord. Soit Q une
variété C™ compacte a bord. Pour pouvoir introduire les espaces «fonctionnels» convenables sur
2 et 082 nous aurons besoin de la théorie des courants [Sch], p. 312-353. Rappelons brievement
quelques définitions et notations. Soit E un espace vectoriel réel et Orient (E) = 01,02 I’ensem-
ble des deux orientations de E. Un p-covecteur tordu (encore dit impair) sur E, , est une applica-
tion de Orient (E) dans R E*, telle que oz(01) = —a(02). Soit M une variété (ici & ou 982) de di-
mension n. Un p-covecteur tordu au point x est un p-covecteur tordu sur TXM. On définit alors
le fibré des p-covecteurs tordus et une section de ce fibré est appelée une forme tordue (ou
impaire). E(M) dénote I'espace des p-formes tordues C™° 2 support compact ; on le munit de la
topologie de Schwartz (analogue au cas scalaire). Son dual nDP(M) est appelé I'espace des (n—p)-
courants pairs.

Appelons p-forme tordue distribution (appelée dans [Tr 1] p. 96 densité distribution

. s . n-p , .
si p=n) toute forme linéaire continue sur Cg:)( A T* M). L'espace vectoriel des p-formes tordues

p
distribution sera noté D’(M). Soit u E_B(M). A u est associé la p-forme tordue distribution :

o NP
Col A TEM)D0><0u>=f 6Au
M
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p (e o]
Ceci permet d’identiﬁerE (M) au sous-espace de D’(M) des p- formes tordues distribution C™ a

support compact. Etant donné un opérateur différentiel P : (A T* M) > 'x(')(?\ T* M) il est

alors facile de prolonger P a B’(M) Il suffit de considérer t(tP ) que nous noterons encore

"D'm)
P) qui applique continuement B’(M) -> 8’(M) ; ce prolongement continu est unique. Dans le cas
P=d on retrouve la définition donnée dans [Sch], p. 344. Pour plus de détails, voir [Di], p. 211-

218 et dans le cas p=0 [Tr 1], p.92-122.

Les espaces de Hilbert IL2(A T* &), 1L2(" X Q), Hy(d;Q2), (resp. H 2R 1+ 50),

1/2( A T*0Q), H ~1/2(d ;002)) se définissent par passage aux coordonnees locales de 2 (resp.
%) ; plus précisément 2 tout atlas fini sur £ (resp. 92) et 3 toute partition de I'unité subordon-
née est associée une structure hilbertienne sur chacun de ces espaces (comme dans le cas scalaire
[Tr 2], p. 232) ; de plus la structure d’E.V.T. sous-jacente de chacun de ces espaces est intrinséque.
On vérifie aisément que H_(d;Q) = { u € IL2(A T* Q) ;du € ILz(pA1 T* Q) } (resp.
H;”z(d;aﬂ) = { u€H 1/2(Fb AT*09Q);du€H 1/2( A T* 89)}) et que la norme du graphe est

une norme équivalente.

1.9. THEOREME. L ‘application de Cm(R T* Q) - C°°(R T* 3Q) : u~j*u (j : 02 Q) se pro-
longe continuement de maniére unique en une application linéaire continue de H (d Q) sur

1/2(d ;0Q2) ; sa valeur en u € Hp(d Q) sera notée tu. De plus C (RT* Q) est dense dans ker t
(que nous noterons Hg(d Q).

Preuve ® Montrons que Iapphcatlon u - j*u de C*° (A T* Q) - C% ( A T* 982) est continue,

c” (A T* Q) (resp. C“(A T* 9R)) étant muni de la topologie induite par H (d Q) (resp.
HoV2(d00).

Soit { (Upx;) 5 i = 1,...,m} un atlas fini de & et (6, ) =1 une partition de I'unité subordonnée a cet
atlas. Par linéarité

D’autre part

[(x-’

lu;n 2o 1 ) =16 o) (31)

(t( ) voulant dire «composante tangentielle de»). Par 1.8, il existe une constante C > 0 telle que

oo, P
pour touti=1,..m, toutu€C (A T* Q) :

1% h
Ithg ") (O3u) 1 ;1/2(d;IRn_1)<C Hoq ) (0§ Hp(d;IRD)
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D’ous par (31) :

m
-1 * .
; ”[(Xi'Ui nasz) ] t(e'u)”H;]/z(d;an_1)

m
<C YOG (0 ! Ho(d;1RD): 32
i=i

m
L’application u + ( Z I (xi_1)*(6iu) I 2 H (d.an))l/2 est 'une des normes équivalentes de
i=1 m P
d;Q) ; de méme I'application ¢ > ( Z I (x
i=1

H )1/2

1 ipn 2
p iluinan) 1)l H;W(d;lR""])

est I'une des normes équivalentes de H?/z(d;aﬂ). D’ol P'assertion par (32).
pP_. = = = .

® Montrons que C™ (A T* Q) est dense dans Hp(d;Q). Soit u € Hp(d;Q), {(Ui,xi) ; l=1,...,m} un
atlas fini de §2. Par partition de I'unité et linéarité on peut supposer que supp u C U, (modulo
renumérotation des cartes de I'atlas considéré), (« — » désigne ici la fermeture dans Q). Soit
(Bi)r?:1 une partition de I'unité subordonnée au recouvrement des (Ui)rir;] telle que pour tout
i=2,...,m :supp 0; N supp u = ¢. Soit 6 > 0.

Par 1.6 et la remarque qui le suit, il existe w € C;)(R T* IEE) tel que

lw— (x;1)*(01u) I Hp(d;IRE) <& et supp w Nsupp (0; 0 x1_1) =¢ pour i=2,...,m. D’ol
L 12
)= Ly 0)= (2, 105 9300w =)
i=1
=16 )10 ((xp)*w =] |
=16 07" w0 D*ul
=lw-(x;)* (0u)1<5.
D’ol I'assertion.

® Montrons que I'application u + tu de Hp(d;ﬁ) dans H?/z(d;aﬂ) est surjective. Considérons
{(Ui,xi) ; i=1,...,m} un atlas fini de & et (Oi)?l1 une partition de I'unité subordonnée. Considé-
rons ¢ € H;l/z(d;aQ). Par 1.8, pour tout i € % 1,..,m } il existe w; € Hp(d;IRE) tel que
tw; = t[(XilU )_1]*(0iu). On peut supposer supp w; compact ~C  x;(U;). Considérons

m
u :; [x Ui]* w;. u€ Hp(d;Q) et
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m

tu= Z t[xi|U-]* W,
i

i=1

_Z (X'lasmu Vi

M3

= . * | )TT* (6
2 (X"aszmui) t[(><||Ui) I* (6;u)

m
=Y o) =tu.
i=1
® Reste a montrer que C;Z(R T* Q) est dense dans ker t.

Soitu €H (dS—l) tel que tu = 0. Considérons encore un atlas fini { (U-,x-) s i=1,..., m} de Q. Par
partition de 'unité et linéarité on peut supposer que supp u C U] On procede alors comme dans
le second point a cela prés qu’on considére ici w € C (AT* IRM).

Q.E.D.

A titre d’application de 1.9, on peut déja donner une généralisation de la formule
de Stokes :

1.10. COROLLAIRE. Supposons Q orientée. Alors pour tout uE€H__4 (d;2)

/du =<tu,1> (33)
Q

0o N1 -
Preuve. ® Supposons tout d’abord u € C” ( A T* Q). Alors par la classique formule de Stokes :

du= tu. Mais tu=<tu,1>.
Q o2 19
n—1 -
® (33) suit dés lors de la densité de C ( A T* Q) dans H, 1(d;Q) et de la continuité de I'appli-
cationde H _; (d:Q) > H ]/z(d ;082) tue tu.
Q.E.D.

Nous supposerons désormais, sauf mention expresse du contraire, £ variété riema-

. . , oo N
nienne orientée C compacte a bord.

Suivant I'usage n désignera le champ normal unitaire sortant le long du bord (ceci
entraine quelques confusions d’ordre typographique, mais dont le sens exact est clairement indi-
qué par le contexte).

p+1)

Posons nu = (—1 )n( * t * u quel que soit u € CW(R T* Q) (34)
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(n(.) voulant dire «composante normale de») (dans le 2d membre de (34) n désigne la dimension

de ).

Pour clarifier ce dernier concept, rappelons la notion de carte adaptée au champ nor-
mal unitaire sortant [D-S] . Désignons par I le bord de Q ; soit (W,y¥) une carte de I" valable en
Yo € T. Restreignant W au besoin, il existe &> 0 tel que pour tout y € W, la géodésique t > vy(t)
vérifiant vy(O)_: y et v’y(O) = —n(y) soit définie dans I'intervalle [O,a[__et Papplication de
[O,of x W—>Q:(ty) > vy(t) soit un difféomorphisme sur un ouvert U de 2 tel que UN T =W.

On définit alors la carte (U,x) valable en Y, €N posant pour tout z € U,
X] (Z) = —t) X2(Z) = ‘1/1 (Y);---an(Z) = lljn—] (Y))

(t,y) vérifiant v_(t) = z. Dans cette carte, pour tout y EW, on a

0] 0] d )
— (y)=n(y) et (—(y), —(v)) =0,j=2,...n.
X1 X1 0x
1.11. PROPOSITION. [D-S] Soit (U,x) une carte adaptée au champ normal unitaire sortant le long
deT. Posons W=UNoQet y = X|W' Soit u € C°°(RT* Q) et (u;

composantes lues dans la carte (U,x).

]I )1< < .. <i < ses
p \I-l |p\n

Alors nu a pour expression locale dans la carte (W, V) :

) :
2 iy (0,)dx 2 A ... AdxP. (35)

Remarquons quelques divergences (mineures) avec [D-S] . Dans[D-S] nu est défini
comme une forme différentielle le long du bord (en particulier du méme degré p que celui de u) ;
ici nu est défini comme une (p—1)-forme sur le bord et est donc plus a rapprocher de nu défini
dans [Du] . De plus dans [D-S] une variété a bord est «modelée» (localement) sur le semi-espace
{xn = 0} ; ici suivant [B—G] sur le semi-espace {x1 =20 % . Ceci présente I’avantage (par exemple)
que dans le cas Q orientée la restriction d’une carte positive de Q au bord 32 est une carte positi-

ve de 082 ce qui est faux si I'on avait choisi le semi-espace {xn =0 } ([Sp], p. 8-28).
Par dualité avec 1.9. On a alors :

oo Py oo _‘l
1.12. THEOREME. L ’application u — nu de C (RT* Q) (0<p<n)dansC (p/\ T*T') se pro-

longe par continuité de maniere unique en une dpplication linéaire continue de Hp(6 i) sur

H;l/f(a;l‘) ; sa valeur en u € Hp(8 ;§2) sera notée nu. De plus C;)( R T*Q) est dense dans

ker n (que nous noterons HS(B;Q)).
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-1
(6;2) désigne {u € ”%(/p\ T* Q) ;6u€ IL2(pA T* Q)} etH 1/2(5 ;") désigne
{u €H 1/2(§ T*T);8u€E H—]/z( A T* F)} ces espaces sont munis de la structure hilbertien-

ne associée a la norme du graphe.
Q.E.D.

Preuve. ® Par (34), quel que soit u ECw(RT* Q):nu= (_1)n(p+1) *t*u. * défini un topiso-
5 -

morphisme de H (6 ;) sur H p( Q).C) t est continu de Hn_p(d;SZ) sur Hnléz(d;l") par 1.9 et

* défini un toplsomorphlsme de H ]/z(d ;T) sur H 1/2(6 ;D).

® La densité de COO(AT* ) dans ker n suit de celle de Coo( A T* Q) dans ker t.
Q.E.D.

Dans le cas particulier oli § est un ouvert borné régulier de IR", et identifiant un
champ de vecteur a la 1-forme qui lui est associé, on retrouve un résultat de [T] (p. 9-13). Celui-

ci s’étend tel quel au niveau riemanien :

1.13. THEOREME. Soit Q une variété riemanienne orientée C™° compacte a bord. Désignons par

6 .
H(div;Q) = {x ENTN); f (X,X) * 1 <ooer () divX =UX'€E LZ(Q)} (muni de la norme
Q
X -*f (X,X) *1 +f ldiv X 12 * 1. Alors I'application de CZ(TR) - (1) : X+ (n,X)
Q Q

(«composante normale du champ X sur le bord») se prolonge continuement de maniére unique

en une application de H(div;82) sur H_”z(l‘).

.0
Preuve. ® Soit X un champ de vecteurs sur Q. Soit X = X' — son expression locale dans une car-
i

x . .
te de §2. La 1-forme associée ¢ a pour expression locale dans cette carte ¢ = X! 8ij dx'. L’expression

locale de * pest :

nooo N
*o=> (17T xIgdx! AL A A L AdX", (36)
j=1
D’ol
pA*o=g X Xz dxT A ... Adx".
D’ou

£¢A*¢:—[l (X,X) * 1. (37)

De plus par (36)

1
5¢=———— (VE X)) = ~div X. (38)
Ve g ax
(S) Dans ce texte, topisomorphisme veut dire isomorphisme d’E.V.T.

) * désigne 'opérateur «adjointe de» ([R] p. 121) et alinéa suivant 1.8.
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De (37) et (38) suit que I'application X ¥ ¢ est un topisomorphisme de H(div;Q)
sur Hq(8;82). (39)

@ Supposons la carte adaptée au champ normal unitaire sortant, et X € C™(T£). Alors (n,X) = x1.

. suit alors nyp = x1. Do (n,X) =ng. (40)

De ¢ =ngijdxi et 1.11 suit np = ng”-. De 8] =6“

De (39), (40) et 1.12 suit Iassertion.
Q.E.D.

Le résultat de [D—L] rappelé au début de ce paragraphe se précise et s’étend au cadre
riemannien de la maniére suivante : considérons les espaces
H(rot;$2) ={X ET(TQ) ;f (X, X) *1 <o et f rot X A * rotX<°°}
Q Q
(rot X désigne la dérivée extérieure de la 1-forme associée a X, [DEL] p. 100 et est appelé en
«calcul tensoriel» le «tenseur rotationnel de X») (enzfait il s’agit d’un champ de tenseurs) ainsi que
H—”z(rot;r‘) = { XeH! /2(TF) ;rot X € H_1/2(A T*T) };ces espaces étant munis de la norme

du graphe. On a alors :

1.14. THEOREME. Soit Q une variété riemanienne orientée C™ compacte a bord. Alors I'applica-
tion X v Xla q ~(nX)nde C*{TQ) dans C(TT) se prolonge continuement de maniére unique en

-1 /2(rot;1").

une application de H(rot;Q2) sur H
Dans une carte adaptée au champ normal unitaire sortant I’expression locale de ty

n n . n .9
(¢ 1-forme associée a X) est : tp = Z:‘Z ZQ Xlgijdxl tandis que X = (n,X)n =Zz X! ;

Donc la 1-forme associée a X — (n,X)n sur [ est tp. 1.14 suit dés lors de 1.8.

2. - QUELQUES PROBLEMES AUX LIMITES

Nous étudions quelques problémes aux limites dont nous aurons besoin dans la déter-

mination des générateurs de semi-groupe a contraction associés au systeme de Maxwell.

2.1. PROPOSITION. @ Pour tout ¢ € H_1 /2(d;1") il existe une et une seule solution de u + 6du =0

p
et tu =y, dans l'espace Hp(d;ﬂ).

® Pour tout Y € H_l/z

p—1 (8;T) il existe une et une seule solution dans Hp(G;Q) de u+ déu=0et

nu=y.

Preuve. ® Considérons E :{w S Hp(d;Q) Jtw = gp}. Par 1.8, E est non vide et fermé. De plus, E est

convexe. Soit u la projection de O sur E. Il suffit de vérifier que u + 8du = 0. Quel que soit
o R

V] ECOO(A T*Q):
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lu+w 12=1u 2+ 1y 12+ 2Re(uy)>lull?
D’ou
Iy 1242 Re(u,y)>0. (41)

Substituant Aw 2 ¥, NEC, (41) devient :

A2 w12+ 2 Re Mu,w) >0. (42)

o P
(42) implique (u,w) = 0 quel que soit w €C_ (A T* ). (43)
n—
D’ou quel que soit € _5_) () ﬁ A6+ (—1)p+1/ciu AS6=0 ie.:

<uf >+ (1P <duso >=o0. (44)

pt] :
Mais < §w,0 > = (-1 )p+1 < w,80 >, quel que soit w € D’ (K2). D’ols suit de (44) :u + &du =0.

® Reste a montrer 'unicité de la solution dans Hp(d;Q). Soit u une solution dans Hp(d;Q). Alors

quel que soit w € E, il existe h € Hg(d;ﬂ) tel que w=u + h. D’oli

w12 =1u 12+ 1h 12 +2 Re [(uh)y + (du,dh),]

=lul?2+1h12envertudeu+8du=0
et de la densité de C:(’)(RT* Q) dans Hg(d;Q). (45)

Par conséquent u solution dans Hp(d;Q) implique lu I=inf ITw . (46)
wEE

De (45) et (46) suit si u et w sont deux solutions dans Hp(d;Q), nécessairement h = w—u doit étre

nul et donc u = w.

® | a seconde partie de I'énoncé suit par dualité de la premiere : considérons v € Hn—

(d;92) la
n+1) P

solution de v + 8dv =0 et tv=* . Posons u = (*1)( Pxy Alorsu € Hp(S;Q) et est solution
deu+déu=0etnu=1y.

Q.E.D.

Nous étudions maintenant la régularité des solutions des problemes aux limites posés
. p .
en 2.1. Nous allons montrer que si ¢ € C™(AT* I') alors la solution dans Hp(d;.Q) deu + 8du =0,
. . oo, P —
tu =g est «C” jusqu’au bord» i.e. u €CT(AT* Q).

2.2. LEMME. Considérons

P:CORT* Q) > 2R T* D CORT* I)xCCA T+ )

u~ ((1 + A)u,tu,tdu).



120 L. Paguet

Alors P est un systeme frontiére elliptique au sens de [HO], p. 273.

Preuve. ® Nous devons tout d’abord vérifier ([H6] , déf. 10.6.2, p. 269-270) que le systéme Au=F
est elliptique au sens de [D-N], p. 505. Suivant les notations de [H0], p. 268 (a la différence pres
qu’ici nous travaillons avec des multi-indices) posons pour 1 < j; < .. < jp < n,
1<iy <...<ip<n :

t. . =2ets. . =0.
}1...Jp I‘I--.p

De la formule de Weitzenbock, [R] p. 131, suit :

2
e 0%u
(AU)i i =“g'k —_'1Ip + termes d’ordre < 1.
1p axl axk
D’ou
o ) ) _ i]...ip jk
Pi1...lp,j1...jp(z’g) 8j1...1pg (Z)‘Ejsk
[P
517D 1812
611"'Jp IEI :

n
Do dét(P? (2,)) = 112 B Lo £+0.

1...ip,j1..<jp

oo P
® Calculons le n?mbre d’équations définies par les conditions frontiéres tu =f € C (A T* I) et
tSu = gec°°(pA T*T).

Celui-ci est égal a (n;)]) + (gj) = (g) = avec

I
M

|
M

2u _ Yy _ _ i
1<|]<...<Jp<n p 1<x]<...<|p<n p

D’ol la condition i) de la définition 10.6.2, p. 269-270 de [HO] .

@ Suivant les notations de [H6] (condition ii) déf. 10.6.2, p. 269-270) posons :

o =2si2<iy <L <i <
r|1...|p 2si i ipsn
et

r =1si2<k,; <. <k._i1Ssn.
k1...kp_1 1 p—1

On a quel que soit Yo € 9%, dans une carte adaptée au champ normal unitaire sortant, valable en

Yo -
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. j1...j
. (y,D)==g(y e P 9/+.j + termes d’ordre O.
pk1...kp_1,11...;p(yo )=-87(y,) sky ko Voxd
D’ou
. = < . . — —4 — —
degph Iylq-+) (yo’ ) 0 t”...jp I |p 2-2=0
et
de i ’ i r =2-1=1
gpk‘l, ,k 1,’]. J (yo ) J—l...jp k]-..kp_-l
De plus : P
o . (y D)=5' P I
Yo
pl-l |p,]-l ]p (o} ]-]...jp
et ..
Py y D)=y ) el P oy
k1...kp_1,j1...}p o’ (o) Sk—l.-.kp_-l ox

La condition ii) de [H8] (déf. 10.6.2, p. 270) est que le systéme :
32

Ui .

j 17p —5 , ,
8Jk(yo) '—T=Odans IR? (1«ip<..< |p<n)

ox) ax
u. + (0,.) =0dans IR" (2<iy <...<i_<n) (47)
l-]...lp 1 p
N o 1
g’ (y,) 65L1..?kp_1 a11' P (0,) =0dans R"™" (2<ky <. <kp_; <n)

X

ne posséde pas de solution «exponentielle» non triviale bornée avec £ #0 i.e. une solution de la

forme

Ui @)= eV w, i (1) (22 (K129 = (XXl €= (B (48)

Vérifions cette condition. De (47) et (48) suit :

Wi ~#(yo) § & Wi =0 (1Sip<..<ip<n) (49)
p p
w5 (0)=0 (2<i; <..<i <n) (50)
‘I--- p p
v = < <
i]...lp (1<i;<..< ip < n) devant étre bornée sur IR_ il suit : Wi1...ip(x1) =wi1mip(0)el‘E Ix1
ol I'on a posé
HESFAUNR (52)
De (50) et (52) suit wi1 i =0pour2<ij <...<ip<n. (53)
S
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De (51) et (52) suit w1k1...kp_1 =0pour2<k; <...< kp—] <n,car§#0. (54)

De (53) et (54) suitu=0.

Q.E.D.

) o P oo P g
2.3. LEMME. Soient ¢104 € C (A T* T) et ppp3 € C (A T* ). Alors il existe
u €C°°(/p\T* Q) tel que tu =y, tBu =@y, nu = @3 et ndu =gy (55)

Preuve. ® Par partition de 'unité et linéarité, on peut supposer, P1, 99, 93, ¥4 a support contenu
dans U N 952, U désignant le domaine d’une carte (U,x) de Q adaptée au champ normal unitaire
sortant.

® Soit w € C°°(R t* Q) et recherchons I’expression de tw, t5w, nw, ndw lues dans la carte (U,x).
Nous supposons supp w CU.

i i
w =“’i1...i dx T A ... AdxP,

p
i i
tw= Z W (0,)dx T A ... AdxP, (56)
2<i<.<i <n 1P
P
i i
nw = wyi i (0,)dx2 A AdxP, (57)
2<ip<..<ip<n 2p
0w, Rl QWi i
ndw = > [___2__19_+1 (0) + 2, (1)’ ___2___V_P_+1(o,.)] dx2 A ...
2<j<<p4q<n ox v=2 ax?
LAdePHT (58)
awsj o
tdw = Z [“gSI —17pm ] P14 ool I‘li Do o
] ) A
2<j;<<jpq<n ax
S i ip-1
sl a p~
Iy w. . . : 0,.)dx " A ... Adx . 59
V; & iy Wsig iy alu+1~-lp—1]( ) (59)
® Construisons u. Eu égard a (56), on pose :
ui1 ...ip(o") = (gp1)i1 ...ip si2<iy <. < ip <n. (60)
Eu égard a (57), on pose :
us. o (0,) = ). .osi2<i,<..<i <n. (61)
Tigein (03 ig--ip 2 p

Eu égard a (58) et (61), on pose pour 2 < i <..<iy<n:
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o i p oe3i i i
™p - o W 1P
" (0,.) = (0); . VZﬂ( 1) N (62)

Eu égard a (59), (60), (61), on pose pour 2 < iy <... < ip <n:

duy; i Aer)si, ...
p 27p
— (0,.) == (0,); piy” £(0,. 1 +¢%(0,.)T2(0,.) (¢ )aiz...ip

p
+80)0L0,)(02): : +> Ty 0)(0a): « .
g (0,.) Is( )(‘p3)|2...|p ;2 1'11( )(‘p3)|2...|v_1alv+1...|p

%
+3 &) 00 .
;2g 0,.) IIV( )(¢1)S'2""w1a'v+1""p

p
+3 &gt 001N . (63
ngg( ) I|V( )(=1) (‘p3)5|2...lv_1lv+1...lp )
_ 4
Soit § € C:;(Q), 0<6<1,supp 8 C U et égale 1 sur un voisinage de U supp @;-
Posons : i=1
Ui (x1,.)=63ui _; (0,) —/ (t,.)dt} (2<iy <...<ip<n), (64)
1 p ] p X] ax]
o a“]iz...ip
uq: o (Xq,.)=0<u,. . (0,.)— — (t,.)dt} (2<i, <...<i_ <n). 65
1|2...|p( 1 ) 3 1|2...|p( ) /x; o] (t,.) ( 2 p ) (65)

u défini par (60) - (65) répond a la question.
Q.E.D.

_ p-1
2.4. COROLLAIRE. Soit ¢ € c°°(/p\ T*Q), A€ c”(RT *T) et veC™( A T*T) tels que pour

toutu € Cw(R T* Q) :

/(u+Au)A*¢+/ tuA*)\+/ tSu A *p=0.
Q o 082

Alors p=0,A=0etv=0.
Preuve. ® On vérifie de suite que :

DuA* o=DpA*u=d[uA*p—8pA*u]—d[p A*du—uA*dp]

D’ol

f AuA*¢—A¢A*u=f t(6uA*<p—6¢A*u)—/ tlo A * du —u A * dp)(66)
Q 082 o2
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oo P \
® De (66) et de I’hypothése suitf (¢ + Ap) A * u=0 quel que soit u € C (A T* Q). D’oli
Q

¢+ Ap=0. (67)

® De I'hypothese, (66) et (67) suit :

f tuA*()\+nd¢)+/ t8uA*(V+n¢)f nuA*t&p~/‘ ndu A * tp =0,
19 02 o2 o2

oo, P -
quel que soitu €C (AT* Q). D’oli par 2.3 :

A+ndp=0 (68)
v+np=0 (69)
top =0 (70)
to=0 (71)

oo P =
De (67) et 470) suit (I + 8d)8yp = 0 et tdp = 0. De plus par hypothése, ¢ € C (A T* Q) donc

5¢ec°°(pA T*Q) C Hp1(d:2).

D'ot par 2.1 8p=0. (72)
De (67), (72) et (71) suit (1 + 6d)p =0et tp =0.
D’oli par 2.1 ¢ =0. (73)

De (73) et (68) suit A=0; de (73) et (69) suit v =0.
Q.E.D.

2.5. COROLLAIRE. ® P est un topisomorphisme de Cw(?\ T* 5) sur

oo = (e} —1
C (RT* Q)xC (/p\T* I) xC°°(pA T*T).

® Pour tout ¢ € C° (R T* T') /a solution u dans Hp(d;Q) de u + &du =0, tu = ¢ est dans
c”(RT* Q).

o P71
® Pour tout Yy € C (pA T* T') la solution u dans Hp(S;Q) de u + ddu =0, nu = { est dans

C°°(/p\T* Q).

Preuve. Par 2.2, P est un systéme frontiére elliptique, d’ou par [H8] (p. 273), il existe r € IN,

(e} p —~ oo p oo . .
¢, e C(AT* Q), )‘j €EC (AT*T), Y, eC (pA T*T),j=1,..,r tels que (F,f,g) € Im P ssi

o0 p - (ole] (e o}
(Ffg) ECPAT*Q) x C AT*T) x C (pA T*T)
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et

/-FA*¢5+/ fA*>\j+/ gA*Vj=0,pourtoutj=1,...,r.
Q 02 o2

De 2.4, suit ¢ = 0, 7\ o,» ﬁ =0, j =1,...,r. D’ol P est surjectif. Montrons que P est injectif. Soit
u € ker P. Alors du E c™( A T*Q) C Hp_1 (d;82) et (I + 8d)6u = 0 ainsi que tdu = 0. D’olt
par 2.1, u = 0. D’ols suit de u € ker P, (I + 8d)u =0. On a également tu =0, d’oli par 2.1 u=0.
P est injectif, contlnu et surjectif. Donc par le theoreme de lapphcaﬁlon ouverte, c’est un topi-
somorphisme de C (AT* Q) surC (AT* Q) x C (AT* ) xC ( A T*D).

® Par le premier point, il existe u € C°°(/p\ T* Q) tel que (I + A)u =0, tu =y, tSu = 0. D’oll suit
su € C” (p1_\1 T* Q) CH p-1(d2), (I + 8d)u = 0 et tbu = 0. D'olr par 2.1, bu = 0. D'ol
(I +A)u=0devient (I + 6d)u 0.

L’assertion suit dés lors de 2.1 par unicité.

® Ce dernier point suit du précédent par dualiic.
Q.E.D.

Pour ¢ € H;Uz(d;l‘) posons lll ¢ Il = inf { lull;ue Hp(d;Q) ettu=g } .Par19et
le théoreme de I'application ouverte, la topologie définie par cette norme est la méme que la topo-
logie initiale. Par 2.1, lllp Il =1 Uy, I ot U, € Hp(d;Sl) est la solution de u +8du =0, tu=g. Le
produit scalaire ((.,.)) associé a cette norme vérifie ((p,¥)) = (u¢,u¢). De méme pour
Y E H;W(a;r) onpose Iy ll=inf lull;ue Hp+1 (6;22) et nu=1y . Ces normes et produits

scalaires seront dits «naturels».

Soit g €H ]/2(d ;") et posons Qp = ndu (u deS|gnant la solution dans H ( Q) de

‘P
u +8du=0et tu=yp). Ceci a bien un senscardu¢EIL2( A T* Q) et 8du =“U¢E|L2(/\T*Q)
i.e.du EHp_H(& 2). Q opére de H 1/2(d ;) dans H 1/2(6 ;D).

2.6. PROPOSITION. ® Q est un topisomorphisme de H 1/2(d ;) sur H 1/2(6 ;) et une transfor-

mation un/ta/re de HZ/ 2(d ;) sur H 1/ 2(6 ;) pour /eur structure h//bert/enne naturelle. De plus

colP

Q[C (AT* I]=C (/\T* I).
® Notons Q(p) I'opérateur Q agissant de H? /2(d;F) sur H;”z(ﬁ ;). Alors
Qp) ™" = (=1)"P * Q(n-1-p)*. (74)

Preuve. ® Soit ¢ € H;”Q(d;l‘) et u, € Hp(d;Q) la solution de (I + 8d)u = 0, tu = ¢. Alors
du‘p € Hp+1(6;Q) et est solution de I’équation (I + d§)w =0, nw = Qy. D’ou

IQy ll=ldu_l =lu_l =llgll.
@ Hp+](6;9) ¢ Hp(d;Q)
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Donc Q est une isométrie de H;uz(d;l‘) dans H;Uz(& ;") pour leur structure hilbertienne naturel-
le. Montrons que Q est surjectif.

Soit ¥ € H"1/2(6-I‘) et uy, € Hy11(8:2) la solution de (1 + d8)u=0,nu=y. uy EH(d;Q)
et consnderant Y = —t8uw on vérifie de suite que Qp = Y. Par 2.5, il est clair que Q env0|e

C (AT* T') sur lui-méme.

® Montrons que (—1)"P * Q(n—1-p) est un inverse a gauche de Q(p). Soit € CW(R T*I). Soit
u € C” (A T’i Q) la solution de u + 8du = 0, tu = 9. * Q(p)p = * ndu = t*du.
* du € C™( X T* Q) et vérifie (I + 8d) * du = 0. D’oli Q(n—1-p) * Q(p)p = nd * du. D’olr
* Q(n—1-p) * Qp)p = t * d * du. Mais (-1)"t * d * du = -t 8du = ¢. Dol
(-1)"P * Q(n-1-p) * Q(p)¢ = v, quel que soit ¢ € C (lp\ T* T'). Dol par densité,
[(-1)"P * Q(n-1-p)*Q(p) =I. D0 Q(p) " = (1) * Q(n-1-p)*.

Q.E.D.

Notons S = S(p) la grande restriction de Q(p) qui opére dans ILZ(R T* T). Par 2.6,
D(S) D C*(A T* I') et est donc dense dans IL2(1p\ T* I'). Nous allons montrer que S est un opé-
rateur self-adjoint positif dans ILz(R T* T'). Auparavant un lemme, dont le premier point peut
étre vu comme une généralisation de la formule de Stokes.
2.7. LEMN%E ® Sojit u € H (d Q) et v E€H _ p(d;Q). Supposons tu € ILZ(R T* T),
tvE IL2( A T* ) (resp. tv EC }\—p T* ). Alors

f uAv)/ tu Atv (resp. f du Av)=<tutv>).
Q

n—

o P o N1-p
® [a forme bilinéaire de C_ (A T* F) xC ( A

T*T) > C : (a,f) = / a A B se prolonge
r

continuement de maniére unique a H -1/ 2( I xH -1 _{ ]2 p(d ;') (par abus de notation la valeur

de cette forme bilinéaire en (a,8) € Hp1/2( ) x H 1/2 (d :T") sera encore notée f a A B).
r
n—1- oo P
Preuve. ® (i) Supposons tu € IL2(A T*T)ettv € IL2( A T* F) Soit (p,) CC(AT*T)
(resp. : (\]/n) cc” ( AP T* T)) telle que g, ~ tu dans IL2(A T1* N H_1/2(d ;) (i.e.
¢, = tu dans IL2(A T* T') et dans Hp]/z(d ;) et Y~ tv dans IL2( A P T*T) ﬁ H 4 ]/2 (d;T)
(de telles suites sont faciles & construire : grosso modo, par partition de 'unité on se ramene a

an_1, dans IRn_] on procéde par régularisation). En particulier

f ¢nA¢/n»/ tu A tv. (75)
0 a0

Soit o (resp. Bn) la solution dans Hp(d;Q) (resp. Hn_1_p(d;Q)) de (I + (‘Sd)ozn =0et ta, = ¢,
(resp. (1 + 6d)Bn =0ettf = l}/n). La suite (an) (resp. (Bn)) est de Cauchy dans Hp(d;Q) (resp.

Hn_]_p(d;Q)). Soit a = lim & dans Hp(d;Q) et B = lim B, dans Hn_1_p(d;§2).
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En particulier

/ d(anAﬁn) —>f d(a A B). (76)
Q Q

Par la formule de Stokes et 2.5,

f oy AV, = f d(e, AB,)- (77)
19 Q

D’oli suit de (75), (76) et (77) :
/ d(a A B) =/ tu A tv. (78)
Q 02

Par (78) il suffit pour conclure de montrer que

/d(aAﬁ)=f d(u Av). (79)
Q Q

Ecrivant a AB—uAv=aA (8—v) + (e —u) Av, nous sommes ramenés 3 montrer que

/ d(§An)=0¢t€ Hp(d;Q), neE Hn—1—p(d;Q) désque tt=0ou tn=0.
Q

p —
Supposons pa1r exemple tn = 0. Par 1.9, il existe (‘g’n) CC® (A T* Q) (resp.
n=1-p
(nn) C C::)( A~ T* Q)) telle que £, > & dans Hp(d;Q) (resp. n, = n dans Hn_1_p(d;9)).

Par le théoréme de Stokes / d(é’n A nn) = 0. Mais / d(sn A nn) —>/ d(¢ A n), d'ou
Q Q Q

/ d(¢ An)=0. Do suit (79).
Q
n—1-p

(i) Supposons tv régulier ie. tv € CT ( A T* I). Par 1.9 il existe
(un) C CW(R T* §) telle que u, > udans Hp(d;ﬂ). Par (i) suit alors : d(urI Av)=< tu,tv >,

; -1/24. on -
Mais tu_ - tu dans H (d;T) et d(u, Av)=> [ d(uAv). Do dluAv)=<tutv>.
" P , Q " Q Q

oo oo N1 oo -
® Supposons (a,8) € C (R T* I)xC ( A P T* I'). Soit u € C (R T* Q) (resp.

oo N —
vEC | A—p T* Q)) solution de u + 8du =0, tu = a (resp. v + 8dv =0, tv = ). Par la formule

de Stokes, on a
/aAB=/ d(u Av). (80)
r Q

Hp(di) x Hy_q_(d;Q2) > € :(S,n)**'/g; d(g An) (81)

Mais I’application de

est bilinéaire continue. De (80) et (81) suit I’assertion.
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2.8. PROPOSITION. @ S est un opérateur self-adjoint positif dans IL2(1p\ T* ). De plus la ferme-
ture de S considéré comme opérateur de H? / 2(d ;") dans H? / 2(6 ;") est égale a Q.

51/ 2 se prolonge continuement de maniére un/que en une application unitaire de H 1/ 2(d ;)

muni de sa structure hilbertienne naturelle sur IL2(A T*T).

Preuve. ® (i) Montrons que S est symétrique. Soient ¢, ¥ € D(S), u, vE€ Hp(d;.Q) la solution de
u+38du=0,tu=g(resp. :v+8dv=0,tv=1y).

(u,v)=/ duA*dV—/ u A *adv. (82)
Q Q

d(uA*dv)=du A*dV—uA*8dv. (83)
De (82), (83) et 2.7 suit :
(uyv) =/ P A*SY e (uy)=(pSY), (84)
a0

De (84) suit

(0,S¥)y = (¥,5¢), ie. (p,S¥)=(Sp,¥).

(i) Par (84), pour tout
9 €D(S), (Spp)y = lu I () = Mo I 2, (85)
En particulier, S est un opérateur positif.

(iii) S est un opérateur symétrique, positif, 2 domaine dense car D(S) D C™(AT*T).
Soitg son extension de Friedrichs. S est un opérateur self-adjoint positif [R-N] (p. 326) prolon-
geant S. Nous allons montrer que S = S.

~

S est la restriction de S Y] (formule (5), p. 318 et suite) 2 D(S*) N (D(S))’, (D(S))" désignant
le complété de Iespace préhilbertien D(S) muni de la norme : D(S) - IR,
o (g |l% + (S<p,<p)2)1/2, identifié a un sous-espace de IL2(/p\T* I'). D’oli par (85),

pS)=12RT* 1) N H;1/2(d;l“) N D(S*) =D(S*) N H;”z(d;F). (86)

~

Il suffit donc pour conclure de montrer que pour tout ¢ € D(g), Sy =Qey.
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Soit Y € C” (R T* T). Désignons par u € Hp(d'Q) (resp. : v € C°°(/p\ T* Q)) la solution de
u+8du =0, tu= @ (resp. v + 8dv =0, tv=¢). (S ¢,¢)2 (S*¢,w)2 = (¢,St[/)2 D’autre part
p € D(S) d’ol par (86) il existe une suite (¢n) CC®(AT*T) telle que ¢, > ¢ dans
L2RT* 1) N H ‘/2(d iT). D'ols < Qu,* ¥ >=lim < Qo * ¥ >=lim(Sp,¥), =lim(p,,S¥), =
(‘P»SW)Q -

D’ols suit (S ¢,¥)y =<Qp,* ¥ > quel que soit y €C (AT* T), d’ol Snp Qo.

(iv) La seconde partie du premier point est triviale étant donné que Q est borné et
que D(S) D C°°(RT* T'), donc est dense dans H_”z(d;r‘).

® Montrons que D(S1/2) CH 1/2(dl") et que quel que soit @Y € D(S”z),
((o¥) = (52,5112, Par (84), pour tout .8 € D(S), ((g,9)) = (pS¥),, d'ol

((o¥) =(s"2p512y),. (87)

Mais D(S) est un coeur pour s1/2 [K] (p. 281). D’oli considérant ¢,y € D(S”z) il existe
) ) (x/./ ) C D(S) telles que ¢, > o, 51/2(,0 —>S]/2‘p v, -y, 51/2 ¥, —>51/2 ¥, dans
IL2(AT* I). Par (87), g, —¢ M= 1512 (o = ), Wy —y _li= ||s1/2(¢/ —y )0,
e. (¢ ) (tl/ ) sont de Cauchy dans H 1/2(d ;T"). Mais ¢, = ¢ et ¢~ ¥ dans D’(T). D’ol par
unicité ¢ > ¢ et Y > ¢ dans H 1/2(d ;). Passant a la limite dans (87) (appliqué aux (¢n,w )
il suit ((p,¥)) = (S]/2¢,S1/211/) D'ou I'assertion. D'ou suit S/2 est une isométrie de D(S]/2)

muni de lIl. ll dans
2,P
IL“(AT*T). (88)

De plus D(S”z) DOD(S)D Cw(RT* I") et est donc dense dans

H;” 2(4.1). (89)
De méme R(S”z) DR(S)D Cm(R T*I') et est donc dense dans

L2(RT* ). (90)

De (88)-(90) suit I'assertion.
Q.E.D.

3. - SYSTEME DE MAXWELL

Nous commengons par un résultat d’Analyse Fonctionnelle. Celui-ci est une variante

d’un résultat classique [R—S] (p. 140-141) concernant les extensions antisymétriques et fermées
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d’un opérateur antisymétrique et fermé dans un espace de Hilbert H. Comme nous nous en som-
mes apercus par la suite celui-ci se trouve énoncé (sous une forme moins précise) dans [Vi] ; com-

me il n’en est pas donné de démonstration, nous nous permettons d’en donner une.

3.1. THEOREME. [Vi], (p. 96). Soit H un espace de Hilbert, et A ,un opérateur dissipatif, anti-
symétrique, fermé, a domaine dense dans H. Soit K =ker (1- Az‘;) et K =ker (1 +A"(‘)). Alors,
il y a correspondance 1 — 1 entre les générateurs dissipatifs A, tels que A o C Ap C- Ag et les

contractions U : Kt > K~ (ie. | UN< 1) (KT et K™ sont fermés dans H) ; plus précisément :
(i) pour tout U € B (Kf K") tel que 1 UII<1, A4 défini par :
D(A;)={¢+¢, +Up, ;0ED(A ety €K}, Aylo+y | +Upy) =A 0 —p, +Up,

est générateur d’un semi-groupe (s.g.) a contraction et A o CA| C—A%;

(i) réciproguement, étant donné A1 générateur d’un s.g. a contraction tel que
A o - A1 c - A(";, pour tout ¢ € Kt il existe un et un seul élément de K™, noté Uy + tel que
¢4 +Up, €D(A,).
De plus, I'application de K ok ¢+ Ug, est une contraction de K + dans K~

Preuve. (i) Soit U contraction de K dans K™ et soit A4 Popérateur associé.
® A, est dissipatif. En effet, considérons ¢ + ¢ + Up, €D(A{) (p € D(A,) etyp, € K+).

Re(Aq(o+oy +Upp) o+, +Upy)=Re(Ajo—p, +Upy, ¢ +oy +Upy)
= Re[(AOgo,w) + I Ug, I 2_ oyl 2] < Re(Aotp,go) <0.

® Im(1 - A]) est dense dans H. En effet soit v € H, v L Im(1 — Aq). En particulier,
v L Im(1 —AO), ie.vEKT. De plus, quel que soit ekt

(1 _A‘l)(‘p.}. + U‘10+) =Py + U80+"‘('Lp+ + Unp+) =2§p+.
Dot suity 1 KT et par V€K+, vl1vie v=0.
° D(A1) est dense dans H. En effet D(A1) D D(AO) et ce dernier est dense dans H.

® Ay est fermé. En effet, considérons (e,) < D(A,) et (np-:;) C K+, telles que
G + &p‘: + U‘p'; >fEHet A0 ¢ —xp'; + ng’; - g € H. En particulier

fED(AZ) et A¥f=—g.
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Mais [R-S] (p. 138), D(Ao), K+, K~ forment une décomposition orthogonale de I’espace de
Hilbert D(Az‘;) (muni de la norme du graphe). Soit f = ¢ + ¢+ + ¢ la décomposition de
f, p €D(A,), ot e K+, ¢ EK.Onag, >y, ‘p‘rt -> v.p+ et Ucp'rt ¢ dans D(Az‘)), donc a for-
tiori dans H. D’ol par continuité de U, ¢ = pr+.

D’oli fE€ D(A,).

D’ol A1 est fermé.

® Des points précédents, suit par le théoreme de Lumer-Phillips, A générateur d’un s.g. a

contraction.

(ii) Reéciproquement, soit A1 générateur d’'un s.g. a contraction tel que
Ay CA; C-AZ.
A1 étant un générateur donc en particulier un opérateur fermé et A1 c - A; , il suit D(A1)
sous-espace fermé de D(A(";) (ce dernier étant muni de la norme du graphe). Désignons par Sq
le sous-espace fermé complémentaire orthogonal de D(Ao) dans D(A1 ).
De D(A;) D D(A,) et D(A¥) = D(A)) ® K™ ® K~ [R-S] (p. 138) (pour la norme du graphe
de A¥) il suitS; CKT @ K.

® Etant donné ¢, € K+, il existe au plus un élément ¢_ € K~ tel que oy Tty € S] (nous n’af-
firmons rien quant a lexistence d’un tel élément). En effet, soit ¢_ ¢¥_ € K tels que
¢r+9_€S ety +Y_€S,. Dolsuity_-y_€S; C D(A1).

De plus (1 — Aq) (p_—¥_) =0, d’ol par dissipativité de A, _ = ¥_. Remarquons que ¢_ est
aussi Punique élément (éventuel) tel que ¢, + ¢_ € D(A;). En effet g, +¢_€ KY® K et
est donc orthogonal pour le produit scalaire associ€ a la norme du graphe de A% a D(AO).

D’ou ot € 51. Désignons par U I'opérateur de K™ dans K™ ainsi défini.
® D(U) est dense dans Kt. En effet, soit v € Kt tel que v 1 D(U). Remarquons que
(1 - A])S] = D(U). En effet, considérons ¢ € S1 ; ¢ s'écrit sous la forme ¢ = ¢, + Up,,
0y EKT. Dol (1-Apdp=(1+A%o, +(1+AXg_ =20, .
D’autre part, v € Kkt signifiey L Im(1 - AO). D’oli par linéarité,
11 —A1) [D(Ao) ®5,]= Im(1 —A1).

De A1 générateur dissipatif suit alors » = 0.
® Montrons que U est une contraction. Soit vy € D(U). Posons ¢ = oy T Upy .
Ao ==Abp, —A¥Up, =Up, —9p . Dol

Re(A;0,0) =Re(Up, —w oy + Upy) = 1Up 12~ llp, 112

De la dissipatvité de Aq suit I Upy 1< oL .



132 L. Paquet

° Montrons que D(U) = K. Soit np € K. Par D(U) dense dans K+ il existe (p +) C D(U) telle
que wn - np . De U contraction et K~ fermé dans H, il existe ¢_ € K tel que Ucpn -y .D'l

+U¢n->¢ to. DeplusA*(«pn+Uso+) —wn—Utpn-Np ‘A*(w +o).

S, étant un sous-espace fermé de D(A(";), cp+ +¢ €S54.Dl np+ €D(U).

Q.E.D.
Dans un ouvert de IR3 le systéme de Maxweli s’écrit :
E;E— rot H
t
(91)
oH
3¢ - rot E.

2

Identifiant le «champ électrique E» a la 1-forme u = E1dx1 + Epdx® + E3dx3 et le «champ

magnétique H» a la 2-forme v = H1dx2 A dx3 + H2dx3 A dx1 + H3dx1 Adx2, le systéme (91)

devient :

Eu égard 2 (92), nous appellerons opérateur de Maxwell M sur £, £ variété riemannienne orien-

tée C™ compacte a bord, I'opérateur :
+1 +1
M) x D7 (@) > B@) x P07 (@) : (u) » (6v,~du).

3.2. LEMME. Soit A0 la fermeture de dans

M| o o P+l
| R e x A ™)
+1
IL2(A T*Q) X IL2( T*Q). Alors Ay CM et D(A,) = Ho(d Q) X Hp_H((S;SZ). De plus
~ A C Met D(AY) =H (d:2) X Hy,1(5:0).

Preuve. ® La premlere Partle suit de la densité de C°c (R T*Q) dans Hg(d;ﬂ) (théoréme 1.9) et
de la densité de C ( A T*Q) dans H°+1 (6;92) (theoreme 1.12).

@ £n vue du premier point

*
A =(M| o B o P11 ) (93)
o
Co2 (AT*Q) X Coo( A T*Q)

+1
Soit (o,¥) € IL2(A T*Q) X IL2(°A T*Q) De la définition de I'adjoint et (93), (¢,¥) € D(A¥)
ssi il existe (f,g) € IL2(AT*Q) X IL2( A T*Q) tel que pour tout
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oo o PH1
v ecRTe) x 2 PA T40) : ((£e), ) = (959) — (¥,du). (94)
(94) est équivalent a :
o P
(f,u) == (¥,du) pour tout u € COO(AT*Q) (95)
et
o PH1
(8,v) = (¢,8v) pour toutvEC (" A T*Q). (96)
(95) est équivalent 2 :
n—p
<fE>=(-1)P<yst>pourtoutt € D (Q) ie. F=—5y. (97)
(96) équivaut a :
+1 oy
<gn>=(-1)PT <pdn>pourtoutnE D (Q) ie. g=do. (98)
De (97) et (98) suit I’assertion.
Q.E.D.

De 3.2 suit immédiatement Ao opérateur antisymétrique fermé a domaine dense.

3.1 lui est donc applicable. De plus, on voit immédiatement que dans le cas présent, par 3.2 :

K+={(u,du);uer(d;Q) et(I+8du=0} (99)
et
K_={ (u,~v) ; (u,v) EK+} . (100)
Raffinant 3.1 dans le cas particulier présent, grace aux résultats des sections 1 et 2,
on obtient :

3.3. THEOREME. Soit Ay tel que A  C Ay C- AS. Alors Ay est générateur d'un s.g. a
contraction ssi il existe U € ./ (H;1/2(d;I‘)) avec I1U 1< 1 tel que

D(A7) ={(uv) EH(d;2) X H11(8:2) 5 (1-U)w - (1+U)Q" nv=0}

(MU Nl désigne la norme de U comme opérateur borné sur H? / 2(d;l") muni de sa structure hilber-

tienne naturelle).

Preuve. ® Par 3.1, Aq est générateur d’un s.g. a contraction ssi il existe T KT >k contraction
telle que D(A1)={¢+¢+ +Tp, ;ngD(AO) etup+€/<+}.
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® Par (99), (100) et 2.1 (voir aussi I'alinéa suivant 2.5) il y a «bijection» (pas n’importe laquelle !,
on va préciser tout de suite) entre les contractions T : Kkt > K et les contractions U de

H;1/2(d;I’) muni de sa structure hilbertienne naturelle ; plus précisément :

a) Soit T : KT » K™ : (u+,du+) +~ (u ,~du") une contraction ; alors
u: H;] /2(d;F) -> H'p—1 /2(d;l‘) - tu™ > tu” est une contraction de H? /2(d;F) muni de sa structure

hilbertienne naturelle ;

b) réciproquement, soit U une contraction de H 1/2(d F) Pour ¢ €H 1/2(d i),
notons u™ (resp. u”) la solution dans Hp(d ;2) de (1 + 6d)u =0, wt = (resp. (I +5d)u =0,
tu" =Uyp);alors T KTk (u ,du+) ~ (u”,—du") est une contraction.

® Soit (u’,v’) € D(A ) et (u+,v+) € K. Considérons (u,v) = (u'v') + (utvH) + (U v) ot on
aposé (u ,v )= T(u+,v+). tu=(I+ U)tut et nv=0Q(I - U)tu™. Dot

(1-U)tu - (1+U)Q Thv =0. (101)

® Réciproquement, soit (u,v) € H (d Q) X H Jr1(6 ;§2), satisfaisant 2 la relatlon (101). Soit ut

1
(resp. u”) la solution dans Hp(d Q) de u+8du=0telle que tu™ = > —(tu+ Q nv)
_1 »
(resp. tu =5 (tu=Q " nv)). (102)
De (101) et (102) suit immédiatement
Ut =t (103)
) s +_ .+ -_ = .
D’oli posantv' =du’ etv =-du , il suitde (103) :
W V) =Tty (104)
Posons (u’,v’) = (u,v) — (u+,v+) —(u",v"). De (102) suit
tu'=0etnv' =0. (105)

De (105), (104) et le premier point, suit (u,v) € D(Aq).
Q.E.D.

Posons | = (51/2) ; par 2.8, ] est une transformation unitaire de H ]/2(d ;1) sur
IL2(A T*T) (H 1/2(d ;") étant muni de sa structure hilbertienne naturelle). En partlculler U est
une contractlon de H 1/2(d ;T) (pour sa structure hilbertienne naturelle) ssi J U ] 1 est une

contraction de IL2(/\ T*F) D’olr la variante suivante de 3.3 :
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3.4. COROLLAIRE. Soit A4 tel que A - A1 A*. Alors A1 est générateur d'un s.g. a contrac-

tion ssi il existe U contraction de IL2( T*I‘) telle que :
(A1)={(uv)EH (d:2) X H_41(6:) 5 (1-) Tupw- 1+ Tu)Q  nv=0}.
Remarquons pour terminer cette section que de 3.1 et de [R-S] p. 140-141 suit :

3.5. COROLLAIRE. /I existe Aq générateur d'un s.g. a contraction, avec A, C A1 C —AE‘; et

A1 non antisymétrique (resp. antisymétrique mais non self-adjoint).

4. - CAS PARTICULIER DU SEMI-ESPACE, ET DE LA BOULE

Nous déterminons dans ces deux cas particuliers, I’expression explicite de I'opérateur
Q. En fait (voir I'alinéa précédent 2.6) nous n’avons défini Q que pour £ variété riemanienne
orientée C* compacte 2 bord, mais comme 2.1 s’étend sans difficulté a2 Q = IR, la définition

de Q aussi.

4.1. PROPOSITION. Dans le cas du semi-espace Q :{x € IR"; Xq <0 }, Q est 'opérateur
(1+8)72 (14 8d) : H2(@RTT) > HoV2(55RM).

Preuve. Soit ¢ € H;1/2(d;an_1) etu € Hp(d;IRE) la solution de u + 8du = 0, tu = ¢. Par 1.4,
1.5 et le quatriéme point de la preuve de 1.4, suit pour tout 2 <j2 <.. <jp+1 <n

/\ exp [x1 \/1+§%+...+£g]
(du)1j2...j o m [((1 + 8d)e )12 'p+1]
P 1+E5+. 42

(«*» désigne la transformée de Fourier partielle «relative aux variables X9y Xp—1 »). Dol
ndu= (1 +4)712(1 + sd)e.

N\

Q.E.D.

Remarquons que dans le cas général (i.e. § variété riemannienne orientée C*° compac-
te 2 bord ou Q = IR"), (I + A)_”z(l + &d) est toujours un topisomorphisme de H ]/z(d ;T) sur
_1/2(8 ;T), le topisomorphisme réciproque étant (I +A) 1/2(I + dd).

Venons en au cas de la boule. Par 2.8, Q est complétement déterminé par S i.e. sa
plus grande restriction qui opére dans IL2(R T*T) (icil' =S). Nous allons montrer que les formes
propres de S sont exactement celles de I'opérateur de de Rham-Hodge dans IL2(/p\ T* Sn). Ceci
nous permettra d’écrire en particulier une décomposition spectrale de I'opérateur S. A cette fin,
nous utilisons la méthode de séparation des variables sur les formes différentielles introduites
dans [P1].
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4.2. PROPOSITION. Soit 0 < p < n—1 et ¢ € Co(p;n;k), k € IN* i.e. une p-forme propre coexacte
de Sn de valeur propre (k+p)(k+n—p—1). Alors ¢ est une p-forme propre de S de valeur propre

n+2k
F( 2 + 1 I n+2k+112)
ptk-1+ Ntk (F désigne la fonction hypergéométrique confluente).
F(- > In+2k[2)
oo = h

De plus, la solution u € C (R T* Bn+1) de u + 8du =0, tu =y est donnée par u =m AP ©, ol

P:IREX S, > IRMT: ()P xy [P1]
“ +2k

— N
h:xe (2x)KTP e F( —— In+212x). (106)

Preuve. ® Cherchons u € C°°(RT* §n+1) solution de u + 8du =0, tu =y, sous la forme

h

h(1)
h étant une fonction de Cw(le_;lR) a déterminer. Notons bien qu’a priori u est seulement défi-
nie (et C°°) dans IR"T 1\ { 0} ; il nous faudra ensuite investiguer le comportement de u au voisi-

nage de l'origine.

® Par [P1] (1.5 (i)) et (107) su=0dans IR""1\{0}. (108)
® Eu égard a (108) I'équation (I + &6d)u = 0 dans RNFT {0} est équivalente 2 (I +AJu=0
dans IR" 1\ {o}. (109)

® Par [P1](1.5 (i)) et 9 € Co(p;n;k), (109) est équivalent (sip #0) a :

n—2 k+p) (k-+n—p-1
ph,_[H( p)(k+n—p-1)

h” +
X X2

]h=0 dans IRY. (110)

® Un calcul de routine montre que h défini par (106) satisfait a (110).

® Pour montrer que u est une solution de (107), il suffit alors de montrer que u = —]- AP @ se

oo h
prolonge en une forme C ™ sur IRn_H. 0

Ceci suivra de (109) si 'on montre que les composantes de u dans les coordonnées canoniques
de RPT1 sont bornées au voisinage de I'origine ce qui est équivalent a | ul borné au voisinage
de Vorigine. (111)

e Par [P1], *u= (-1 PxN72P dx Ap * o.
[P1] (-1) /h(1) p

D’oli



Problémes mixtes 137

uA*u =xn'—2p(h/h(1 ))2 dx Aplp A * g).

_2 h 2 2 . _
*(UA*u)=x “P(—) Ap lol? ie lul=xPh Ap lol,
( ) (h(1)) p'¥ /h(1) p

d’oli (111) par (106).

® De I'expression de I'opérateur n en fonction de t et de [P1] (1.1) suit

_ k(1)
ndu ——W@ (112)

De (112) et (106) suit I'assertion.
Q.E.D.

Par dualité de 4.2 suit :

4.3. PROPOSITION. Soit 1 < p <n et Yy € Ex(p;nk), k € IN*, i.e. une p-forme propre exacte
de S, de valeur propre (k+p~1)(k+n—p). Alors ¥ est une p-forme propre de S de valeur propre

n+2k -1
S + 1 In+2k+112)

F(

N=|n-p+k-1+

n+2k
F( >

In+2k i2)
De plus, la solution u € C™ (/p\ T* §n+1) de u + 6du = 0, tu = ¢ est donnée par

h
u =—>\k 5(‘h—(1—)dx AP v).

Preuve. ® Considérons ¢ =* y € Co(n—p;n;k). Par 4.2, ¢ est une (n—p)-forme propre de S(n—p)

n+2k
F(—=— +1 In+2k+112).

(i.e. S relatif aux formes de degré n—p) de valeur propren —p +k — 1 + 2 >
n+2k
+
Par 2.6 F( In+2k 12)
S(p) T = (1) (IR« 5 (np),
D’ou suit

n+2k
F( 3 +1 In+2k+112)

-1
S =|n-p+k-1+ .
(p) "¥=|n-p+k-1 o v
F(——2 In+2k 12)

D’ou la premiére partie de I’énoncé.

. o NP __ — .
®SoitvEC ( A T*Bn_H)Iasolunon dev+8dv=0, tv=0o.
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Par 4.2,
n+2k
F( 5 +1 In+2k+112)
dv=|n-p+k-1+ :
nevEpnTe 2k v
F( 5 In+2k12)
D’ol
n+2k
F—+1 In+2k+112)
t*dv= (POt n—p -1+ v.
n+2k
F( > n+2k12)

De plus, il est clair que (1 + &d) * dv=0.

Posons n+2k
F('-T +1 In+2k+112) | 4

u=()PH) L -1+ * dv. (113)

n+2k
h F(T In+2k12)
n—p

(-1 )p(n+1) * dy = (_1)P(n+1) * d[ Apy

()

hyp

—_‘6 X

L M

[ h
e _s|
=5 hpmdx Ap w] -5 [h(])dx Ap w]. (114)

dxAPll/

(h dépend du paramétre entier p ; lorsqu’il est nécessaire d’expliciter cette dépendance, nous

avons noté hp au lieu de h). De (113) et (114) suit I'assertion.

Q.E.D.

4.4, COROLLAIRE. Quel que soit 0 < p < n, les formes propres de S sont exactement celles de
l'opérateur de de Rham-Hodge dans ILz(R T* Sn)‘

Preuve. ® Ceci suit de 4.2, 4.3 et des remarques suivantes :

® Soit ¢ une p-forme propre de S de valeur propre A > 0, i.e. Ap = Ay. Alors ¢ ZdBi: + édf,
v @
avec Add % = \db K et Add X = )\Sd; , i.e. ¢ est somme d’une p-forme propre exacte de valeur

propre A et d’une p-forme propre coexacte de valeur propre A.

® Soit ¢ une p-forme propre de S, de valeur propre 0. Alors nécessairement p =0 ou p =n. Si
p =0, ¢ = cste. Un calcul de routine montre que ¢ est une O forme propre de S de valeur propre
n
F=+1In+112)
o E—— (115)
n
F(=Inl2)
2
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Si p=n, ¢ =* cste. Par 2.6 (74) et (115) suit ¢ n-forme propre de S de valeur propre

n —
FG+1 In+112) 1
-1+

F(g Inl2)

Donc toute forme propre du de Rham-Hodge est forme propre de S. (116)

S étant autoadjoint, par une variante du lemme A.IL.1 p. 143 de [B-G-M] il suit de (116) que I'on

a ainsi obtenu toutes les formes propres de S.
Q.E.D.
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[B-G-M]

[B-G]
[DEL]
[Di]

[D-L]

[D-N]

[D-S]

[Du]

[H5]

(K]

(P1]

[P2]

[R]

[R-S]

[R-N]
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