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SUR LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE
DE LA SOLUTION ET DE LA FRONTIERE LIBRE
D’UNE INEQUATION VARIATIONNELLE PARABOLIQUE

José-Francisco Rodrigues (1)

(1) C.M.A.F. 2, av. Prof. Gama Pinto, 1699 Lisboa Codex - Portugal.

Résumé : On étudie le comportement asymptotique a I'infini de la solution d’une inéquation
variationnelle parabolique avec une condition de Dirichlet dépendante du temps. On donne aussi
des conditions suffisantes pour la stabilité asymptotique de la frontiére libre d’évolution, dans la
distance de Hausdorff, par rapport a la frontiére libre stationnaire de I'inéquation variationnelle

elliptique correspondante.
Summary : We study the asymptotic behaviour of the solution of a parabolic variational inequa-
lity with Dirichlet boundary condition depending on time. We give sufficient conditions to the

asymptotic stability of the evolution free boundary, in the Hausdorff distance, with respect to

the stationary free boundary of the corresponding elliptic variational inequality.

1. - INTRODUCTION

Considérons le probléme classique suivant

(1.1) ug—Au=f (xeQ,t>0)
(1.2) u(x,t) = g(x,t) (xer, t>0)
(1.3) u(x,0) =u_(x) (x€Q)
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ot1 § est un ouvert borné de IR 2 frontiére 992 = I" réguliére et A est le laplacian. Il est bien connu
(cf. par exemple [F1]) que si f(x,t) > f(x) (resp. g(x,t) > g, (x)) uniformément dans Q (resp.
dans T") lorsque t - oo, alors la solution u(x,t) de (1.1) (1.3) converge uniformément dans Q vers

Uy (x), solution de

(1.4) —Au,=f (xeQ)

(1.5) U (X) = goo(X) (x€T).

Pour une inéquation variationnelle parabolique du type

(1.6) u=0, (ut—Au) (v-u)=f(v-u) pp. x€Qt>0, Vv=0

avec les conditions aux limites (1.2) et (1.3), on montre dans la section 2, qu’on a une situation
analogue, sous des hypothéses un peu différentes, étant u convergente vers la solution de I'inéqua-

tion elliptique
(1.7) u,>0, —Au(v—uy)=>f(v-uy,) pp. XxXEL, Vv=0

avec la condition de Dirichlet (1.5).

L’inéquation (1.6) traduit un probléme a frontiére libre pour I’équation de la chaleur
(1.1), c’est-a-dire, la région S est partagée en deux sous-régions :Q+(t) ou la fonction u est stric-
tement positive et vérifie I'équation (1.1) ; et la région Qo(t) ol u est nulle. Sur la frontiere libre

L(t), séparant 2 (t) de Qo(t), la fonction u vérifie la double condition
u(x,t) = Igrad, u(x,t)|=0.

Dans la section 3, moyennant certaines hypothéses de régularité de la frontiére libre,
on montre la convergence asymptotique, au sens de la distance de Hausdorff d’ensembles, de la

frontiére évolutive L(t) vers L la frontiére stationnaire.

Le probléme (1.6) (1.2) (1.3) peut traduire la diffusion de I'oxygéne dans les tissus
vivants (u étant la concentration de I'oxygéne), dont I’étude a été faite a une dimension avec
d’autres conditions aux limites par Crank et Gupta [GG] et Baiocchi et Pozzi [BP], et a plusieurs

dimensions par Duvaut [D] .

Les techniques de la section 2 sont classiques et ont été utilisées, par exemple, dans
[F2] ot [FK] . Dans la section 3 nous avons utilisé la régularité de la frontiere libre due a
Caffarelli [C1,2] et les idées de Pironneau et Saguez [PS] sur le comportement asymptotique des
solutions d’équations aux dérivées partielles par rapport a la convergence de Hausdorff des domai-
nes. Cette technique peut s’appliquer dans d’autres cas, comme par exemple dans [R1] et [R2],

et admet une extension 2 la théorie de I’lhomogénéisation (cf.[CR] et [R3]).
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2.- ETUDE DE L’INEQUATION VARIATIONNELLE PARABOLIQUE

Considérons I"opérateur elliptique dans 2, ouvert borné de IR",
0 ou du
(2.1) Lu =Z — (ai-(x) —) +Z bi(x) — + ¢(x)u

avec les hypotheéses :

(H1) a ec1(9) 3a>0:), 2 x)sz>a|s|2 VXEQ, VEERD;
ij
3%j
(H2) 3M:laijl<M,Z = +1b/<M, IcI<M;
i %
(H3) c(x)<-v<0, YXEQ; sup Ibi(xl<2\/01_7
XEN \/ﬁ

Considérons la forme bilinéaire associée a 'opérateur — L :

ou ov au
(2.2) a(u,v)zz f Tl dx —Zf b; —vdx—f c uv dx.
ij JQ x5 0x iJo 9 Q

Alorson ale
LEMME 2.1. Sous les hypothéses (H1) et (H3), on a
2 16
3B8>0:a(vv)=p vl , VvEH'(Q).
- H'(@) (

Démonstration. En posant B = sup { Ibi(x)l XEQN,1<Ki<n }, il vient

) n
> o lgrad vl? —B(=lgrad vi2,+— IvI2,) + [v]2
(27 PG lEdvlip o o) Hy vy

>ﬁ(|v12 + lgrad vl2
L2+ leradviia)

si on impose

a—f
<§<2—
2(y-8) B

0<

265
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c’est-a-dire, si
B2 <4(a—p)(y—6)/n
et ceci résulte de (H3) pour B > 0 assez petit. o

Remarque 2.1. Ce résultat, dii a Stampacchia, est encore valable sous hypothéses plus faibles sur
les coefficients de L (cf. [S] ). Si les coefficients b; = 0, alors on peut supposer dans (H3)
c(x) <0, (x € Q), et en utilisant I'inégalité de Poincaré, le lemme 2.1 reste encore valable pour

toutv € H(1) (f).
a

En utilisant les notations habituelles des espaces de Sobolev, on donne des fonctions

f, g et u,, sous les hypotheses :

(2.3) f€ L7(Qx 10,5 ), f, € L™(Qx 10,29 ) ;
(2.4) g€ L™(0,00; WTPP(T)) 2 < p < oo
(2.5) §>0,8 €L(Ix 10,%[) ;

(2.6) uo€W2’°°(Q), u, >0, uo(x) =g(x,0) VxET;

ot I' = 92 est supposé suffisamment régulier.

On considére I'inéquation variationnelle parabolique suivante :

(2.7) u(xt)=0 (x€Q,t>0)

(2.8) (ug=Lu)(v=u)>f(v-u), Yv=0 (x€Q,t>0)
(2.9) u(x,t) = g(x,t) (x€T,t>0)

(2.10) u(x,0) =u,(x) (x€Q)

THEOREME 2.1. Sous les hypothéses (2.3)-(2-6) la solution unique de (2.7)-(2.10) vérifie
(2.11) uEL™(0,%; WAP(Q)) nWHP(Qq), 2<p <, 0<T< oo

(2.12) u; € L7(Quo), Lu € L¥(Q,),
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ou QT=QX 10,T[,0<T< oo,

Pour démontrer ce théoréme on considére le probléme pénalisé

us—Lu® + 8, (W) =f (x€Q, t>0)
(2.13) u(x,t) =g(x,t) (xET, t>0)
k0 =ul)  (xEQ),

oli B (o) € C™(IR) est une famille de fonctions pour € > 0, vérifiant
(2.14) ﬁe(o)=Osi a>0;6’e(o)>05i 0<0;B,(0)>—sic<Oete—0.

Il est bien connu que le probléme (2.13) admet une solution u€ au sens classique
(cf. [F1], par exemple). On va montrer que u€ - u lorsque € > 0, et établir les estimations (2.1 1)
et (2.12) pour u€ de fagon indépendante de e.

D’abord on montre deux lemmes :
LEMME 2.2.0na
(2.15) min(inf f,0) < Be(ue) <0.
Démonstration. En effet, soit (%,t) le point oll Be(ue(x,t)) atteint son minimum : si u€(&,t) > 0,
(2.15) est trivial ; si u€(x,t) < 0, alors (%,f) est aussi le point ol u€ atteint son minimum, car
B’e > 05si 0 <0 ;donc (%) n’appartient pas a la frontiére de © x ]0,°[ ; par conséquence

(uf— Lu€)(%,t) <0, mais d’aprés (2.13) cela entraine

Be(ue) = f dans ce point, d’ol (2.15).
LEMME 2.3. On a I’estimation suivante
(2.16) : Iute(x,t)|<C1, p.p. (x,t) €Q,,
ou ¢ > 0 est une constante indépendante de € et de t.

Démonstration. On considére le probléme pour uteet on applique le principe du maximum. D’aprés
(2.13) on obtient pour w = u,f,



268 J.F. Rodrigues

wt—Lw+ﬁ’e(u€)w=ft (xeQ, t>0)
(2.17) w(x,t) = gt(x,t) (xer, t>0)
w(x,0) = Luo(x) + f(x,0) (x€Q)
D’aprés les hypothéses (2.3) (2.5) et (2.6) il existe N> 0 :
I (x,t) 1SN, lg(xt)I<N, | Lu, (x) + f(x,0)I<N, Vx,t,
et dong, il vient
(2.18) (L-8.— 9/0t)(t w) <N dans Qet + w < N sur 9Q,,,.

Considérons la fonction

z(x) =N+ R _eMXT = (Xq,--Xpy) €,

ol R =sup { | X1 [:x € Q} et A > 0 est une constante a déterminer. Compte tenu =0 et I’hypo-
theése (H3), on a
aa”
(LB, ~ 8/ot)z =—a;; N M1 = (b +Z; )AMT + (- L)z
J J :
0aq:
<_)\ e)\x1 ()\311 + b-l +z g'll) dans Qoo’
N X
J J

et, si on fixe A suffisamment grand, il vient d’aprés (H1) et (H2),
(2.19) (L—B’e*a/at)z<—N dans Q., et z > N sur 8Q.

En comparant (2.18) avec (2.19), et en appliquant le principe du maximum, il vient

AX
7+ w >0 dans Q_, d’ous 'estimation (2.16) avec C1 =N+eR— jnf & L.

X €N

0
Démonstration du Théoréme 2.1. D’aprés ces deux lemmes, on a pour la solution de (2.1 3)

€ — My ¢ € _
I Lu®(., t)l L) Tug (-, 1) + B (., 1)) f(., o)l L)

<cp 20l o =Gy,

ou Cy > 0 est une constante indépendante de € et de t.
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Pour chaque t fixé on peut maintenant appliquer les estimations de la théorie linéaire

elliptique (cf. [ADN]). Il vient

lu(., )l + lg(., t)l

< C(2,p) (I Lu€(., t) | P(@) W2-1/pp, F))

w2P(Q)
(2.20)

<Cj (indépendante de € et t).

Alors pour chaque 0 < T <o, on a

T
€|p - €rp €1P 4 | 4€|P
lu ||W1’p(QT) j(; —/g; (lu€l + lgrad, u®l lug IF) dx dt

< T(CB + CP mes (Q)) = C, (indépendant de €).

(2.21)

Donc il existe une sous-suite, encore notée u€, telle que
u® — u  dansWIP(Qp) - faible (¥ T, 0 < T < o)
uf —> u, dansL™(Qq) - faible * (VT)
u€(.,t) —~ u(.,t) dans W2,p(9) - faible, p.p. t>0

lorsque € > 0. D’apres les injections compactes de Rellich-Kondratchoff u€(t) converge au moins
dans H! (€2)-fort vers u(t) et il est évident que u vérifie les conditions aux limites (2.9) et (2.10).

D’aprés (2.14) et (2.15) il est clair que u = 0.

Pour compléter la démonstration de I’existence et les estimations (2.11) (2.12), il
suffit de vérifier que u satisfait (2.8).

L’argument est classique : pour v € Lz(Q), v = 0, multiplions I’équation (2.13) par

v—u€ ;il vient
(uf— Lu€ = £)(v — u€) = (B,(v) ~ B,(u)) (v - u)
et, compte tenu ﬁ’e =0,0na

€~ Lu€) (v—u )dx> f(v —u€
fg(ut ) ( >fo( u€)dx

et a la limite lorsque € > 0

(2.22) f (ut—Lu)(v—u)dx>f f(v —u)dx, VvELz(Q), v=0.
Q Q
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Comme u >0, (2.8) est maintenant une conséquence facile de (2.22).
L’unicité résulte aisément de I’argument standard de comparaison entre deux éventuel-

les solutions de (2.7)-(2.10), compte tenu le lemme 2.1. .

Remarque 2.2. Le résultat de régularité de la solution d’une inéquation variationnelle de ce type
est classique (cf. par exemple [B] ol [FK] ). Cependant, a notre connaissance, les estimations
uniformes dans le temps, qui permettent I’étude directe du comportement asymptotique de la

solution, n’ont pas été encore faites ailleurs.
a

Supposons maintenant qu’on a, lorsque t = oo,

f(t) —f_, g(t) — 8o, (ausensde (2.3) (2.4)) et
(2.23)
f(t) >0 ,g(t) > 0 dans L™ fort.

Comme ute vérifie (2.16) et (2.17), un argument classique (voir [F1] page 158, par
exemple), entraine alors ute (x,t) > 0 uniformément en x et en € (car B.=> 0). D’autre part, d’apres
les estimations (2.11) et (2.12) on a, au moins pour une sous-suite lorsque t —> o,

(2.24) u(t)—u,, dans W2P(Q)-faible,
(2.25) Lu(t)—=Lu,, dans L(Q2)-faible *.
Alors en fixant v E L2(Q), v =0, on peut passer a la limite t > o dans
f (uy(t) ~ Lu(t) ~ ) (v~ u(t) dx>0
Q
en obtenant aisément que U, est solution du probléme
(2.26) U (x) =0  (XEQ), uylx)=gux) (x€T)
(2.27) —Lu(v—u)=>f (v—uy), Vv=0 (x€Q).

Compte tenu de I'unicité de la solution de (2.26) (2.27) on peut énoncer le

THEOREME 2.2. La solution u(t) de I'inéquation variationnelle parabolique (2.7)-(2.10) conver-
ge, lorsque t = o, vers la solution du probléme stationnaire (2.26) (2.27) au sens de (2.24) et, si

p > n, par le résultat de compacité de Rellich-Kondratchoff aussi

u(t) > u,, dans c! M), avec 0<u<1-n/p.
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Remarque 2.3. En utilisant le résultat de régularité wl P2 < p <o) (cf. [Bo] ) on peut remplacer

I’hypothése (2.4) par
g€ L™(0,00; W T/PP(D), 2<p <o,

Alors on aura u € L (0, ; W1’p(Q)) et en supposant (2.23) on trouve la stabilité
t > o du Théoréme 2.2. dans W/ P(Q), 2 < p < oo, En particulier, si p > n, on a u(t) - U
dans CO’B(Q), avec 0<B<1—n/p. t=>ee .
Remarque 2.4. Si on suppose la condition de Dirichlet bornée, i.e., g € L™ (I" x 10,2 [ ), alors on

peut remplacer I’hypothése (H3) par
(H.3") c(x)<0 pp. x€Q,

dans les conditions du théoréme 2.2. (cf. [R1] ). En effet, la condition (H.3’) entraine une coer-
civité plus faible que le lemme 2.1, c’est-a-dire, il existe des constantes A > B > 0, telles que

a(u,v)+)\lvli2 >ﬁllvlla1 ) Vv€H1(.Q),

(2) (€

laquelle est suffisante pour démontrer I'unicité dans le cas d’évolution. D’autre part, un argument
de Laetsch (cf. [BL], page 180), assure I'unicité d’une solution bornée du probléme elliptique
(2.26) (2.27), et par conséquent, le Théoréme 2.2. reste encore valable dans le cadre plus général
de I’hypothése (H.3’).

rl

Remarque 2.5. Pour I'inéquation variationnelle parabolique avec obstacle dépendant du temps

(2.28) u(t) €K(t) ={veH (@) :v=> y(t) dans@ |

(2.29) f (u (1) = Lu(t) = (1)) (v —u(t))dx >0, VveK(), (t>0)
Q

(2.30) u(x,0) :uo(x), (x€Q),

on a des résultats analogues aux précédents si on suppose assez de régularité sur y(t). Par exemple,

si on donne
VU E L7002 WHS(Q)), Yy € L@ x 0, )

avec Y(t)<OsurT, t>0, f vérifiant (2.3) et une condition initiale

uo € WH(2) N K(0),
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alors la solution u de (2.28)-(2-30) vérifie (2.11) et (2.12), V p < oo,

En effet, il suffit de considérer la fonction w = u — ¢ et le probléme translaté corres-

pondant avec terme non—homogéne? =f+Ly -,

Si, en plus, on suppose Y (t) > ¥, alors il est facile de vérifier que
u(t)>u dans Cl’a(ﬂ), Vo 0<a<l,
ol u, est la solution de I’inéquation variationnelle stationnaire

Uoo

EKOO={VEH3)(Q) VY dansQ}

f (—Lugfy) (v—uy)dx=>0, VvEK,'
Q

3. - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA FRONTIERE LIBRE

Considérons maintenant a plusieurs dimensions un cas particulier de I'opérateur L,

en supposant

0a..
(H4) 2; € @), bi=—za—” et c=—y<0.
— OX- .

i 9%

Supposons aussi que la fonction limite dans (2.23) vérifie
(3.1) f ECOHQ), o<u<l,
(3.2) fo(x)<-v<0, xEQ.

L’hypothése (3.1) entraine, d’aprés [BK], qui la fonction u, solution de (2.26) (2.27) a toutes

les dérivées secondes localement bornées dans €2, c’est-a-dire,
1,1
(3.3) U, €EC(Q).

Paosons pour les solutions des inéquations de la section 2,

oft) ={x€Q :u(x,t)>0}; E(t) :{xEQ :u(x,t):o};
(3.4)
0 :{XEQ;UOO(X)>O};E

o 0o ={x€§:um(x):0};
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et considérons les respectives frontiéres libres
(3.5) L(t)=0E(t) N Q2 ; L, =0E N Q.

Pour exclure le cas trivial on suppose que les fonctions f(t) et g(t) sont telles qu’il

existe t; : L(t) #@ pour t > t;-

D’apres (2.26) (2.27) et (3.1) (3.3), u,, satisfait

2
(3.6) Z a.

= —f>v>0dans 0, ot = yu~f, ECONG), A>0
ij Bxa

(3.7) Uy, = lgradu I=0sur £

et compte tenu des résultats de Caffarelli sur la régularité des frontiéres libres des problémes ellip-

tiques (cf. [C1,2] ) on supposera que
(3.8) L, est localement une surface de classe c! .

en particulier, que £, ne présente pas des points singuliers (voir, cependant, la Remarque 3.1

plus loin).

Dans le but de simplifier la présentation des résultats on supposera
(3.9) 8.(x)>0, VveET.
Cela entraine 0E,, CX2, et d’aprés la régularité (3.8) on a

(3.10) int (E)=E. (cf. fig. 1)

Figure 1
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THEOREME 3.1. Sous les hypothéses précédentes, en particulier en supposant que u (x,t) = ugg(x)

uniformément dans 2, on a

E(t) » E,, au sens de Hausdorff, lorsque t > . (*)

Démonstration. Comme { E(t) } t>1, estune famille infinie de compacts de 2, il existe une sous-

suite {tj } , tj - oo et un ensemble compact E* C Q, tels que (cf. [De, p. 42], par exemple).
J

E(tj) = Ej ~E_ ausensde Hausdorff.
Nous montrerons en trois étapes que
(3.11) E =E
c’est-a-dire, que E(t) converge pour la distance de Hausdorff vers E, .

i) E, C E,, : comme 6(Ej,E*) > 0, pour tout x € E_ il existe X; € Ej , tels que
J

X; > X ;en utilisant
J

I uj(x]-) —u(x)I<| uj(xj) - uw(xj)l + | uoo(xi) —u(x)!

ot W(x) = u(x,tj-), compte tenu la continuité de ug, et la convergence uniforme u) - u_, on trou-

ve U (x) =0 ; donc x € E, c’est-a-dire Ex C E,. J

i) E= E, U N, ot int(N) = @ :supposons, par I’absurde, qu'il existe une boule
B Cint (Ex\E,);dans @ =Q\ Ejona u/ >0 et donc U/ satisfait
J

j=y -4 €0 -
Lu=u f, pp. x 0],

d’autre part, en posant & = £ \ E, pour chaque ¢ €2(0) il existe j, tel que supp ¢ C 0J ,

Vj=>j, (car Ej ~E_ ausens de Hausdorff, cf. [P, p.36] ) et par conséquence

0= <tl-d+flg>  — <Lugtf,¢>
D’(Q) 2Q) ) 2Q) D)

(’d\; extension par 0 de ¢)

(*) On rappelle que la distance Hausdorff §(A,B) entre deux ensembles A et B est définie par

8(A,B) =sup (sup d(x,B), sup d(y,A)) ol d(x,B) = inf Ix—yl.
xXEA yEB YyEB
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c'est-a-dire, on a, en rappelant (3.2),
(3.12) Lu,=—f,>0, pp. ODB;

mais alors, sur 9B C E_, on a u,, = 0 ce qui joint a (3.12) par le principe du maximum entraine

u,, <0 dans B, et on est abouti dans une contradiction ; donc int(E_, \ E*) =0.

iii)  Enfin, d’aprés (3.10) on a

E=int(E,) = int(E*) CE,

car int(N) =@ entraine int(E_ ) = int(E*), et (3.11) est démontré. :
Ce théoréeme donne un certain sens a la convergence asymptotique de la frontiere
libre, mais en général il n’est pas suffisant pour assurer la convergence Hausdorff des frontiéres
libres, car elles ne sont qu'une partie des frontiéres des ensembles de contact. Cependant il y a
des exemples ol on peut obtenir cette convergence des frontiéres dans un sens plus précis.
Considérons d’abord le cas unidimensionel avec 2 = Ja,b[ et supposons, par exem-

ple, que E(t) = [x(t),b] et E, = [x,,b] avec a < x_, < b. Alors les frontiéres libres sont des points :
£(t) = {x(t) } et £, = {x.0}

COROLLAIRE 3.1. S/ on suppose que u(x,t) > uy,(x) uniformément en x € [a,b], lorsque t > oo,

on a x(t) = x .

Démonstration. D'apreés le théoréme 3.1 on a E(t) » E_, au sens de Hausdorff. En remarquant

que I x(t) — x,!=8(E(t), E..), le corollaire est immédiat.

Une autre application du théoréme 3.1 est le cas ou les ensembles de contact E(t)
s'approchent de E_, «par I'extérieur», par exemple si u(t) converge vers u_, de fagon monotone
croissante.

COROLLAIRE 3.2. Supposons que f_, € c! H(Q) et, qu'il existe t, >0, tel que
(3.13) E, C E(t)pourt>t*

Alors, lorsque t > o, on a

L(t) > L, pour la distance de Hausdorff.



276 J.F. Rodrigues

Démonstration. D’aprés (3.13) il vient, pour t = t,»

S(E(t), E.)= sup d(x,E)= sup d(xL,).
x € E(t) x € L(t)
Puisque f, € c! ’“(S—i) et compte tenu (3.8), d’aprés [KN] on a la régularité supplémentaire sui-
vante £, € C2H, Cette propriété entraine que £, satisfait une condition uniforme de la sphere,

c’est-3-dire pour tout x € L, il existe une boule B de rayon € (e indépendante de x) telle que
BN Eoo:{x}.Alors pourt>t*(t* :8(E(t), Eo) <p¢, Vt>t*) ona

§(L(t),Log) = sup  d(x,Ls),
x € L(t)

et le corollaire est une conséquence du théoréme 3.1. o

Pour le cas général a plusieurs dimensions on peut donner une condition suffisante

pour la stabilisation asymptotique des fronticres libres.

THEOREME 3.2. Si en plus des hypothéses du théoréme 3.1 on suppose que pour tout t 2 t,

(3.14) «les ensembles E(t) vérifient la propriété du cone extérieur uniformément par rap-
port d t»,

alors

(3.15) L(t) > L,  au sens de Hausdorff, lorsque t — oo,

Démonstration. Considérons une suite tl- —> oo et posons
Ej = E(tj), £j = £(tj) et Q,' = Q(ti) = O'(tj) =Q\ E(tj).

Alors il existe une sous-suite (encore notée par { tj }) et des sous ensembles compacts

de 5, tels que
Ej_—>E* ;“Cj._)“c*'Qj._)Q*
J ] J
pour la topologie de Hausdorff.

D’apres le théoréme 3.1onaE =E .
* )

Comme "Cj = Ej N Qi il est évident que £* CE, N Q*. Réciproquement, si
XEELN Q*, il existe {xi } C Ej et{yi } C Qi tels que d(x,xi) <1fjet d(x,yi) < 1/j, et alors
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x € .,C*. Donc .L’* =E N Q*. Puisque, par définition, L, = E_, N Q(Q.= 500), si on prouve
queQ_= Q. alors on aura "Cj > L.
J
D’apres Q\ £, =0\ E CQ*, il est clair que Q,, CQ*. Nous allons prouver I'autre

inclusion en utilisant la propriété uniforme du cone.

Supposons, par I’absurde, qu’il existe x € Q4 \ Q,, et soitxl. - X avec X; € Qj' D’apreés
(3.14), il existe un cone ouvert Cj avec sommet en x; (d’ouverture et hauteur indépendantes de j)

tel que
(3.16) Ci CQj et Canj=q), Vi.

D’autre part, a partir d’un certain j; ona X; EE\ L, (car Q*\ Qe =Q, N(E\Lo)),

et donc Cj N (E \ Loo) # 0 pourj=>j;.

Soit Yi €E(EL\ L ) N C]-. Alors il existe z € Ej’ tel que d(yj,zi) < 1/j et pour j suffi-
samment grand il vient z. € Cj ce qui contredit (3.16). Par conséquent on a Q* =Q,,, et le théo-

)
réme est démontré. o

Remarque 3.1. La condition (3.9) n’est pas essentielle dans la méthode. En effet, si on admet
g, = 0, c’est-a-dire la frontiere libre £, peut «toucher» le bord I" de §2, on a encore une version
locale des théoréemes 3.1 et 3.2. Par exemple, si F est un compact de £ tel que
E, N F =int(E,, N F), alors E(t) N F > E_ N F au sens de Hausdorff, lorsque t = «. Une obser-
vation analogue peut étre faite en supprimant le cas ou L, n’a pas des points singuliers, en loca-

lisant le résultat pres des points réguliers de la frontiére libre.

Remarque 3.2. Supposons que dans un compact F de £ on suppose que les frontiéres libres
L(t) et £, peuvent se représenter sous la forme des graphes uniformément lipschitziens, c’est-a-

dire, sous la forme
L{)NF= { (x',x,) €F, x, = Q(x’,t)}, X' = (XqpeXp1)
L ,NF= {(x’,xn) €F :x,= Qm(x’)},
ou | v, 2(x’,t)| < C, C = constant indépendante de x’ et de t = t;. Alors, d’apres le théoréme

3.2 localisé dans F on aura la convergence uniforme et méme dans C°% V o € [0,1[, dans F de

Q(t) vers £, lorsque t = oo,
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