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Résumé : On introduit des fonctions spline d’interpolation et d’ajustement dans H! (£2) satisfaisant
a des conditions de type moyenne locale. On établit I'existence et I'unicité de la fonction spline
qui vérifie des conditions données. On montre ensuite que la méthode d’interpolation correspon-
dante est convergente dans H1 (R2). Enfin, on étudie trois méthodes d’approximation numérique

des fonctions spline par moyennes locales.

Summary : We introduce interpolation and smoothing spline functions in the space H! (£2) which
satisfy local mean-value conditions. We prove existence and uniqueness of the spline function
which verifies given conditions. Then we prove convergence of the corresponding interpolation
method in the space H! (R2). Finally, we study three numerical approximation methods for these

mean-value spline functions.

0. - INTRODUCTION

Les travaux des nombreux auteurs qui, depuis |.J. SCHOENBERG [18] , M. GOLOMB
et H.F. WEINBERGER [11] , M. ATTEIA [2] - [3], se sont intéressés aux fonctions spline, ne
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comportent que peu de résultats concernant I'explicitation ou I'approximation numérique des
fonctions spline a plusieurs variables.

. L’explicitation des fonctions spline a une ou plusieurs variables résulte en effet de la
connaissance du noyau d’un espace de Hilbert. Dans le cas des fonctions spline a une variable, on
connait en général ce noyau. Dans le cas des fonctions spline a plusieurs variables sur un ouvert
quelconque, ce noyau est le plus souvent impossible a déterminer explicitement. J. THOMANN
[19] I'a exprimé sous forme de somme de série dans le cas d’un disque ouvert.

J. DUCHON [9] - [10] I’a explicité dans le cas ois I'ouvert est I'espace IR" tout entier.
Il fournit ainsi une réponse constructive au probléme de I'interpolation dans un ouvert quelcon-
que  de IR" : la méthode de J. DUCHON consiste 4 prendre pour interpolé d’une fonction dans
Q la restriction a  d’une fonction spline d’interpolation sur IR, Le calcul de la fonction spline
ne fait pas intervenir d’approximation a proprement parler, mais nécessite le calcul de coefficients
solution d’un systéme linéaire.

Notre travail peut &tre considéré comme une autre réponse a ce probléme d’interpola-
tion. Son objet est de définir sur § des fonctions de type spline (possédant donc les propriétés
de régularité et de'convergence classiques des fonctions spline) dont I’approximation numérique
soit aussi simple que possible. Il est clair que ce n’est pas le cas des fonctions spline ponctuelles,
qui conduisent a des problémes elliptiques dans H™(£2), avec m = 2, dont I’approximation est
coliteuse (entrainant par exemple Iutilisation d’éléments finis de classe Ck, k = 1). Par contre
les fonctions spline que nous présentons ici nécessitent seulement I'introduction de problémes
elliptiques dans H1 (R2), dont I'approximation est relativement simple : c’est évidlemment |a
que réside leur intérét. v

Au paragraphe 1, on montre I’existence et I'unicité de la fonction spline d’interpola-
tion par moyennes locales ¢ dans H1(Q) satisfaisant a des conditions d’interpolation données.
Une caractérisation de ¢ a 'aide d’un multiplicateur de Lagrange permet, au paragraphe 2, de
mettre en évidence les propriétés de régularité de o. Le paragraphe 3 donne des résultats de
convergence de I'interpolation de type spline par moyennes locales. Le paragraphe 4 traite des
fonctions spline d’ajustement. Enfin le paragraphe 5 est consacré a I’étude de trois méthodes

d’approximation des fonctions spline d’interpolation ou d’ajustement.

1. - DEFINITION DU PROBLEME

Tous les espaces considérés sont réels.

Soient £ un ouvert (non vide) borné connexe de IR", n € IN*, a frontiére I" lipschit-
zienne, N un entier strictement positif et, pour tout o € IN?, lal=1, soit N, un entier positif
ou nul. On pose N = Z N, et on définit I'ensemble d’indices

lal <1

. * .
(1-1) M=1{(e)) €N X IN"; 1al<1,N, >0, 1<j<N,},
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supposé ordonné de fagon quelconque. Soit d’autre part { Waj ; () EM } une famille de sous-
).
ensembles ouverts non vides connexes de §2.
On introduit /‘opérateur d’interpolation par moyennes locales p = (p j (oj) €M),

défini par

1
(1-2) V(aj)EM, VveH (Q), PojV=—— / 8% v dx.
’ mes wa’j (‘)a’j

Lorsque
A ={aeN"; 3(@j)em} = {o},

on dira que I'opérateur p défini par (1-1) et (1-2) est d’ordre 1 ; dans le cas contraire, i.e. lorsque
Ng = 0 pour tout & € IN", | al =1, on dira qu'il est d’ordre O : I'ordre 1 correspond donc a une
interpolation de type Hermite, I'ordre O a une interpolation de type Lagrange. Lorsque I'opéra-

teur p est d’ordre 1, on suppose que la famille { w (0j) EM } vérifie I'hypothese suivante :

o’

Les sous-ensembles ""aj ,
2,

(1-3) et pour chaque « € o , les sous-ensembles ‘Saj ,j=1,...,N, sont deux a deux

(a,j) € M sont deux a deux disjoints ou confondus
disjoints.

Lorsqu’il est d’ordre O, on suppose seulement que I’ensemble { w_ ;= 1,...,N0 }, auquel se

0,j
réduit dans ce cas la famille { Wqj 5 (o)) EM }, vérifie la condition

(1-4) Les sous-ensembles w j sont deux a deux disjoints.

Qu'il soit d’ordre 1 ou d’ordre O, il est clair que I'opérateur p est /inéaire continu de H! (82) dans
N
IR™.
Soit B = (Bi ; 1 <i < N) un élément quelconque de IRN. On définit la variété linéaire

affine
(1-5) K={ueH'(@Q);pu=5}
etle sous—esbace vectoriel associé

(16) Ko={uen!(@);pou=0}.
LEMME 1.1. Soit p I'opérateur défini par (1-1) et (1-2). On suppose que I'hypothése (1-3) est
vérifiée lorsque p est d’ordre 1 et que I'hypothése (1-4) est vérifiée lorsque p est d’ordre 0. Alors

dans les deux cas, pour tout § € IRN, K est non vide.
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Démonstration. a) Pour établir le résultat lorsque p est d’ordre 1, on adopte les notations suivan-
tes : on désigne par w un élément quelconque de { Weyj 5 (0j) €M } , par | I’ensemble
{aE INT; 3 (aj) EM, Wg,j =W } et on pose v =card |.

On considére alors I'opérateur 7 € L£(C™(IR"), IRY) défini par

1
Tv:< f a“v;ae|)>.
mesw J .

Pour montrer que K est non vide, il suffit de montrer que 7 est surjectif. En effet, s’il en est ainsi,

pour tout g¥ € IRY, il existe v E C°°(IRn) telle que 7v =B et par conséquent il existe une fonction
u, ec” (S—Z) telle que 7 u,= Y, dont le support ne rencontre pas les autres sous-ensembles

- Il suffit de prendre u , = vy | ,ou¢9€ 2D (IRM) est telle que ¢ = 1 sur @ et que :
V((!,j) EM, w, # w, (supp o)n w =@ . On en déduit que I’on obtient une solution u € H! (L2)
de I’équation pu B,B€ IRN en superposant des fonctions de type U,

Prouvons donc que 7 est surjectif ou, ce qui revient au méme, puisque dim Im 7< + oo,

t

que I'opérateur transposé "7 est surjectif. Or, pour tout y=(y, ;@€ 1) € IRY (identifié a (IRY)"),

ona

t.._ 1 lal a
TY = 2 Yo X0
mesw a€l
ou X, désigne la fonction caractéristique de I'ensemble w. Il suffit alors de raisonner par trans-

formation de Fourier pour pouvoir conclure.

b) Lorsque p est d’ordre 0, I’hypothése (1-4) est insuffisante pour utiliser le
N
raisonnement précédent. Mais dans ce cas, pour tout § = (8. ; 1 <j < No) € IR ©, on obtient

o

immédiatement une solution u € H! (€2), de I’équation pu = en prenant u = Z ﬂj ¥. ou, pour
tout j= we@(wo,) / ¢ldx_1 o j=1
Wo,i

On note < °, > et < ° > respectivement le produit scalaire et la norme euclidiens

dans IRN ;
N
vieRN, voeRN <g,9>=3 gn, <e>=<gg>1/2
i=1

et on pose, de fagon usuelle,

1/2
VUGLZ(Q); |u|0’Q=</ u2dx>
Q2
au ov 1/2

vueH!(Q), vveHl (@), (Wv) g = Z dx lub o =(u)'q
i=1
1/2
vver (@), lulyg=(uldq+1ulfg)
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On pose d’autre part

(1-7) Yue H! (), vve H! (22), ((u,v))) =< pu,pv >+ (u,v)LQ , Mulll= (((u,u)))”z.

Notons que, I'ouvert §2 étant a frontiére continue,

PROPOSITION 1.1. L application u v I ulll, définie par (1-1), (1-2) et (1-7), est une norme sur

H! (R2), équivalente a la norme usuelle |l - | 19

Démonstration. La proposition est un cas particulier d’'un théoreme de J. NECAS [16] . u]
On introduit enfin le sous-ensemble

(1-8) s={uen(@);VveK,, (), =0}

Il est clair que S est un sous-espace fermé de H1 (22), supplémentaire orthogonal de K, dans H1 ()

pour la norme Il <lI.

On considére alors le probléme suivant : trouver une fonction o solution de
(1-9) o€K
(1'10) VVGK, IOI],Q<IVI1,Q .

On convient d’appeler fonction spline d’interpolation par moyennes locales dans H (R2) relative
a la semi-norme | | | ¢, @ I'opérateur p et a I'élément B de IRN toute solution de (1-9), (1-10)

s’il en existe.

Remarque 1.1. 1l n’y a aucune difficulté réelle a généraliser le probléme (1-9), (1-10) sous la forme
d’un probléme posé dans H™(2), m € IN* quelconque, faisant intervenir des conditions de type
moyenne locale portant sur des dérivées d’ordre inférieur ou égal a m (cf. P.J. LAURENT [13]

pour une étude en dimension n = 1). Notons que le cas m =0 correspond 2 une situation triviale.

On définit ainsi des fonctions spline d’interpolation par moyennes locales dans H™(2),
m € IN* quelconque, pour lesquelles on peut montrer des propriétés analogues a celles des solu-
tions du probléme (1-9), (1-10). Mais, si I'approximation numérique de ces fonctions en dimension
n =2 ou n =3 s’avére (cf. § 5) relativement simple dans le cas m =1, elle est déja plus compliquée

dans le cas m = 2 et il parait difficile de I'envisager lorsque m > 2.

Aussi, pour ne pas alourdir I’exposé, limitons-nous notre étude au cas le plus simple,

lecasm=1. o
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THEOREME 1.1. On suppose vérifiée I'hypothése (1-3) ou I’hypothése (1-4), suivant que I'opéra-
teur p est d’ordre 1 ou d’ordre 0. Alors le probléme (1-9), (1-10) admet une solution unique o
caractérisée par
(1-11) {o}=Kns,
ou encore par
(1-12) oEK
(1-13) VvEKo,(o,v)1Q=0.
Démonstration. De fagon équivalente, la solution de (1-9), (1-10) doit vérifier la relation
Vvek, e lli<Ilv i,
donc o est I'(unique) élément de norme Il < |l minimale du sous-ensemble convexe fermé non
vide K de H! (R2). D’autre part K N'S est réduit a un seul élément qui est précisément o et qui est

donc la solution, unique d’aprés ce qui précéde, de (1-12), (1-13). o

On a évidemment le résultat suivant classique en théorie des fonctions spline (cf.
P.J. LAURENT [13]):

PROPOSITION 1.2. On suppose vérifiée I’hypothése (1-3) ou I'hypotheése (1-4), suivant que I'opé-
rateur p est d’ordre 1 ou d’ordre 0. Alors la restriction p | de p a S estun isomorphisme de S sur
IRN et, pour tout € IRN, pf (8) n’est autre que la fonction spline d’interpolation par moyennes

locales o relative a | - | 1,9:° etp.

Démonstration. Immédiate. m]

2. - FORMULATION DU PROBLEME AVEC MULTIPLICATEUR DE LAGRANGE

Considérons le probléme suivant : trouver un couple (o,A) € H! () x IRN, solution de
(2-1) dEK,
(2:2) vveHr! (@), (o), Qt<nev>=o0.

Montrons d’abord le
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LEMME 2.1. Pour tout u €S, il existe un élément unique £ € IRN tel que
(2-3) vveH!(Q), () @+ <%ov>0.
Démonstration. Posons
(2-4) VveES, L,(v)=(uyv), Q-
Il est clair que (2-4) définit un opérateur L, € £L(S,IR) =S’. D’autre part, puisque (proposition 1-2)
p, estun isomorphisme de S sur lRN, son transposé th_ est un isomorphisme de (IRN)’ sur S,
d’ol
31ee(RNy, L,=%, ¢
et, par conséquent,
312e RN, vves, L, =-<%p v>
Mais, K, étant un sous-espace fermé de H1 (L),
vveH!(@), 31v,EK,, 31v €S, v=v +v,
d’oll, compte tenu de ce que, pour tout v, €K, (u’vo)1,Q =pv, =0, il vient
vveHl(Q), (Wv) o=y )y g="<8py v|>=-<Lov>
et le résultat. o
Alors
THEOREME 2.1. On suppose vérifiée I'hypothése (1-3) ou I'hypothése (1-4), suivant que I'opéra-
teur p est d’ordre 1 ou d’ordre Q. Alors le probléme (2-1), (2-2) admet une solution unique (o,\),
ou o est la solution du probléme (1-9), (1-10).
Démonstration. a) Si (o)) est solution de (2-1), (2-2), alors il vient dans (2-2)
‘V VEK,, (a,v)LQ =0,

donc o est solution de (1-12), (1-13) et par conséquent, d’aprés le théoréme 1.1, de (1-9), (1-10).

De plus g est unique.
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b) Soit o la solution de (1-9), (1-10). Donc o €S. D’aprés le lemme 2.1, il existe
un élément unique A € IRN tel que (relation (2-3)) :
vveH!(@), (ov); g +<\ov>=0.

D’oli I'existence et I'unicité de la solution de (2-1), (2-2). o

Le vecteur A € IRN qui apparait dans (2-2) est le multiplicateur de Lagrange. La mé-
thode dite «des multiplicateurs de Lagrange» a été étudiée de fagon générale par différents au-

\

teurs : I. BABUSKA, F. BREZZI, M. CROUZEIX et P.A. RAVIART, J.M. THOMAS, etc... (cf.
par exemple F. BREZZI [6] ). o

Montrons maintenant un théoréme de régularité.

THEOREME 2.2. On suppose que I'opérateur p défini par (1-1) et (1-2) est d’ordre 0. Dans ce cas,

tout élément u € S vérifie les propriétés suivantes :

N
0
(i) u est une fonction analytique dans l'ouvert Q' =Q\ |J v 0’ ou, pour tout
j=1,uNg s 7, j désigne la frontiére de W i3 j=1
. 2 ()
(i) u€EH| (),

(iii)  si, de plus, l'ouvert S est de classe C™, alors u E'Hz(Q). (1)

Démonstration. Remarquons d’abord, puisque I'opérateur d’interpolation est d’ordre 0, que I’en-
semble d’indices M se réduit a {(O,j) € {0} xIN*;1<j< No} etque N=N_ .
N

0
(i)  Considérons d’abord I'ouvert 2,=Q ‘U (‘_)oj . Il est clair que
=1

Ve D(Q), vEK;
donc que
VE D), (uw) o=0.
On en déduit que

Au=0, dans @’(Q]),

et par conséquent u est harmonique dans Q] .

(1) La démonstration des points (ii) et (iii) est due & J.M. THOMAS (communication personnelle).
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Soit maintenant j un entier quelconque tel que 1 <j < No' On vérifie immédiatement

que
) Vk=1 % ek
€ , =1,.,n, — )
Vo (wo,l), ool oo
On a alors
Doy ), Vk=1,m, (1,2
A\ AAS W), =l,n, u,— =y,
v 0, an 1,9
d’ou il vient

0
Vk=1,.,n, — (Au) =0, dans D’(w ),
axk )

on en déduit que

= =C. (.
3 CJ IR, Au C] , dans D (wo,]),

et par conséquent (ellipticité de I'opérateur A) u est analytique dans Iouvert Wo,i -

D’oli le point (i).

N
(i) D’aprés le lemme 2.1, il existe £ € IR © tel que le couple (u,?) vérifie (2-3).

No Qj
<Q,pv>=Z _— / vdx,
j =1 mes (IJO,]' W

0,

Comme

on voit que I'application v > — < ,ov > appartient a (LZ(Q))'. Donc il existe g € Lz(Q) telle que

(2-5) —Au=g, p.p.dans,
ou

(2-6) — =0, sur T,
ov

ou
la condition (2-6), portant sur la dérivée normale extérieure 2 I‘a—, étant a priori formelle. La
v

«régularité a I'intérieur» (cf. J.L. LIONS - E. MAGENES [14] ) des solutions de I’équation ellip-
tique (2-5) implique alors le point (ii).

(iii) Si la frontiére T est de classe C™°, on sait (cf. par exemple ). NECAVS [16]) que
Popérateur (I — A, 02 ), oli | désigne P'opérateur identité et 71 I'opérateur trace de la dérivée nor-
male, est un isomorphisme de H2(Q) sur L2(S2) X H]/z(l‘). La condition (2-6) a alors un sens
dans H1/2(l") et, écrivant (2-5) sous la forme

u—Au=g+u€L2(Q),

le point (iii) suit. o
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Remarque 2.1. Lorsque I'opérateur p défini par (1-1) et (1-2) est d’ordre 1, les résultats du théo-
réme 2.2 ne subsistent plus, exception faite de la propriété partielle : u est harmonique dans
Pouvert 2\ U aa,j'
(0j)EM
Ce phénomeéne de moindre régularité dans le cas d’interpolation d’Hermite a déja été

constaté pour les splines ponctuelles (cf. par exemple P.J. LAURENT [13] en dimension n = 1).

Il n’est sans doute pas inutile d’insister sur I'effet régularisant de I'interpolation par
fonctions spline d’interpolation par moyennes locales, dans une situation standard (interpolation
de type Lagrange dans un ouvert a frontiére lipschitzienne ou méme simplement continue) : a
une fonction w appartenant a H1 (£2) [et méme a LZ(Q) 1], on associe ainsi une fonction o inter-
polant w, la fonction spline d’interpolation par moyennes locales relative a | » 1'1,9 , petf=pw,
qui, elle, appartient a H! ()n H2

IoC(Q) et qui est donc continue dans £ en dimension n =2 ou
n=3.

On retrouve la un aspect bien connu de la théorie des fonctions spline. o

3. - CONVERGENCE DE L’INTERPOLATION

Soit D une suite de IR%. convergeant vers 0. Pour chaque d € D, soient :Ng un entier
>0 ;pour tout € IN", [al=1, Ng un entier =0 ; M9 un ensemble d’indices défini comme en
(1-1) ; { ng ; (o)) € md } une famille de sous-ensembles ouverts non vides connexes de £ véri-

)

d est d’ordre 1 ou d’ordre O,

fiant I’hypothése (1-3) ou I’hypothése (1-4) suivant que I'opérateur p
ol pd = (pg]- ; (o) € MY) désigne un opérateur d’interpolation par moyennes locales défini
comme en (1-2) ; enfin Kd, Kg et 54 des sous-ensembles de H! (82) définis comme en (1-5) (1-6)

et (1-8) respectivement. D’autre part, pour tout d € D on pose
d _ d
(3-1) Q5 = 3 wh;

et, pour tout sous-ensemble A de €2, on note 6§ (A) le diamétre de A.

Etant donné une fonction quelconque w € H1 (82), on définit pour chaque d €D la

d

fonction spline d’interpolation par moyennes locales ¢“ relative a | | 19> pd et 6d =pd w.
‘ )

Le probleme de la convergence de I'interpolation est le suivant : supposant que, quand
d = 0, «le nombre de conditions d’interpolation croit indéfiniment» (en un sens évidemment 2

préciser), a-t-on

lim lod-wl =02
d-0 1.8

Nous allons montrer qu’il est bien ainsi moyennant les hypothéses suivantes :
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(3-2) I'ouvert §2 est convexe,

(3-3) lim max 5(wd )=,
d—>0 j=1,...,No

(3-4) lim  mes(@\Qd)=0.

d=0

Montrons d’abord une inégalité «de type Poincaré» qu’on pourra comparer avec des

v
inégalités analogues (cf. par exemple ). NECAS [16] ).

LEMME 3.1. Soient S un ouvert borné convexe de IR", n € IN*, et Q* un sous-ouvert non vide

de . Alors il existe une constante u(n) ne dépendant que de n, telle que pour tout v € H! () :
(3-5) vlg o< (mes Q*)~1 (mes 9)1/2 If vdx |+ u(n)(mes )3 (Q)Ivlq o1
) Q* )

Démonstration. Puisque c! () est dense dans H1 (82), il suffit évidemment de montrer (3-5), pour

vec! (€). Pour tout v € c! (), on a, puisque 2 est convexe,

1
Va€EQ, VxEQ, v(a)=v(x) +[ Dv(x + t(a—x)) . (@a—x)dt
0

d’ou, apres intégration en x sur %,
1
Va€EQ, (mes Q*)v(a) = v(x)dx +/ dxf Dv(x + t(a—x)) . (a —x)dt.
Q* Q* 0
On en déduit que

1
Va€Q, (mes Q*) lv(a)I< L/ v(x)dx| +/ I'/‘ Dv(x + t(a—x)) . (a—x)dtldx,
Q* Q 0

et, aprés avoir pris les normes L2(Q) des deux membres, il vient

(3-6) (mes ©2%) vl o < (mes 9)1/2] v(x)dx |+
) Q*

1 2 \1/2
+<fo Dv(x+t(a—x)).(a—-x)dtldx] da) .
Ql/2Jo

D’apreés un résultat de J. MEINGUET [15], il existe une constante u(n) telle que le second terme

du second membre de (3-6) soit majoré par la quantité

u(n) (mes 2)5(£2) vl 1,9
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(cf. J. MEINGUET [15] et J.L. GOUT [12] dans une situation plus générale, ol sont données des
majorations de la constante u(n)).

D’ou le résultat. o

Alors

THEOREME 3.1. Soit w une fonction quelconque de H1 (R2) et, pour tout d € D, soit o4 /a fonc-

tion spline d’interpolation par moyennes locales relative a | ¢ | '1 Q> pd et pdw. Si les hypothéses
)

(3-2), (3-3) et (3-4) sont vérifiées, on a :

lim  Tod—wil; 5=0.
d->0

Démonstration. a) Montrons d’abord que la suite (od)d e p ©st bornée dans H1(Q). Puisque,
pourtoutd €D, w € Kd, on a, par définition de od,

(37) vdeD, lodl; o<lwlyq.

D’autre part, il résulte de (3-4) que, pour fixer les idées,

mes
2

3d'>0, VAED, d<d, mesQI>

Appliquant alors, pour tout d € D, le lemme 3-1 a la fonction od - w, avec Q* = Qg , il vient,

puisque ad—wEKg:
(3-8) VdeD, d<d’, Iod—wlo,9<2u(n)5(9) lad—wlm.

On déduit de (3-7) et (2-8) que la suite de terme général o9 est bornée dans H! (22).

b) Montrons maintenant que

(3-9) VABCQ, lim / oddx=/ w dx,
d->0 J& B

ou 2B = B(a,r), boule ouverte de centre a et de rayon r.

Soit B une telle boule. Pour tout d € D, notons A? la réunion de sous-ensembles

ng C A et Ag la réunion des ng tels que ng ¢ Bet ng NAB+ Q. Soit, d’autre part

€ un nombre quelconque donné tel que 0 <e <.
D’aprés (3-3) et (3-4), il existe d, € D tel que, pour tout d € D, d < d,, onait :
max 8 (wg J-) <eetmes(Q\ Qg) <€, et par conséquent
j= 1N
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(3-10) VdeED, d<d,, mes(#\Qd)<e
De plus
(3-11) 3C>0,VdED, d<d,, mesAd<Ce

car, les wg i étant disjoints et de diamétre < ¢, on vérifie que
b

VdeD, d<d

o Mes Ag < mes(B(a,r +€) \ B(a,r)).
On a alors, pour tout d €D,

‘/ (od —w)dx / (acl —w)dw / (Od —w)dx / (09 - w)dx
B B\ 4 2§ 29

et le 2éme terme du second membre est nul puisque, pour tout d € D, od - wE Kg . Il résulte

de (3-10) et (3-11) que
/(ad —w)dx
B

donc, compte tenu de (3-7) et (3-8) que

< + +

VdeD, d<d,, < 1+ 2169wl g,

<C 61/2.

3C'>0, VAED, d<d,,

/(od —w)dx
B

) d - ) 1 o . A
¢) La suite (69) étant bornée dans H'(82), il existe une suite (o )k € IN €%

D’olr (3-9).

traite de (od) et un élément o € H](Q) tels que (o K) converge faiblement vers o dans H](Q)

quand k = + oo, Mais alors, pour toute boule ouverte & C £,

. dy
lim o “dx= o dx
ko> +o0o JAB B
V@CQ,/odx:/wdx,
B B

o=w, p.p.dans£2.

et il résulte de (3-9) que

donc que

On en déduit que la suite (od) converge faiblement vers w dans H! (f2).
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Montrons pour terminer que (od) converge fortement vers w. On a évidemment

d

lo9-wif g =10%1F o+ 1wiZ o ~2(e%w); o

Compte tenu de (3-7), la convergence faible de (od) vers w implique alors que
: d _
lim lo —wlLQ—O,
d—>+ o
ce qui, d’aprés (3-8), montre que
: d_ _
lim lo wIILQ—O,

d—>+ o

et le résultat suit. o

Remarque 3.1. Lorsque 2 n’est pas convexe, on a encore (cf. R. ARCANGELI - ). GACHES [1])
convergence de (od) vers w sous les seules hypothéses (3-3) et (3-4), si I'on se place dans la situa-
tion suivante : les autres définitions étant par ailleurs inchangées, on suppose que, pour tout

d€D, pd est I'opérateur

pd= (pg’j ; i) emduio0}),

avec
1 d !
VVvEH'(Q), pf v=e—m v dx,
90" mesw
0,0 Jw
’ 0,0
ou Wo 0 désigne un sous-ensemble ouvert connexe non vide indépendant de d de $2. 0
)

Donnons pour terminer une estimation de I'erreur od

— W en norme L2(Q). A cet
effet, modifions légérement le cadre défini au début de ce paragraphe : supposons, de fagons plus
générale, que D soit un sous-ensemble de IR_"*‘_ admettant O pour point adhérent ; supposons en

outre, comme il est loisible, que le paramétre d qui indexe la famille d’interpolation satisfasse 2

la relation
(3-12) d=  max 5(wd b3
j=1,..Ng
et enfin que soit vérifiée la condition
(3-13) Pour tout d € D et pour tout j = 1,...Ng , les sous-ensembles wg i sont convexes.

(et par conséquent a frontiére lipschitzienne : cf. R.T. ROCKAFELLAR [17] ). Notons que (3-12)
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implique (3-3).

d

PROPOSITION 3.1. Soit w une fonction quelconque de H! () et, pour tout d € D, soit ¢° la

d

fonction spline d’interpolation par moyennes locales relative a | - | 19 pd et p~w. On suppose
’

vérifiées les hypothéses (3-2), (3-4), (3-12) et (3-13). Alors, quand d — 0, on a I'estimation de

lerreur
(3-14) o4 -wi3 o =0(?) +O{[mes(Q\Qg)]a(n)}
avec : a(1)=1,

a(2) =1 —¢, pour tout € >0,

a(n) =%, sin>2.

Démonstration. a) Appliquant pour tout d € D le lemme 3-1, avec 2 = Q* = wg]- ,i 6{1,...,Ng}

etv= od —w, il vient

d <u(n)d lod - wi
0,j

d,

vdeDp, lod-wl, _
0,j

,w 1,w

d

d’olt compte tenu du fait que ¢“ = w dans H! (22),0ona, quandd—>0:

(3-15) Iod—wlo,Qg=o(d).

d_ od o
b) Posons Q5% = Q \ Qo et, pour tout nombre p € [1, + *°], notons | lO,p,Qg

la normie usuelle dans Lp(QQ). Rappelons que, puisque I'ouvert Qg est borné a frontiére lipschit-

zienne, on a les inclusions de Sobolev :

(3-16) Hl(Qd) <, co@d),sin=1,

(3-17) H'(@d) <, L9, pour tout €1, + o[, sin=2,
. d /02, 6dy .

(3-18) H(Q%) <o L (£2%), sin>2.

Majorons maintenant, pour tout d € D, la quantité | od - wl 0 Qg en traitant successi-
)

vementlescasn=1,n=2etn>2. -

Lorsque n =1, on a évidemment

d_ d\1/2 , d_
VdeD, lo w10,92<(me59*) lo w'O,w,Qg’
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d’ou, compte tenu de (3-16) et du fait que 09 > w dans H! (), il vient, quand d > 0 :
(3-19) lad—wlo,9g=o {(mes Qg)”2 }
Lorsque n =2, on obtient en utilisant I'inégalité de Holder
Vd€ED, Iod—wlo,Qg < (mes Qg)”2 —1/q | ,d _WIO,q,Qg ,

avec q € [2, + o , quelconque. L’inclusion (3-17) donne alors, quand d >0 :
1—€

(mes 9) 2 , €>0 quelconque.

320 lod —wl =0
(3-20) Wl od

PR 3

Enfin, pour n > 2, on obtient de méme

1
VdeED, lod —wl d<(mesﬂg)" lod - wl 2n,9§!,
0,2% P
"n—2
et, d’aprés (3-18), quandd >0 :
1
lod—wl d=03(mesﬂg)n )
IQ*
¢) L’estimation (3-14) résulte alors de (3-15), (3-18), (3-19) et (3-20). o

Remarque 3.2. Le résultat optimal est donc, comme on pouvait le prévoir,
d_ -
lo wlO’Q~o(d).

Il a lieu, en particulier, dans le cas suivant :/’opérateur p est d’ordre 0 et §) = S_lg . o

4. - FONCTIONS SPLINE D’AJUSTEMENT

On conserve les notations du paragraphe 1, on se donne un paramétre e strictement

positif et on'pose
1 - _ 2 2
(4-1) VvEH'(Q), Je(v)—<pv B>“+elvliq.
Conformément a la terminologie usuelle, on convient d’appeler fonction spline d’ajustement par

moyennes locales dans H1 (R2) relative a la semi norme | - | 1.Q» 9 l'opérateur p, a I'élément B
)

de IRN et au parameétre € toute solution, s’il en existe du probléme de minimisation : trouver une
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fonction 0 € H! (€2) solution de
(4-2) vveHr! (@), J (o) <J W)
THEOREME 4.1. Le probléme (4-2) admet une solution unique 0¢ - La fonction spline d’ajuste-
ment par moyennes locales o appartient au sous-espace S défini en (1-8) et est également la solu-
tion unique du probléme variationnel : trouver 0. € H] (S2) solution de
(4-3) vverl (@), <po,,pv>+elog,v)y o =<Bpv>.
Démonstration. Le fait que (4-2) et (4-3) admettent la méme solution unique 0, résulte du lemme
de Lax-Milgram : la forme linéaire v - < f,0v > est linéaire continue sur H! (€2) et la forme bili-
néaire (u,v) > < pu,ov > + €(u,v)] o est symétrique continue sur Hl(Q) X H1(Q) et H! (f2)-
elliptique, puisque
vveH' (@), <pv>2+elvi? g >Min(le) lilv 2
ou lll = Illest la norme (1-7). D’autre part, il résulte de (4-3) que
VveEK, , (oe’v)LQ =0,

donc 0, €5. o

L’espace (de dimension N rappelons-le) S contient donc aussi les fonctions spline
d’ajustement, c’est la raison pour laquelle on I’appelle espace des fonctions spline. 1l ne dépend
que de la semi-norme | < | | ) et de I'opérateur p. o

Le résultat suivant montre que la fonction spline d’ajustement o, relative a
| o |(],Q » P, B et € est une approximation, quand € - 0, de la fonction spline d’interpolation o
relative a | < | '1,9 ,petp.
THEOREME 4.2. Quand € > 0,0na : lg .~ | 10~ 0(e).
Démonstration. On adapte une démonstration de J.P. AUBIN [4] .

Compte tenu de ce que § = po, il vient dans (4-3)

vveH!(@), (1-€) <plo,—0), pv>+ e(((og —0v)) ==e(((ov)) + € < po, pv >,

ol (((.))) est le produit scalaire (1-7). Notant p* € £(IRN , H1(Q)) I’adjoint hilbertien de
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I’opérateur p pour le produit scalaire (1-7), on obtient

(4-4) (1- e)p*p(o€ -0)+ e(ae —0)=—¢€0 + ep*po.

OroE€S= W= Im p*, car dim Im p* =N <+ oo, Donc il existe § € IRN telle que
— 0= p*E.

Mais ¢ = Eo +E|,avec 20 € Ker p* et £ € (Ker p*)'L = Im p=Im p, donc d’aprés la proposition
1-2, il existe y €S tel que

—0=p*py.
Posant alors
z=0+yES,
il vient alors dans (4-4)
g.—0 g_—0
€
(1-€)o*p +e =p*pz,
€ €
soit encore, en posant
0.~ 0
v, = ,
€ €
la relation
(4-5) (1-€)p*plv, —2) + (v, —2) =e(p*pz - 2).
Formant alors le produit scalaire (1-6) des deux membres de (4-5) avec Ve —2, il vient
2 2
(1-¢€) <p(ve—z) > +elllvg=z lI“<lllp*pz -2z lll v =z Il
d’ou
Mve =z < lllp*pz — 2 III
et le résultat. a

Il en résulte, en particulier que lim |l 0,—0 Il =0. O
e—>0 1,2
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Terminons avec un autre résultat de convergence.

PROPOSITION 4.1. On suppose que I'opérateur p défini par (1-1) et (1-2) est d’ordre 0 et que

l'ouvert S) est de classe C™. Alors on a

lim ||ae—oll =0,
e>0 2,2

o Il -1 9 ¢ désigne la norme usuelle dans H2(S2).

Démonstration. Etant donné les hypotheses faites sur p et §2, le théoréme 2-2 indique que o eto

appartiennent a H2(Q).

On déduit de (4-3), de (2-2) et de la relation po =8 que
: po,—po
(4-6) VVEH(Q), (0,—0oyv) ==<——— =7 pv>.
1,22 €
Or, d’apres le théoréme 4-2, 0, tend vers o dans H! (22), et d’aprés la proposition 1-2, I’opérateur
pE .,C(H] (Q),IRN) est surjectif, donc :
po. —po
(4-7) A= lim

e~>0 €

On raisonne ensuite comme dans la démonstration du théoréme 2.2. On voit que,

pour tout € > 0, il existe g, € L2(Q) vérifiant

9 PO, — po
(4'8) VveL (Q), - < — —A,pv>=/ gGVdX,
€ Q
et que
po.—po
(4-9) 3C,>0, Ve>0 |ge|0’Q<C0<—-—e—_—)\>_

On déduit de (4-6) et (4-8) que o, — o vérifie
—Afo,—0) = g » P-p.dans £,

—(0.—0)=0, surll
> (0c—0)
Alors (régularité du probléme de Neumann), I'opérateur (1 —A,71 ) est un isomorphisme de H2(Q)
sur L2(Q) X H1/2(1"), donc

3C,>0,Ve>0, lo_—alll <C,lg. +0_ -0l ,
1 € 20 1 gG € O,Q

)
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d’oll le résultat, compte tenu de (4-9) et (4-7). o

On remarquera que la relation (4-7) constitue une estimation du multiplicateur de

lagrange A. o

5.- APPROXIMATION DES FONCTIONS SPLINE
L’opérateur p défini en (1-1), (1-2) et I'élément B de IRN étant fixés, on se propose
d’approcher la fonction spline d’interpolation par moyennes locales o relative a | » I'1 Qo Peth

Nous examinerons successivement trois méthodes d’approximation correspondant aux
formulations du probléme que nous avons rencontrés aux paragraphes 1 et 2 ainsi qu’a celle du

paragraphe 4, qui concerne les fonctions spline d’ajustement.

Dans la suite, on désignera par JC (resp. par & ) un sous-ensemble de IR%. admettant
0 pour point adhérent et, pour tout h € ¥, par V}, un sous-espace de dimension finie I(h) de
1
H' ().

5-1. - Formulation du probléme sur le sous-espace Ko

Soit (cf. lemme 1.1) 0 € H! (€2) une fonction telle que
po =p.
Alors, posant
0.=06-0,

(0}

on voit qu’on peut associer au probléme (1-12), (1-13) le probléme suivant : trouver une fonction

0, telle que

(5-1) 0, €K,

5-2 . vveKk , (o,,v =-— '(7,v ,
(5-2) 0 (00:¥), =@,

probléme qui comme (1-12), (1-13) admet une solution unique o, (dailleurs le fait que la semi-
norme | - | 1. soit sur K ‘une norme équivalente 2 la norme | < | 1. Montre directement I'exis-
) )

tence et l'unicité de o, ).

Pour approcher le probléme (5-1), (5-2), on essaie de construire une famille (Voh)
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de sous-espace de K , ce qui est possible dans certains cas. Par exemple (et sur ce point nous ren-
voyons a un travail ultérieur), lorsque 2 et les sous-ensembles Wgj » (a,j) € M, sont des ouverts
polygonaux de IR2 on peut choisir la famille (Vh)h ex de maniére a pouvoir prendre, pour tout
hex:

Fevh
et

Voh € Vp, » avec dim Voh=l(h)—

(plus précisément dans ce cas, on peut choisir pour (Vh)h e jc une famille d’espaces d’éléments

finis polynomiaux de degré 1).

De fagon générale, pour tout h € 3(, on considére le probléme approché : trouver une

fonction %h vérifiant

(5-3) %h € Von

(5-4) Y ¥h € Von » (%h Vnl1,0 == @vph o -
On a évidemment la

PROPOSITION 5.1. // existe une constante C > 0 indépendante du sous-espace Voh telle que

"00"00’h "»]’Q<C Inf "0'0_‘Vh “-I’Q.
Vh € VOh
Démonstrattion. La proposition n’est autre que le /emme de Céa (cf. P.G. CIARLET [71). o

On en déduit que si la famille (Voh)h =¥ vérifie I’hypothése d’approximation

(5-5) VveEK,, lim Inf llv—vh ||1,Q=O,
h—=>0 VhEVoh

alorsona:
Iim " 00“00h " LQ:O,

h=>0

et quesi o, € HZ(Q) et si, quand h - 0,

(5'6) Inf " 00 - Vh " 1,Q =0(h),
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alors on a, quand h~>0 :

(5-7) 10g=0gp 17 o =0(). o

5.2. - Formulation avec multiplicateur de Lagrange

On associe au probléme (2-1), (2-2) le probléme approché suivant : trouver un couple

(o, ) € Vp, x IRN solution de
(5-8) pop, =B

(5-9) Vv, €V, (ah'vh)1,ﬂ+<)‘h’pvh>=0

THEOREME 5.1. On suppose que

(5-10) >0, vueRN,  sup — T >s<u>.
v, €V Mo} Tvn

Alors le probléme (5-8), (5-9) admet une solution unique (Up» \y) €V}, x IRN ez if existe une

constante C indépendante du sous-espace V, telle que

"0—0h "1,Q+<)\—7\h><C lnf ||O—Vh II-I,Q.

Démonstration. Le probléme (5-8), (5-9) est un cas particulier d’un probléme plus général étudié
par F. BREZZI [6] :ici IRN est son propre sous-espace d’approximation. Remarquant que, d’aprés

la proposition 1-1, la condition
se trouve vérifiée, on en déduit le résultat (cf. .M. THOMAS [21] ). o

Remarque 5.1. On vérifie que I'hypothése (5-10) est satisfaite, par exemple, lorsque la famille
(Vh)h e 3¢ Vérifie 'hypothese (numériquement «raisonnable») suivante : il existe h, € # tel que

soient satisfaites les conditions
Vh<h_, pV, =RN
o’ h

Vh<h_, Vh’'<h, Vh, €V, O

OI
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On déduit du théoréme 5.1 que si la famille (Vh)h = vérifie I’hypothése d’approxi-

mation

(5-11) vveH!(@), lim Inf  Iv-y 1 =0,
h-0 VhGVh

alorsona:

“m ua_ah |I1Q:0’
h-0 ’

et quesi 0 € H2(Q) et si, quand h >0,

(5-12) inf -y, 1, o=0(h),
Yh € Vh

alors on a, quand h = 0,

(5-13) lo—op I 1.9 =0(h). ©O

5.3. - Fonctions spline d’ajustement

Soit | la fonctionnelle définie en (4-1). Au probléme de minimisation (4-2) on asso-

cie le probléme approché suivant : trouver Och € Vh solution de

Il résulte du lemme de Lax-Milgram, appliqué dans V|, muni de la norme Il - Il définie en (1-7),
que le probléme (5-14) admet une solution unique Oc |, » Qui est également la solution unique du
)

probléme variationnel : trouver %ch €Vh vérifiant
(5-15) Vv, EV,, <pae,,1 , PV >+ e(ae,h , Vh)1,Q =<Bpv,>.
Alors

PROPOSITION 5.2. Pour tout € € & et pour tout h € K, on a la majoration

Max (1 ,e))1 12

(5-16) o . —o lll< Inf o —v, IIl.
eh e Min(1,¢) e 'h

Démonstration. L'inégalité (5-16) n’est autre que I'explication du résultat du lemme de Céa, comp-
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te tenu de la symétrie de la forme bilinéaire qui intervient dans (5-15). o
On en déduit que si I’hypothése (5-11) est vérifiée, on a

Ve &, lim lloe—ae’h "LQ:O»
h—->0

i.e. la convergence de I'approximation Oy Vers la spline d’ajustement relative a | ° | 1Q P B
) )

et €, et aussi évidemment, d’apres le théoréme 4.2.
(5-17) lim lim | 0-0, I 1070 ©
€e>0 h—0

Enfin

THEOREME 5.2. On suppose que I'opérateur p est d’ordre 0, que I'ouvert Q est de classe C™ et
que la famille (Vh)h ex vérifie I'hypothése d’approximation

(5-18) 3¢, >0, VuEHX(Q), Inf lu=vy Iy <Cpllullygh.
Alors

(i) Pour tout € € & , il existe une constante C(e) > 0, indépendante du sous-espace

Vi telle que
(5-19) lo, - O h I 1.0 < C(e)h.
(ii)  Quand h et € tendent vers O en restant liés par la relation
(5-20) e=Cyh?/3,
ou C, désigne une constante > 0 indépendante de h et €, on a :
lo—o, 1y o= 0(h2/3),

Démonstration. a) L’opérateur p étant d’ordre O et I'ouvert Q étant de classe C™°, il résulte
du théoréme 2.2 que S CHQ(Q).

Alors (5-19) résulte de (5-16), (5-18) et de la proposition 1.1.

b) On déduit de (5-16) et (5-19) que
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-1/2
(521) VhEH, Veed , ool g <lo-o lg+Ce ol qn,

ol C désigne une constante > 0 indépendante de h et de €.
Utilisant le théoréme 4.2, la proposition 4.1 et (5-20), le résultat suit. O
On notera que la relation (5-20) conduit dans (5-21) a une majoration optimale. o

Remarque 5.2. L’hypothése $2 de classe C”», qui conditionne les résultats du théoréme 2.2
(point (iii)) et de la proposition 4.1, est une condition sévére du point de vue de I’analyse numéri-
que. On peut néanmoins conjecturer que ces résultats restent valables sous une hypothése moins

restrictive. o

En résumé, on peut noter, en ce qui concerne les trois méthodes d’approximation que

nous avons successivement étudiés :

- qu’elles conduisent a la résolution de systémes linéaires d’ordres 1(h) — N, I(h) + N

et I(h) respectivement ;

- qu’elles sont toutes trois convergentes sous I’hypothése classique d’approximation
(5-11) [qui s’écrit (5-5) dans le cas de la formulation sur K0 ], la convergence de I'approximation

«spline d’ajustement» étant de type particulier [cf. (5-17)];

- que les majorations d’erreurs obtenues (sous les hypothéses restrictives) sont respec-
tivement en O(h), O(h) et 0(h2/3) ;

- enfin que la mise en oeuvre de la formulation sur K0 apparait moins facile que celle

des deux autres méthodes.

Ce travail doit beaucoup a I'aide amicale de notre collégue |.M. THOMAS, que nous

sommes heureux de remercier ici.
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