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SPECTRE CONJOINT D’'OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS
QUI COMMUTENT

Anne-Marie Charbonnel (1)

(1) Institut de Mathématiques et d’Informatique, Université de Nantes, 2 chemin de la Houssiniére
44072 Nantes Cédex - France.

Résumé : On étudie le comportement asymptotique du spectre conjoint de v opérateurs pseudo-
différentiels dans IR", commutant deux a deux, dont la somme des carrés satisfait 2 une hypo-
these d’ellipticité globale.

On obtient une estimation du nombre d’éléments du spectre conjoint situés dans I'intersection

d’un cone et d’une sphére dont le rayon tend vers I'infini.

Summary : We consider in IR" » pseudodifferential operators Pj , j = 1,...,v , which commute,

v
and we suppose that the operator P = Z P]-2 is globally elliptic.

=1
We estimate the asymptotic behaviour of the joint spectrum, by studying the part of it which

belongs to the intersection of a cone and of a sphere with a radius becoming infinite.

INTRODUCTION ET RESULTATS

Considérons I’hamiltonien quantique :

h2
H=-2— A+YV
2m

ou V est une fonction radiale dans IR3.
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La symétrie sphérique du potentiel se traduit par le fait que H commute avec chacun des opéra-

teurs suivants :

| ) 3 | ) d | d d
17X 7X3 557Xy o= "X 55 )3T X - TXp
aX3 aX2 aX1 aX3 aX2 ax1

En mécanique quantique, I’étude du spectre commun de H, de | ]| 2 J% + J% + J% , et de Jg
(générateur infinitésimal du groupe des rotations autour de Ox3 ) permet de faire une classifi-
cation des états de la particule (cf. exemple 1 page 6). On peut, pour cet exemple, se référer a
A. Messiah [12] .

Plus généralement, considérons sur IR™ » opérateurs pseudodifférentiels Q1,Q,-4,Q,, symé-

triques et commutant deux a deux, dont les symboles de Weyl q; satisfont aux hypothéses sui-

vantes :
(H-1) q; admet un développement en composantes «quasi-homogénes» C™ en dehors de
I'origine :
©.1) G~ 2. a
j=o
avec
(02) al (pkx,0%) =p?™ T al(x,8), V£ >0, V(xf) € IRZ"\ {o]
ol k et £ sont des entiers = 1 (indépendants de i).
(H-2) Le symbole principal joint a = (a(]) ,...,ag ) vérifie :

(0.3) lag, (0&)1#0  V(x8) € RZM\ {o}.
Les symboles q; appartiennent alors aux classes de Beals 52${£+Q (cf [3]) avec :

®(x,£) = 1 (x,5)
(0.4) avecu(x,£)=(1+|x|1/k+IEIUQ),

o(x,8) = K (x,£)

v
et 'hypothése (H-2) signifie que Q = Z Q? est «globalement elliptique» (d’ordre 4m). En effet,
i=1
si g désigne le symbole de Weyl de Q, alors (H-2) implique :

(0.5) 3y, Cy>0:alx)>Cp uMxg), VixE):l(xE) 1>Cy.
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Alors Q admet une unique réalisation autoadjointe dans L2(IR"), que l'on note encore Q, et
I'opérateur Q = | + Q est d’inverse compact. Q posséde donc un spectre composé d’une suite
croissanteé de valeurs propres tendant vers + o, et il existe dans L2(IR") une base orthonormale
(¢j)j e N composée de fonctions propres communes a tous les opérateurs Q; et a Q. On définit
alors le spectre joint des opérateurs Qq ,..., Q,, comme étant (cf. [6] ) la partie AQ de IR" véri-

fiant :

06) AQ={N= (N, N);Qd =N, Vi=1,..0, VieN},

On se propose d’étudier le comportement asymptotique de AQ, c’est-a-dire d’estimer :
0.7) No(r)=card jE€IN; NeARnc et INI=[zZ())2<s

ol les valeurs propres sont comptées avec leur ordre de multiplicité, 7 est un réel positif, et C

un cone satisfaisant a I’hypothése (H-3) :

Soit W={X€IR”; 3(x¢) € IR x IR": ag(x€) =Net [dag(x£)]izy _, systeme lié}
(H3) W est I’ensemble des valeurs critiques du symbole principal joint a, .
On suppose que C est un cone de sommet O fermé dans IR” dont le bord 6C est C!

par morceaux et ne rencontre pas W.
THEOREME 1. Sous les hypotheses (H-1), (H-2) et (H-3), on peut écrire :
No(7) = (27) " vol {q—1 ) Nnlql<rt } +0(r (n=1)(k+2)/2m) ), T >+,

Pour démontrer le théoréme 1, on fait une réduction au cas ot k + £ = 2m, en utilisant le calcul

fonctionnel établi dans [5] pour remplacer Q; par Pi :

(0.8) p.=Q° Q ou s=

Les résultats obtenus dans [5] ont pour corollaire le théoréme suivant, que I'on utilisera a plusieurs

reprises dans ce travail :

THEOREME 2. Sous les hypothéses ci-dessus, si f appartient & la classe Sq 0(IRV) de Hormander,

avecr€IR,jesiona:
(0.9) e <c i+ 1z el v e Ry VaEIN,

I'opérateur f(Q, Q) ) défini dans L2(IRn) par :
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(0.10) £(Qq,-Q,) ¢ = F(N) .., N ViEN,

de domaine :

(011)  DIf(Q »-» Q)1 ={u= 2. uid €L2(RM ; > lu fN)I2<+ o},
€ IN €N

est un opérateur pseudodifférentiel dont le symbole a¢ appartient a S;':;r/ K+ De plus, il résulte

de (H-1) que ac admet un développement asymptotique :

(0.12) ag v Z ag;
j=o0
e

dont les composantes af sont dans la classe Sk:Q k2 pe plus, si f posséde un développement

asymptotique :

f(z) =fr(z) + ..+ fr—M(Z) + GM(z),

ou fr—j(z) est homogeéne de degré r—j, et Gy vérifie : IG,(\?()(Z)IS Com(1+! zl)r_M~1_hl, alors
a; peut étre choisi quasi-homogéne de degré 2mr—j.

Enfin, on peut préciser la forme des composantes :

35,0 = flag)

(0.13) a1 =< (V) (a),a;>

af,j = z D]h(q] yeeey ql)) X f(h) (aO)
IhI<3j

ou Djh est un polynéme fonction des a} et de leurs dérivées, indépendant de f.

Ainsi les opérateurs Pi admettent pour symbole de Weyl p; € s

B0 et on peut écrire pour P;
)

un développement asymptotique :

oi g1k
. TR
(0.14) i~ 2 pj avec |
ji=o pJ! quasi homogene de degré (k+%)—j.

On remarque aisément que agetp,, les symboles principaux respectivement de (Q1 yeens Qu) et
de (P] yeeey Pv)' ont le méme ensemble de valeurs critiques W. On raméne alors le théoréme 1 a

I’estimation de la quantité :
_cardj €N j
Np(‘po’T) card{jelN,)\ EAﬂCetnpo(k)QT}.

ou A est le spectre conjoint des opérateurs Pq,...,P, , et ¢ une fonction C™ de R” dans |R+,
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homogene de degré 1, non nulle sauf en 0. Dans le cas homogéne (k = 2=1), on pourra préciser
les résultats en faisant I’hypothése suivante sur C :
i C={u€IRY;p;(u) <0} ol y; est une fonction c! pour morceaux.
’¢] 1
(H-4) (i) Pour tout @ # 0, en tout point de la variété {(po = a} N { 91 < 0}, les gradients

Vg, et \% ¢ sont linéairement indépendants.
Le théoreme 1 est alors une conséquence directe du théoréme.

THEOREME 3. Considérons v opérateurs Py,...,P,, satisfaisant aux hypothéses (Hy), (H2) et (H3)

avec k+8% =2m. Alors on peut écrire :
Npo )= Cn ™ vollp ™ (C N {g, <THI+ 0" T), 7 4 o0

oup= (p] ,...,pV) désigne le symbole total joint des opérateurs P1sPy -

De plus, si k =2=1, et si C vérifie aussi la condition (H-4), on a :

_1 —
Np(npo,T)='yorn+'y1 M2 406", 15 4 oo
avec

7= (21 vol [y (C N{g, <1} )]

et

v =—(2n)™" <(Vgg)e pgpy > —————+ [<(Vygq)op_p;>—
1 (Vo) Py 1V(p,° po) | #1) © PPy 1 V(gq o p,) |

9 °Po =1 01°Po S 1

po €C poeﬁC

ou ds et dSq sont les mesures de surface respectivement sur { Y0 ° Py = 1 } et 6C, Po = ( l,...,p’(;)

est le symbole principal joint des opérateurs p; et py = (p},...,p%} ) est le v-uplet des seconds

termes.

Remarque 1. Le probléme étudié ici a été traité par Y. Colin de Verdiére [6] dans le cas ol les
opérateurs Pj sont des opérateurs pseudodifférentiels sur une variété compacte. Sur IRM, le cas
v =1 a été étudié par B. Helffer et D.Robert [10] . On se propose ici d’établir des résultats analo-

gues a ceux obtenus dans [6] en utilisant les techniques de [10].
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Remarque 2. Les hypothéses faites ci-dessus ont pour conséquence » < n.

A.M. Charbonnel

Remarque 3. Dans le cas homogene, il semble possible d’utiliser [4] ou [9] pour déduire le théore-

me 3 de [6] .
Exemples
Exemple 1. On considére sur IR3 les opérateurs :
1 1 2
P,(x,D,)=—=A+=IxI

_1 _
P2(x,DX) —T(x2 ax3 X3 aXZ )

1
_ _ 2 _ 2 _ 2
PluDy) == {xy By, x5 8y )2+ g By =% By VP + (g 0y —xp 0y ) }

W=W1UW20l‘JW1={y1>o; ly2|=y3 } et W2={y1=y3>o}.

Exemple 2.
Q(x,D,) =~ 3)2('1( + x12;Z
—_a2k ¢
Q,(x,D )=-2 + X2
2 x) X9 2
n=2
Exemple 3.
! 2.2, 2\M ,
P1(x,Dx)=—§; A+ (x +x2+x3) M entier > 1
0 0
_1
P X,D ==Xy =—— —XH —
2e0x) i(‘ax2 2 ax )

Dans ce dernier cas, on remarque que P1M‘H + P%M

est globalement elliptique puisque son sym-

bole ne s’annule que si (x,£) est nul. Par ailleurs, les symboles de P%AH + P%M admettent bien

un développement en composantes quasihomogénes avec des exposants communs k =1, £ = M,

I'ordre commun de ces opérateurs par rapport aux fonctions poids de R. Beals étant EI— =2M.

Quand les opérateurs dépendent de h, on obtient un comportement asymptotique du spectre

conjoint pour h fixé positif. Une étude directe du spectre conjoint, analogue a celle qui est faite

par B. Helffer et D. Robert,dans [10 bis] , pour un opérateur, doit permettre d’obtenir, par des

méthodes voisines de celles qui sont exposées ici, son comportement asymptotique quand h tend
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vers 0. (cf. aussi [13 bis] ).

On utilisera dans la suite les espaces de Sobolev E3 o Naturellement associés aux opé-
)

rateurs étudiés ici et utilisés aussi dans [3] :

v
s=0 Els(,Q =D[ (I +Z] Pi2)5/2] muni de la norme du graphe
I:

14
<0 Ef o= Iml( +Z1 P22 ] (dual de Ey)
I:

On a alors

_ s v -
y - Ek,Q et y - U Ek,Q .
s=0 s=0

On en déduit que les fonctions propres sont dans & .

Le plan de ce travail est le suivant :

Dans un premier paragraphe, on montre comment, en utilisant le théoréme taubérien
énoncé par Y. COLIN DE VERDIERE [6], on raméne la démonstration du théoréme 3 3 I’étude
au voisinage de (tl ,...,tV) =0, de la trace, au sens des distributions, d’un opérateur :

=i(t,P; +..+t P )
Y(PpPe 1] vy

ol 11/(P1,...,PV) est un opérateur fonction de P1 P, au sens du théoréme 2.

Dans les paragraphes suivants, on étudie cette trace, pour | tl petit, en utilisant les
technigues employées par B. HELFFER et D. ROBERT [10] : on construit, pour | tl petit, une
approximation de 1,1/(P1,...,Pv)e‘I Py et ¥) par un opérateur intégral de Fourier B(t), mo-
dulo un opérateur suffisamment régularisant, c’est-a-dire envoyant ET(I:‘Q dans EE,Q’ N étant choisi

au départ aussi grand que I’on veut.

On montre ensuite que, si 6 est une fonction de C:(IRV) a support suffisamment petit
autour de I'origine, I'opérateur f B(t)6(t)dt est a noyau dans 9’(IR2“).
IRV
Enfin, on étudie I'intégrale donnant la trace de cet opérateur par la méthode de la

phase stationnaire.

Remarque. Dans tout ce qui suit on utilise la quantification de Weyl, et quand on parle du symbole

d’un opérateur, il s’agit toujours de son symbole de Weyl.
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1. - REDUCTIONS
Le principe de la démonstration du théoréme 3 est le suivant. On cherche a évaluer :
Np(qoo ,7) =card{j EIN;NEANC et tpo(M) <7 }, T >+ oo,

ol ¢ o st une fonction homogeéne de degré 1 strictement positive, et C un cone fermé de IRY dont

le bord ne rencontre pas W.

On construit deux fonctions ¥ et $ de IR dans IR+, homogeénes de degré 0, telles

que :

Supp’JJ ccC

¥=1 dansun voisinage de WN C
(1.1) ~
y=1—-¢y surC

(supp ¥) NW=0

On décompose alors Np(tpo,T) en deux sommes :

(12) 5= 2. IW
AEA
oM <7
et
(13) )= 2 () ob D=Cn {x;e,M<1}.
AEANTD

ol on répéte chaque A € A suivant sa multiplicité.

Dans [6], Y. COLIN DE VERDIERE énonce un théoréme taubérien que I'on utilise

sous la forme suivante :
THEOREME 1.1. Soit A une partie discréte de IRY. On suppose qu’il existe un entier N tel que :
(1.4) ard{jEN;NEA er NI<7=06N), 7 >+

On se donne pour chaque X appartenant a A des nombres ay € [0,1], et on définit une distribu-
tion Z € & '(IRY) par la formule :

(1.5) ZR)= 2. aye B>
AEA

Soitp € & (IRV,IR+) une fonction paire telle que p € C:(IRV ; IR+) et p(0) = 1. On suppose que
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p.Zs’crit:

pzt)=| e T 5(6)dg
IR

(1.6) avec a(¢) = ao(i) +o(lell m—1) pour I ¢ | >+ o od a () est une fonction
continue, homogéne de degré m sur IRV.
Alors, si D est un domaine de IRV compact, a frontiéere C1 par morceaux, on a :

(1.7) Z 2y = a,(§)ds + 0(7m+"_] ) pour 7 >+ oo,
AEANTD 7D

L’hypothése (1.6) permet de connaitre le comportement a I'infini de la transformée
de Fourier inverse de pZ(t), c’est-a-dire le comportement asymptotique, quand Il ¢ Il tend vers
+ o0 de

(1.8) 1) = (2n) / e <t p(1)Z(t)dt.
IRY

Pour étudier la somme 22(7'), on définit la distribution :

(1.9) Z,t)= 2. YT e R,
AEA '

Pour étudier Z4(r), que I'on peut encore écrire :

2 LY FMI= X b,

UST AEA UST
K E9y(A)
on définit :
(1.10) z,)= 2 b, e th teR.
rE @, (A)
AEA

Z, apparait comme la trace, au sens des distributions, de I’opérateur

—i(tyP;+... 4+t P )
U(PpPe 11 V"V olt Y(Pq,...,P,) est défini par le théoréme 2.

Z; est la trace (au sens de & '(IR”)) de I'opérateur $(P1 ,...,Pv)e_it P , ot P est
I’opérateur elliptique autoadjoint wo(P] yeesP ).

Les paragraphes suivants vont permettre d’étudier ces traces, puis le comportement
des intégrales 1(¢) correspondantes, et on appliquera le théoréme taubérien pour obtenir I'esti-

mation du théoréme 3.
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Interprétons tout d’abord Z; (t) et Z,(t). Soit :

—it1 P . it P, ‘

U(t)=e .oe

Les opérateurs U(t) forment un groupe d’opérateurs unitaires, bornés dans L2(IRn). Posons :
¥ = w(P-I ,...,PV)-
LEMME 1.2. Zz(t) =Tr[W¥ o U(t)], au sens des distributions.

Démonstration. (¥ o U(t))u est défini pour u = Z uj wl € L2(an) par :
iEN

(1.11) o Uu= 2. y()e<tN> gl
JEN
Son noyau au sens des distributions est donc égal a :
RN S
(1.12) Kiexy) = 2. w)e T<SN>Fiy)i(x).
J€IN

Soit 6 une fonction de . (IRY). On définit un opérateur Ug par :

(1.13) Up = / [¥o U(t)]6(t)dt.
IRY :

Le noyau de Uy est alors :

(1.14)  Uply) = / Kiexy)o@de= > [v0de i <oN> G0,
IRY i€IN

On va montrer que Up(x,y) est dans & (len), ce qui prouvera que Uy est régulari-

sant, et que sa trace est donnée par I'intégrale du noyau sur la diagonale e :

rup= 2. P T<EN> g(1)1
jeIN JIRY
(1.15)

=<22(t), 6(t)>.

Le lemme 1.2 découle alors aisément de (1.15). Etudions donc Ug(x,y) :

v(N)
(1.16) Uy(x,y) = Z -—
o ieNJR (+nNPR)N

N o o .
J

(11~ 8N <> 1) Byt
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En utilisant une inégalité du type Sobolev dans les espaces EIS( o avecs> n®/2(k + %),

(cf. par exemple [13] ), on obtient :

Va,Vs>n22(k+8), 3CI :YuEY , VXxER":

(1.17)
| agwj(x)|< C(S)tn(-] + |X|2Q)(n/4k —S(k+Q)/2kQ) | 7\j| (25+h|)/4.

Il résulte aisément de (1.16) et (1.17) que Uy est dans &’ (IR2M),

LEMME 13.  Z4(t) = Tr['lF(P1,...,PV)e~itP 1, au sens des distributions, oi P = wo(P1,...,PV).

Démonstration. L’opérateur HJ(P] ,...,PV)e_“’F a pour noyau-distribution :

P
oy = 2 Fode o™ Uiz,
€N

En écrivant alors :

-ty (N
. ¢, (V)

. i j
~ iy N - o)

On conclut comme pour le lemme 1.2, puisque I'on a :«po(7\) =C(In ).

On va, dans ce qui suit, démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 1.4. Soit & [pZ,] (§) /a transformée de Fourier inverse de p (t)Zz(t). Alors :

FBZy1 €)=1()

dS
~ () (o) 3 +0(ig 1)
pE) Idp; A .. Adp, I

k+e-1
o0 p = (31""511)’ avec Ej = Z pl, pé étant défini par (0.14), et oi dS§. désigne la mesure
5=0

de volume canonique sur la surface B'—] (€), et ou | d;1 AL A dFV I désigne la norme eucli-

dienne, dans ['espace des v-formes linéaires alternées sur IRzn, du produit extérieur des dB'j.

Les comportements de Z,(r), et de Z(r), seront alors des conséquences du théoréme
1.1., et feront I'objet du dernier paragraphe.
En vue d’étudier I'intégrale I(¢) = (2n)™¥ Tr[‘/-eKt’g‘> ¥ o U(t)p(t)dt], on commen-

ce par faire une approximation de ¥ o U(t).
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2. - APPROXIMATION DE ¥ o U(t)

On commence par approcher U(t).

Notons Uj(tj-) le groupe unitaire solution de I’équation de Schrodinger :

U
gt—_= Pj u
(2.1) ’
U(o) =1
Alors
(2.2) U(t) =UT(ty) o UA(ty) o . o UV(t,).

Dans [10] , les auteurs construisent, lorsque | tjl est inférieur a un certain T, pour M
entier positif et € > 0 arbitrairement petit, une approximation de UJ(tJ-) par un opérateur intégral

de Fourier global, U.M ¢ (t.), défini par :
€0l
- i[S) (e, x,m.)(ym;)] -

. t.).f = | i . . ) .

23 e ) 1w ffe e, ol )y
dn; = (2m) "dn;
ou la fonction de phase et I'amplitude sont obtenues comme suit :i
(i) lafonction Sl g%écrit sous la forme :
. :Q .
(2.4) Sl = Z sjr
r=1
avec
(2.5) S(tokx,0%n) =p"SHtxn) Vr=1,.k+€  Vie:lt<T  V(xn)€R?-{o}
et
5L+Q(0,Xﬂ7) = (X,ﬂ)

(2.6) v (xn) € IRZ" - {o}.

sir(o,x,n) =0 Vr<k+e

S} est déterminée de la fagon suivante : on trouve d’abord S’deZ solution de I’équation caracté-

ristique :
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asl

aS
k+2

i
k+2
ot

(t,x;n) + pL(x, (t,xn)) =0
(2.7)

j -
Sk g Oxm) =<xm>

et on obtient ensuite par récurrence Sjr , pour T <r < k+4, en résolvant une équation dépendant
j j j
de Sk+2 ’ Sk+Q_1 ,...,Sr+1 .

(i) X, €C(IR?") et vérifie
o

1 1

(2.8) ot B, ={(xm); IxI¥+ Imlf<ep .

Xe, (xn)=0 si(xn)€ B

Xe () =1 si(xn) € 88260

(iii) I’amplitudeaj( )s’écrit:

M
. M .
J = J
M) > A
r:o
(2.9) avec

k

al(t,p xon) =p T al(t,x,n).

Les termes alr sont obtenus, aprés détermination de S), en résolvant les équations de

transport avec les conditions initiales

al (0,x,n) =1
(2.10)
aJr(O,x,n) =0 Vr>0.

On établit dans [10] la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1.
(i)  Pour tout entier | =0 et tout s € IR,ona:

U0 ed(FTT e 6 )

(ii)  Pour tous entiers | et N = 0, il existe un entier M (N,J) = 0 tel que, pour tout
M= M(N,}) et pour tout j=1,...,v, on ait :

. H - N
V0 - Uye DEOTTE 26l ).
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Dans [10], les auteurs supposent «globalement elliptique» I"opérateur qu’ils étudient.

Mais, pour la construction de U/ (ti)’ I’ellipticité de Pj n’est pas utile. Quant a la proposition

M,e

o

2.1, la démonstration faite dans [10] s’adapte aisément au cas ol Pj , sans étre elliptique, commute
v

avec I'opérateur «globalement elliptique» (I + Z P}2) ; elle est donc encore valide dans notre

contexte. =1

On définit alors Uy . (t) pour | th< T Vj=1,..p, opérateur intégral de Fourier
*o

global sous la forme :
-l v
(2.1 1) UM,eo(t) - UM,eo(t1) o ...0 UM,eo(tV)

ou UJM c (t]-) est un opérateur intégral de Fourier du type étudié dans [10] .
o

La composition de ces opérateurs intégraux de Fourier (cf. [10] ) permet alors d’écrire,

en utilisant (2.3) :
(2.12) [Up,e (1) - 110 = (2m) f eioltxty) Xe, (x:E)a() (L, £)(y)dyde

ou

s = (X2,...,XV,T]-I ,---,"7,,)
xeo(x,é) = xeo(x,m ) x xeo(xz,nz) X ..o X xéo(xv,n,,)
3 () (tx€) = azM)(q X)X a%M)(tz,xz,nz) X x afy) (£,%,,m,)

et

‘P(t,X,E,Y) = 51 (t‘l ;X;’ﬂ]) + Sz(tz;xz,nz) +..+ Sv(t,,,x,,,n,,) - X27?1 - X3772 T T Y"IV .
De la Proposition 2.1 on déduit la

PROPOSITION 2.2. Pour tous entiers ) et N =0, il existe un entier M (N,}) > 0 tel que, pour tout
eo> 0 et pour tout M= M | on ait :

Upe, () -0 ED(FTT; BN, ER Q).

Démonstration. Ecrivons U(t) — Up e (t) sous la forme :
o
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Ut) - Uy e (6)=U" (1) U"(t,) - u}wﬁo(t1 )--Ue (5)
=UN (1)U T (6, IUV(1,) - Upte, (81 +
(2.13) + U ()02 (1, U (e, ) - U, go(tH )] UKA’eo(tv)
+..+
+[UN(t) - Uy e (6)1UF ¢ () Uy ¢ (1)
1 M, 1 M, "2 Mg o

D’aprés la proposition 2.1, U'( ) appartient a C}( FT,1L; £(ES+‘}+1 E )) pour tout
s € IR et tout J dans IN, et il en est alors de méme pour U#A ()= UJ( ) + [Ul (.) -U()]

pour tout s dans IR tel que — N < s < N, dés que M est suffisamment grand pour que

Ul eo(.) —ui)ed (1 ;,z:(lz‘,;’,“,Z ) Et"g)). On en déduit la proposition 2.2.

Approchons maintenant ¥ o U(t) : D’aprés le théoréme 2, ¥ = w(P1, .P,) est un
opérateur pseudodifférentiel dont le symbole appartient a Sq, 0 et admet un développement

asymptotique sous la forme :

(2.14) o(¥)=c~ ), 3
J>0

ou les cj vérifient les assertions du théoréme 2.

UM,eo(t) étant un opérateur intégral de Fourier au sens de [10], on peut utiliser la
formule de composition établie dans [10] d’un opérateur pseudodifférentiel par un opérateur
intégral de Fourier global ; alors ¥ o UM,e (t) est un opérateur intégral de Fourier global dont
la fonction de phase est la méme que celle de UM,eo(t)’ et dont 'amplitude peut s’écrire sous la
forme :

(2.15) b(M (t,x,£) = Z b (t,x,8) + ( M,eo) (t,x,£)

€

(i) les termes b, © sont quasi-homogenes, d’exposants k et € et de degré —r, pour

(x,%) € (IR2n \ 826 )V, et se calculent en fonction des termes ¢ du développement de o(¥), des
termes a (t i V) pour; 1, ¥, T=0..M, dont a M} est la somme, et de la fonction x, intro-

duite en (2 12) De plus b (t,.,.) appartlent a CT(IR2nv), ©

En particulier le premier terme vaut :
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bo(t,X,E) = Xeo(X,f) X CO(X)aXS1k+Q(t‘| ,X,‘n1 )) X al(t‘l ,X;”I]) X

X ag(tz,xz ,n2) X o X ag(ty,xv,nv)
(2.16)
OI\J E = (Xz,---,xw"l],---,ﬂy);

_ 1 v
et ¢y = ¥(py,--Py)-

(M’ M,e,)

(i) le reste b (t,x,£) est 'amplitude d’un opérateur intégral de Fourier

régularisant d’ordre N pourvu que M’ soit suffisamment grand.

Finalement, on obtient donc une approximation de ¥ o U(t) par un opérateur intégral

de Fourier global By ¢ (t), dont ’amplitude peut s’écrire comme somme de termes beo(t X,€),
b ‘o étant quasi- homogene d’exposants k et 2 et de degré — r pour (x,£) appartenant a
(IR2M\ Be,)”-

BMM’eo(t) vérifie la

PROPOSITION 2.3. Pour tous entiers | et N = 0, il existe des entiers M et M’ tels que

¥o U0~ Byye, €S IFTTDY 6, E o).
Démonstration.

(217) W¥o U(t) - BMM,eo(t) =W¥o [U(t) - UM,eo(t)] +[¥o UM,eo(t) - BMM’eo(t)] .

k
¥ est un opérateur borné dans L2 commutant avec (n+ Z sz). Donc ¥ envoie

Ef( g dans Ef( o bour tout s dans IR. =1

Donc ¥ o [U(t) — Up ¢ (t)] est régularisant d’ordre N dés que U(t) — Up e (8) Pest.

o >0
Il en est de méme pour les dérivées, et on montre ainsi que le premier terme de (2.17) est dans
CJ[( 1,70 )% £(Ek Q> ITQ )] dés que M est suffisamment grand. Le second terme s’écrit sous

la forme :
1 _5 2 v
[‘I’O UM,Eo(t1) BMM)eo(t])]o UM(t2)° eee O UM(tV)'
Le premier facteur de ce produit est dans CJ(( FTI )Y ; ‘,C(E;r;zl , EEQ)) d’aprés

[10] dés que M’ est suffisamment grand, et un raisonnement analogue a celui de la proposition

2.2 donne le résultat.
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La contribution de ¥ o U(t) — BMm’e (t) a Pintégrale 1(¢) est alors donnée par le
o

théoréme suivant :

THEOREME 2.4. Soit § € C:(IRV) :Supp 0 C (FT,T[ )V et 6(0) = 1. Alors, pour tout entier |,
il existe des entiers M ] et Mj >0etunréel C J >0 tels que

<¢(1+ ey,

o U —B.. o, itg
Tr[ ﬁ‘l’ U0~ By e, O] 0(t)dt:|

Ce théoreme découle de la proposition 2.3 et de [10] lemme 5.2.

L'étude de I(¢) = (2m) " tr e W o u(t)e (t)dt] quand | {1 tend vers + oo, se

N — 00y
raméne donc, modulo O(I¢1™ ), & celle de

(2.18) J16)=@n) 7w z f B(t)e' Ko t)dt g

oll on a noté B(t) pour BMM’eo(t)‘

(6(t) est la fonction p(t) introduite dans le théoréme taubérien).

Dans la suite on va noter ) (¢) = (27)” Jq (€) et étudier J (¢).

3. - ETUDE DE J(¢) - 1ére étape

[B(t)eit% (t)dt est évidemment un opérateur 2 trace puisque /;iti Yo U(t)o(t)dt

et [eltf [¥ o U(t) — B(t)] 6(t)dt sont tous les deux des opérateurs 2 trace.

Le noyau au sens des distributions de feit§ B(t)0 (t)dt est fourni par I'intégrale oscil-

lante :
B(t,x,y)e! 86 (t)dt = (2r) ™ f etEY) b1 x 616t (1) dtds
M’ e
oll on a noté b(t,x,¢) = z brh?l(t,x,é).
‘ r=o

Ce noyau vérifie la proposition suivante :
PROPOSITION 3.1. Le noyau By(x,y) de I'opérateur f B(t)e'S0(t)dt est dans S(IR" x IR™).

Cette proposition se démontre a I'aide de troncatures et d’intégrations par parties,

de maniére tout a fait analogue 2 la proposition 3.4.
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On en déduit I’expression de J () :

[Z S(t,x,n) x2n1—x3n2—...—x1nv]+it§'
(3.1) J6) = Z f i=1 x

r=o

€
X brﬁ(t,x,n)e (t)dtdxdn .
ol b -\ est quasihomogene d’exposants k,2 et de degré —r en (x,m) sur (IR2n \ B2e ).

Il est utile pour la suite d’établir la propriété suivante du systéme formé par les opé-

rateurs Pj :

PROPOSITION 3.2.
(i) Pour tout j = 1,...,y, la partie principale p’ de P- est constante sur les courbes

intégrales de tous les autres champs ham//ton/ens H . i » et les trajectoires sont

p
bornées. o

(i) Vij=1..5 V4EFLT, V(xn)€ R {o},

ona:

3s! 3S!
. k+¢ : k+¢
PJO<X| ’T (ti;xi)ni)> = p]O ( Tn" (tlyxlpn ): )

Démonstration. (i) Le fait que les opérateurs Pi et Pj commutent se traduit par :
(32) {prpL} =0 VI<i<j<v
ou { pL,pL } est le crochet de Poisson de pi) et pJ0 .

On a donc un systéme en involution, et p{) est une intégrale premiere pour H i (cf.

par exemple [1]). o

Il découle de la que Z (pJ )2 symbole principal de Z P2 est également constant
j=1 j=1
sur toutes Ies trajectoires. L’ellipticité de cet opérateur prouve que les trajectoires sont bornées.

(i) De (i) et des arguments d’homogénéité développés dans [10] , on déduit que le
flot ®f associé a chaque champ hamiltonien H i est un difféomorphisme de len \ {0} dans
P

IRZN \ {0 } , dont le graphe est décrit par : °

(3.3) (6 Sk+Q(t Xpm; ), X 20y SJk_'_Q(t xj,n]-) ; (xj,n]-) € IR2M\ fO} .
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Ainsi, I'assertion (i) se traduit par la relation énoncée en (ii). Par ailleurs, les fonctions
ke
de phase §) = Z SJr satisfont aux estimations suivantes :
r=1

(34) 2 9 o sl x,m)) = 0(uk T 1B Kklally ),
On va maintenant, par des intégrations par parties, montrer que I'on peut, modulo un
0(1 17 ), ramener I’étude de ) (¢) a celle d’une intégrale sur un compact ol I'on pourra appliquer

le théoreme de la phase stationnaire.

J(§) est une somme d’intégrales ], (¢), r variant de 0 & M’, ou I'amplitude est
O (t,x,n)0(t), avec b quasihomogeéne de degré — r sur (I IR2"\ B )¥. On va considérer, dans
rM ™ 2e,

cette intégrale, la fonction de phase donnée dans (3.1) :

S(t,x,n) = Z S(t x,n) XoMy ~ X3l = .. =Xqm, + <t,$>
j=1
sous la forme :
(3.5) S(t,x,n) = (t,x,n) +S(t,x,n)
ou
V .

w(t,x,n)ﬁz SJk+Q(tj,Xj,nj)“x2n1 . x1n + z tf
(3.6) j=1 j=1

t=(5)y L E(FTT, (on) € R,
Soit

ji=1 f 5 ji=1i=1 Xj J
ji=1i=1 i "J

ou

D= Z |a ¢|2kQ+Z ,a ‘plzk(k+Q+Z |a ‘pIZQ(k'HZ)
=1 =1 i =1

En faisant des intégrations par parties 4 I’aide de M, on va prouver la :

PROPOSITION 3.3. Soit
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J A) = feiw(t»xm)e‘S(tJX»")xMl; IR ey ), 1617 ()
X brM(t,x,n) x 6(t)dtdxdn
ou X A est une fonction C™ sur IR2"V vérifiant :

v
XA(x1,...,xV,n1,...,nV)=0 si Z (Ixj|1/k+ Inj|1/Q)k+Q<A

v
XA(x1,...,xV,n],...,nV) =1 s ‘21 (lxj 1/ 4 Inj I 1/IZ)k“HZ =>2A.
J =

Alors, il existe une constante A > 0 telle que :
JrA(f) =0(1¢1™ %) quand 1¢1- + oo,
Cette proposition est une conséquence des 2 propriétés suivantes :

PROPOSITION 3.4. Soit § : | § 1> 1. Alors il existe deux constantes K et A telles que, si Kg dési-

gne le compact :

14
1_ 2nv k+¢
Kl ={(xn) € R "”,j; Wk em) <Al

on a, pour tout (x,n) appartenant au complémentaire de Kg_ :

14

14 v
(3.7) > loeltxa)l 4 S 1 o110 S 1a, pilk>
i=1 J i=1 J ji=1 J

14
>KOSH LS ).
i=1

PROPOSITION 3.5. Pour tout s entier positif, il existe une constante CS >0 telle que, si M* dési-

gne I'adjoint de M, on a :

~ v
(3.8) [ (M*)S elS(t,X,'f?)brefel(t,x,n)e(t)xA(I ¢l —k/k+L X, |§|—Q/k+92n)|< Cs[ Z u(xj,nj)]—s
i=1

(C, étant indépendante de ¢ pour 1§1>1).

Preuve de la proposition 3.3. Le support de X A est contenu dans le complémentaire de Kg.. Par
ailleurs, sur C Kg. » Xe (x,n) est identique 2 1, et JrA(f) coincide avec I'intégrale sur [ ~T,T] x [}Kg.
o}

de la fonction a intégrer pour le calcul de Jr(f).
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D’autre part, M étant un opérateur vérifiant : Me'¥ = e'?, il résulte de la proposition

3.5 que 'intégrale JrA(i’) est bien définie comme intégrale oscillante. De plus, sur le complémen-

v
taire de K§1' ) ( Z ;.L(xi,nj))—S est majoré par A’l | s/ k+Q, ol A’ est une constante positive, ce
j=1

qui prouve le résultat annoncé dans la proposition 3.3 (puisque C; est indépendante de ¢ pour
I€1=>1).
Démonstration de la proposition 3.4. On choisit A tel que

4 G
(3.9) —_—<—
A2 2v
ol C; est la constante intervenant dans la condition d’ellipticité (0.5).

(1)  Supposons réalisée la condition

Sl

v 14
d 2
k+2 > 2(k+8) 1, o
(3.10) DI e P
j=1 j j=
ou C vérifie :
4 ¢
(3.11) —<C<—.
A2 2V
Ona:
14 A2
Z u2(k+2 (Xﬂ? s‘ (1+Ile]/k+|'nj|1/Q)2(k+Q)>—2— |§-|2
i=1 =
Alors :
< 2_ < 2
2 lagel?=3 2, Slpg 4!
ji=1 =1
1< 2 2
- j
>2 Z 13, Sk+sa' > gl
J:’] ji=
2 2
A“C A“C
>— 1§12 0¢12= (== -1) 112,
2 ¢ (4 ) IS
AZc

et e — 1 est positif dés que (3.11) est vérifiée.

Par ailleurs
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5‘ K) |2>(C 2)i 2(k+Q)( )
» AN Gt M Y
R 2 22054 [

c 2
et (—— = ) est également positif dans les mémes conditions.
A

Pour tout A vérifiant (3.9), il existe donc K tel que (3.7) soit vérifiée.

(2)  Supposons maintenant que I’on ait

14

2.

j=1

k+Q W20k

).

(t X ,nl) |

1_1 Xj g

Alors

v as) v

; k+¢

192 (x: ) — (t.x.1.)) < S w2,
Jg‘l (po) (XJ’ aXJ (tJ:X],T?j)) C [Jz u (XJ,"?]) .

Mais Iellipticité globale de Z P2 permet d’écrire :
=1

v . as!
[ 0h7] 0 =1 ¢ w6 m) v tm)  bm) > C,
J

=1 0x;
et donc :
v v asi
k'HZ
2. X G g ——)>¢ Z W20 )
i=1j=1
d’ol I'on déduit :
v v as! asl v
k+ k+%
2 %[ [0}, 02 6, —2)] (¢ -00) 3 w24
= — 0X: 0X- . !
i=1j= i j i=1
G 2 208
>— 3, )
i=1
si (3.11) est vérifiée.
Alors il existe (T ,j) tel que
25, 3s) C, v
i .2 k+2 i\2 k+8 1 2(k+2
(3.12) (p})(x3, ) 60 b ) = >, w2 ).
j Ve =
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Majorons le premier membre de I'inégalité (3.12) par

i1 r r+1
S 2 2K 1 204,
. | \Po) Xp TPl X0 )
r=i Xy OXp 41
et nous obtenons, en tenant compte du fait que
r r
2 Sk Bk
(pL)“(x, ax )=o) (——m)
r r
I'existence d’un couple (j,T) tel que :
as] oSl c, v
i +8 i k+2 1
313) |2 (—, 77 ) =02 vy ——)| > = 3 W2k )
o o j o JH1 75~ ) i’
mj S L Ve =
En appliquant alors la formule des accroissements finis sur [0,1] successivement aux
fonctions :
5 ~ T+
oS j+1 as
—(ni )2 k, k+e S Q k+8
3.14 \ 4 =(p) ['v + - X - + Xy —
B14)  ¥0)= (L |xaq + oK (o g ) 5y oy - )
j j F+1
1 ~ T+
K 05} +¢ 1k et o s to 1%
(3.15) Mlp) =1+ x74q +p" (—— = x741) — tolny - ——)
o X 41 XY 41
(3.16) Vo (p) =nxy 41,15 49) + ol 'an'j*“’ 1k Iax,],+1 ol 17%)
on obtient :
. < 2(k+2) 1/k 1/2 v 2(k+2)-1
(317)3K; : K, _z] u (xpm;) < 'anT“" + 'ax’j‘+1 ol X .21 w(x;m;)
i = i=
et donc
¢ 1
(3.18) 3K Ky D mlbem) <19, ol /k+|ax,+1wI1/Q.

i=1 J J

Enfin, sur le complémentaire de K§1' ,ona

14
2 ) (n) > A 15
=

et donc
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14
IA>0: Y plxm) > A g1 17k
=1

on a bien obtenu (3.7).

Démonstration de la proposition 3.5. brM (t,x,n) est borné ainsi que ses dérivées, par rapport aux

variables d’espace.
XA( ¢l _k/k+Q(x1,...,xv), ¢l —2/k+Q(n1,...,nV)) est borné, et ses dérivées font appa-

raitre des puissances négatives de | {|et des termes bornés indépendamment de | ¢! (pour 1§1>1).

Il reste a étudier eIS :

k= 1(x .m:); les dérivées par rapport aux varia-

I

Les dérivées a S se comportent en u

bles d’espace se majorent en uQ 1 (x j’ ]-) pour ax,s ,etenu 1'77; pour a S

~

iS

Lorsqu’on applique M* a e, on fait apparaitre devant G S un terme en

(2kQ-1)(k+Q)(x n) devant 9, S le facteur u[2k(k+§2) ]]Q(xl 17) et devant <l) S un terme en
) J
. Compte tenu du dénominateur de M*, on gagne alors (2 u(xj,nj)) (avec une
=

220+~ Tk

majoration indépendante de i{ipour [$1>1).

4. - ETUDE DE J({) - 2éme étape

On vient de ramener ’étude de Jr(§') a celle d’une intégrale sur le compact K§ , que

I’on notera J;(i') :

(4.1) J26) = (2m) ™" / o P (n)O0) by txm) x
[-T,T] x IR

x X A (151 7KK e R4 ) g
ou XA =1 - X} est a support dans

14
={xm) € RS (Ile1/k+lnj|1/Q)k+Q<2A .
&

Pour étudier le comportement en | | de J;(f), on va utiliser un théoréme de la phase
stationnaire. Pour cela faisons tout d’abord dans Pintégrale le changement de variables
x=1¢l k/k+Q ,n=1¢l Q/kHZn de maniere a faire apparaitre | {1 devant la fonction de phase.

r( ¢) devient :
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1:6) = (2n) W ¢V ﬁils’lir?(t,x,n,e,O) x 0(t) x

e ~
x byt 181 k/k+2 x, 1¢l flk+2 )X 5 (x,n)dtdxdn

(4.2) avec
v oo v k+2-1
¢ (txmeo)= D, Sigltxn)+ D, z €S} g (txm) -
ji=1 ji=1 s=
14
TXMy T T Xy, Z 49
] —3
ou
e=| fl_]/k-HZ
(4.2 bis)
¢
O’ T c—
g

Dans la suite on considére € et 0 comme 2 paramétres indépendants de ¢, et on étudie
le comportement de J () en la regardant comme une intégrale K,(§,€’), dépendant du paramétre

€' = (€,0), dont I’expression est donnée par (4.2).

Notons 'ng(t,x,n) I'amplitude de Kr(f,e’) (SrM dépend de ¢). Etudions d’abord la
variété critique de la fonciion de phase ci-dessus : soit Ee, la variété critique de la fonction de

phase dans (4.2). Z» est déterminée par les équations :

asi ¢ kel as)
k+% s
(1) +L+ Z ek+Q_5 —=0 Vi=1,.p
atj- ¢l <=1 atj
as] k21 as)
k+2 3
(4.3) (2) M4 2 ktls 2 g avecj—1=v pourj=1
ox: J = ox:
J J
as) k+2-1 3S)
k+2 S
(3) Xyt Z kts — g avecj+1=1sij=vp
' anj J s=1 ani

PROPOSITION 4.1. Soit E’e, =2 ¢ N supp ng' Si T est suffisamment petit, il existe € tel que

Z . soit déterminée dans IR20? v e < €1, par les équations

C V]» n; =

j
, k+e-1
(4.4)  pl(x.m)+ 21 e*plix me) =
S:

t =0 Vj, X; =X n.  Vj,ou (xn.) vérifie

0]-.
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Démonstration. Les différents termes de la fonction de phase (cf. [10] ) sont déterminés par les

équations :
j
3, Sl o+pl( aSI“LQ) 0
X: - =
tj k+2 " Po j ax,-
j 1) =X
Sk+0(0xpm) =x;m;
(4.5) etpour 1<s<k+82-1

~ J -
atj SJS FJS(SJk+Q""’SS) 0
SJS(O;X]';"?J') =0

ou I"jS(S{( +Q""’Sjs) est une expression dépendant des termes pl;),...,p’k 491 ©t de leurs dérivées,

valant en particulier a tj =0:

(4.6) TY(Shgr-SL) Ox5m) = Plpg (xm) Vs =1, k+e-1.
De sorte que ;. SjS(O,x-,n-) est égal 4 :

i i
(4.7) atj SLOXm) = =Pl yg ((xpm)  Vs=T,.k+e.

Démontrons que, dans les conditions de la proposition 4.1, on a ti =0 Vj=1,.,p. La relation

(4.7), jointe a (4.3) (1), donne alors exactement (4.4). Cela découle des lemmes suivants :

LEMME 4.2.

Ve>0 Va 3T>0: Vi:lgI<T V()€ IR2M,
si (t,xm) € Z alors
Inj—n’Tl<a et lxj—xT|<a Vi=1,.,0  Vj=1,.v.
Preuve. Sur le compact K sur lequel on travaille, les applications
(tx,n) > (S:(t1 X107 )5 Selt,X M)

sont de classe C°°pour tout s = 1,...,k+L. Or les fonctions Sjs(tj,xj,n
(4.5).

j) sont solution des équations
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On en déduit alors :

Vay>0 3T :Ve:lgl<T, Vj=T.p  V(xa)€K:

j
it S} +g .
( . ) —a;]—_ (tj,xj,nj nj

<a1

as)

S
— (txm)

< Vs=1,.,(k+e-1).
ox, 10 * ® (k+2-1)

Le résultat du lemme 4.2 découle alors de (4.3) en choisissant ap en fonction de a et

de €.

LEMME 4.3. (i) Sur le support de ng' le systéme

1

i (. Sk .
dpg | %15 oxq (t1,x1,n1) j=1.p

est un systeme libre dans IR2n.
(ii) Il existe T,>O0telque, VTST,,le sys(éme
{dpl;)(x]-,nj) } ji=1,..p
soit un systéme libre pour tout (x,n) tel que (t,x,n) € .
Preuve. (i) Le calcul de BrM fait apparaitre les propriétés suivantes :
FoM est le produit de plusieurs fonctions et de

1 1
Byt Byt
1 v
v po(x]r ax] );---r po(x‘]: ax] )

pour r > 0, b, est une somme de termes contenant chacun en facteur des déri-

vées de ¥ au point
1

1
1o Bke 0 S
po(x] ) W) 3oy po(x‘] ) aX-] )

(¢ ne figure plus dans ces termes puisqu’on a pu le faire sortir par homogénéité dans chaque terme).

Comme le support de ¥ ne rencontre pas I’ensemble W des valeurs critiques de (p}),...,pg), sur le
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support by ona nécessairement :

1
aS
: k+2
J —_—
(4.9) (po(X1, o, ))i ¢Ew.

(i) est ainsi prouvé.

(if) 2., est une variété compacte sur laquelle le systeme

1
o ( Sy tg “ )
pO X1, '])x]:n‘l
3x]

i=1,..p
est un systéme libre.

On peut alors trouver un recouvrement fini de E’e, par des ouverts U]» ou J décrit

I'ensemble des parties a v éléments de ; 1,...,2n} , tels que

i 1
(ap{)> ( 35, 1g ) |
X ) )X )
ox, U ok (K

(4.10) Y (t,xn) € UJ #0
\ =1,
re|
(on note x.=ng pourr=n+set Iaijl ) signifie dét [aij] ) ).
i=.. =..
j=.. j=..
Soit alors
. 1 _
_ op}, Sy o ) Mso
o = min X X
J - K %1
(t,x,n) € U] X, 0xq i=1,..,p
re )
et @ =min aj.
J
Il existe BJ et To tels que, pour tout (t,x,n) € E’e , on ait :
|x,- — X |<(3J
op/
) Xy " =1,
re)
It]-I<T0
i 1
l(ap’o> < Sy 1g ‘ ))I @
- - X, =]/ »X1,M -
. 1 I Rt R
X, 9 =1, 2

re])

Soit f = min BJ et To(ﬁ,e) donné par le lemme 4.2. Alors, si (t,x,n) € UJ, le déterminant

J
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est aussi non nul.

8pj;)>
<5-;r— (x J,n,)

On a ainsi achevé la démonstration du lemme 4.3.

ji=1,.
rej

Revenons maintenant aux équations (4.3) [(2) et (3)]. Notons

1 asJ
a(tJ xynj) o o (atj,x,n,)dO-

Alors Sjs( Xph; )= sl 1(0, X} )+ g d ( ’Xi’ni)‘ On obtient ainsi

j j j
35} 40 Ly O} ¢ Ly
=q. +t et =x.+t

. i . . i .
ax] ax] 817J anJ

(4.11)
8_515 . anS E)SJS aols

ox. Jox  om U om
% % g M

Alors (4.3) [(2) et (3)] deviennent :

aoj k+2-1 aoj
k+% S

- k+@—s, _°_
0x; s=1 j

(4.12)
ao k+2-1 aoj
k+Q 3
(B) x=X4q + > e t. —=0

| J =1 J anj

De (4.12) on déduit :

(4.13)

Les équations (4.5) et (4.7) permettent d’écrire :

137
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UJS(O,Xj:le) == PJk.Hg_S (Xjﬂ?j)

j j
90} 0 ~ apk+§2—s( )
(4.14) — Oxm) == —— b,
J )
j j
oy Oem) = Picto—s )
a_n,- ,xj,n,- = T Xjﬂ?j

Le systéeme linéaire :

v k+2 apj
k+g—s _ KT _
Z tj ( 521 € 8Xj' (Xj,ﬂj) 0

(4.15)

n’admet que la solution nulle.

En effet, le lemme 4.3 entraine clairement que (4.15) n’admet que la solution triviale,

et par conséquent (4.13) également, si I'on choisit T et € suffisamment petits.
La proposition 4.1 est ainsi démontrée.
Précisons maintenant le choix de € * On montre aisément, en utilisant la caractérisa-

14
tion de E’e, et la quasihomogénéité de Z (pjo)z, I’existence de 2 voisinages de E’e, de la forme :
j=1

V=(]-T;, T [ ) x vy

(4.16) avec (4.17) Vi oV,
V= (1-T, T [ x vy

tels que € puisse &tre choisi de maniére a avoir :

(4.18) Xe, (151K g1 Uty =y V (xm) €V .

En choisissant alors une nouvelle fonction de troncature Y(x,n) égale a 1 sur Vqet

a support dans V’1 2 V4, on écrit Kr(§',e’) comme somme de 2 intégrales :
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(419) Kr] (g-’e’) - (217)_“1’ |§-| nV—f/k‘HZ-/;l lf"P(t,X,'f?,i'/lfl ) X ErM(t,X,ﬂ)Y(X,ﬂ)dthdn

et

(4.20) K o6) = (27)™W 11 /ei [$lo(tx,ns/ 1)
x (1=Y(x,n)) x B}M (t, li’lk/k'HZ x, ¢l o/k+2 n)dtdxdn.
L’amplitude de Kr est a support dans V’. (Pour écrire Kr1 on peut utiliser la quasi-
homogénéité de I’amplitude et sortir |§.,—r/k+!Z de I'intégrale).
L’amplitude de Kr2 est nulle si (x,n) appartient a V.

Le théoréme de la phase non stationnaire entraine :
(4.21) Ky, €)=0(1517%)
[§1>+ o

L’étude de K (§,€’) se raméne donc a celle de Kr1 (¢,€’) que I'on notera encore
Kr(§,e’) dans ce qui suit, en gardant aussi la notation ng pour son amplitude. On va traiter

Kr(f,e’) par la méthode de la phase stationnaire.

Vérifions d’abord que la variété critique :
(4.22) E;_y = 26’ N supp b ™M

est non dégénérée pour .

Reprenons le recouvrement de E’e, par les ouverts U joen notant & I’ensemble

(fini) des indices ), et soit (<I>J)J € g une partition de I'unité subordonnée a ce recouvrement.

Alors :
(4.23) Klbe) = 2. K ()
JeF J
ou qu) (¢,€’) désigne Iintégrale sur le support de <I>J.
J
Etudions une de ces intégrales. Supposons par exemple que sur Uj ce soit le déter-
minant
6pj;) k+9-1 apjs
(4.24) Alxme) = | — (xn) + Z e — (x,1)
Oxp s=1 Oxp j=T1,.,v

r=1,.,p
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qui soit non nul, et notons ® la fonction fI>J correspondante.

Alors, sur le support de ®, on peut paramétrer E’e, par I'application 8¢’ définie par :

gel(XV‘l'] ,...,Xn,‘n] ,...,nn) = (g1 E’(XV+1 ’""nn)""’gVG, (XV+—| ,...,nn),xv+1 ,...,‘nn)

(4.25) ol (g1e’(xv+1""’nn)""’gve’(xu+1’"""n)) est solution implicite du sytéme
, k+o-1
ph(xm) + 21 epllxn)=o;  Vj=1,.p.
S:

Les dérivées secondes de la fonction de phase par rapport aux variables autres que

(tj)]- =1,.p¢ (xi)i =1,...p 50Nt toutes nulles si 4= 0 V. Le hessien de la fonction de phase est

donc nul sur la variété tangente a Zo. Par contre, sur I’espace normal il est donné par :

- -
M 0tdi=a,.p LG 0 dimg
ji=1,.p j=1..»
(4-26) ";"(O,X,n;e’) =
ap}-“(e)
— (0]
i di=1,.p
i =1 J
ou
T =
(4.27) Py le) =pyle) + Z] s
S:

Son déterminant vaut — A[(x,n,e)]2 et est donc non nul sur le support de ®. Ainsi, la

forme quadratiqueZ”(O,x,n,e’) | N N'est pas dégénérée.

Par ailleurs ¢ est nulle sur E’e,, et on peut ainsi avoir directement le comportement

de K (¢,€’) sans travailler sur chaque composante connexe de z.

Calculons maintenant la signature de ¢”’(0,x,n,€’) i N- Pour cela, regardons I’expression

de ;”(O,X,n,e’) dans la carte locale correspondant au support de ® :

a”(O,K,n,e’) (6 t15--01,,0X ,...,SXV) =

2~ , 2 r opfe)

— x (8t:) —22
1

2 i=1j=1 9%

(=%

] aXJ ati .

NG

1

(=%
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2~
. 12 . ~ .
En notant s; le signe de — , on décompose ¢’ de la fagon suivante :

- 1oL o |
©0"(0,x,n,€) . (8t1,...,5xv) . 325 2, axj EixJ
v 1 ( v api“(e) 2
- 3 ox
S . T >
ot
v api"
Les formes F; définies par Fi(6t1,...,6xv) = .Z] ; 6xj sont linéairement indépen-

. . . (1 ) = (4 .
dantes puisque leur déterminant est égal a2 A(x,n,e) et est donc non nul. On déduit de cette dé-

composition que la signature de ¢”(0,x,n,€’) IN est égale 2 0.

Une variante avec paramétre du théoréme de la phase stationnaire (que I’on établit
aisément en adaptant la démonstration de [7] ) permet d’obtenir :
on \P (1)
Kr(g-,et) - (217)—‘"1) lg.' nH/k“'Q —_—
(¢l
avec p(I§1,€) v Z ag(e’) l¢1™s
(4.28) s>0

et

p(I1S1,€)

€)= | Blexn) ldet GOxme) |y 172 dvs,
o 5 r IN 26,
6)

ou dvy, est la mesure induite par dtdxdn sur E:s"
€

Si r n’est pas nul, Br (t,x,n) est nul sur E’e, car les termes aJr(t,x,n), ainsi que leurs déri-

vées en x ou 7, sont tous nuls en t =0. On déduit de ce qui précede I’estimation :

(4.29) KGe)= 0 (gt g sy

avec une majoration uniforme par rapport a €’.

Pour r = 0, les fonctions de troncature étant choisies de telle sorte que 50 et b coin-

cident sur E’E, ,ona:

w — 1 14 )
(4.30) b, (tx,n) = ¥(p, (x,n),....p 5 (x,1)) V(txn) €T, .
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On obtient donc :

(@31)  Ko&e)= (2" 11" / (¥ po) () [det |12 aug,, +
z

! )
€
+ 0 (g1
¢l 400
I’estimation du reste étant la encore uniforme en €.
Le paramétrage (4.25) permet, aprés remplacement de €’ par sa valeur en fonction de
§’, et aprés changement de variables inverse de celui de (4.2), d’écrire (4.31) sous la forme :

ds
¢
"N — 1] ¥ o
(4.32) Ko.€') = (2m) /F _1(“( Po) IG5, Ao, T+

+0(|§‘|n_V_]) pour [{|—> 4 o0

k+e-1
(4.33) pj= D P
S=0

ds§ étant la mesure de volume canonique sur la surface 3—1 (), et I d51 ALA dFV Il étant la
norme, dans I'espace des v-formes linéaires alternées sur IRzn, du produit extérieur des dEJ-.

Le théoréme 1.4 est ainsi démontré.

5. - DEMONSTRATION DU THEOREME 3

Estimons d’abord X4 () : Z, (t) = z b;\' e itA = Z by e TN o0 M est
le spectre de ¢ (Pq,...,P,). A= ¢0(?\) ANEM
AEA

Z1(t) est, au sens des distributions, la trace de q;(P],...,PV) e itwo(P1,Py) ‘po(PP'“'Pv)

est elliptique autoadjoint, et on peut donc utiliser le théoréme 1.4 avec un seul opérateur P.

Comme P est elliptique, son symbole principal n’a pas de valeur critique sur la variété
critique de la fonction de phase. Le théoréme de la phase stationnaire s’applique donc comme

précédemment, et on en déduit, au voisinage de 0
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Z,(t) = (2m)™" / e 1% a(5)d
IR

(5.1) avec
dsg
)= f~— (¥ o pg)(n) ————=—— +0(I51"2)
(9o ° PIu)=¢ Igrad (o, © p) |

fp?:'/p éant la somme des (k + 2) premiéres composantes du symbole de P

On peut alors appliquer le théoréme 1.1 & Z, (t)avee m=n-1,v=1,A=Met
ay =by pour X €M, D =[0,1].

(Pour vérifier ’estimation grossiére (1.4), il suffit de remarquer que le premier membre
de (1.4) est majoré par le cardinal de I’ensemble des valeurs propres de I'opérateur elliptique
v
Z Piz inférieures ou égales a 12).
i=1

On en déduit alors :

(5.2) 21(T)=~Z b‘x'=(21r)—n/ ao(g)d§+o(|§|"‘1), T >+ oo,
7D

AT
XEM

o

ol ao(§') est le premier terme du développement de a(¢) dans (5.1) soit :
(5.3) Zq(r)=(2m)™ / — (¥ o p,)dxdn + 0" 1)
(pooP)<T

Estimons maintenant Z,(r ) : Z,(t) est la trace, au sens des distributions, de
‘p(P] ,...,Pu)e_l (t‘l P‘l ""’tVPV)'
On déduit du théoréme 1.4 le comportement de la transformée de Fourier inverse

de Zz(t) :

a) =a, () + 051"

(5.4)
ds§

avec al(,(§)=(21r)_"'/~_1 (W o py) — —
p (§) IIdp]A...Adpvll

Une nouvelle application du théoréme taubérien fournit alors :

(5.5) Zy(r)=(2m)" /~_] (¥ © po)dxdn + 0(r"T)
p (D)
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ot D=CNiy <1}.

Il découle alors du calcul fonctionnel établi dans [5] que les intégrales de (J o po)

~—" , ~ efc2 ’ n_1
sur { $o° PST } d’une part, et sur { 95°P < T‘ d’autre part, différent d'un O(z"" ). Pour
la méme raison, on peut remplacer, dans les estimations ci-dessus, p par p. L’égalité

NP(‘,oo ;T)= Z (r)+ Z,(7) entraine alors le théoréme 3.

Remarque. ’application du théoréme taubérien fournit comme reste un O(l 7 | n—1 ), sauf dans
le cas o n = 1. Ce cas a été traité dans [10], puisqu’alors v est égal 4 1, et les auteurs ont montré

que le coefficient du terme correspondant était nul.
Il reste a traiter le cas particulier des composantes homogenes : Dans ce cas, p s’écrit

Py T P1, OU Pg est homogene de degré 2, et pq de degré 1. Les estimations de 21 (r)et 22(1)

permettent d’écrire :
(56)  Npleg;7)=(2n)™" / » (¥ + F)op,, dxdn + O(z"1),
(ptpy) ' (CN g <7

En faisant le changement de variables x = | 7 | 112 x,n=11l 1/2 n, on obtient :

Nplg i 7)=(2n) 7" L (¥ + ¥)(p,)dxdn
(po*epy) ™ (C Nfo, <1})
(5.7)
avece= 1717112,
Notons I(e) I'intégrale (Yo po)dxdn . Elle s'écrit :
(potepy) ™ (€N fo,<1})
(5.38) ) = f (4 *py)dxcn
¢o(P, T epy) <1

¢1(p, +epy) <O

On va faire un développement limité de I(e) a I'ordre 2 au voisinage de € = 0. Par

partition de I'unité, on se raméne a :

(5.9) lp(€) = f - P (u)¥(u) —
¢olu+ep u))<i A

vq(u+epq(u) <O
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ol on a fait sur le support d’un des termes, noté ®, de la partition de I'unité le changement de

variables :
u] = PJ)(X;"?):---,UV = pg(xyn);

Up+1 = Xp+1olUn = X U1 Tl =y
et ol on note ®(u) et '51 (u) les fonctions obtenues a partir de ®(x,n) et p;(x,n) aprés changement
de variables.

De la méme fagon, les gradients (V wo)(u) et (V ¢1)(u) étant linéairement indépen-
dants, on fait une nouvelle partition de I'unité, et, sur le support de chacun des termes, on fait un

nouveau changement de variables.
(11 est évidemment nécessaire pour cela d’isoler I’origine).

Ces calculs conduisent facilement (cf. par exemple [8] ) aux termes annoncés dans

I’énoncé du théoréme 3.
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(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

(6]

[7]
(8]

(9]

[9 bis]

[9 ter]

[10]

[10 bis]

(1]

(12]

A.M. Charbonnel
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