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Résumé : On montre que dans un certain espace fonctionnel le produit tensoriel de fonctions

spline à une variable satisfaisant à des conditions d’interpolation de Lagrange est en fait une fonc-
tion spline. On étudie alors la convergence du produit tensoriel de fonctions spline dans cet espace.

Summary : We show that tensor-product of spline functions in one variable satisfying Lagrange
interpolation conditions is in fact a genuine spline function in some functional space. Then we

study the convergence of tensor product of spline functions in this space.

1. - INTRODUCTION - NOTATIONS - RAPPELS

1.0. - I ntroduction

, 

Ce travail est consacré à l’étude de la convergence du produit tensoriel de fonctions
spline à une dimension satisfaisant à des conditions d’interpolation de Lagrange aux noeuds d’un
rectangle à côtés parallèles aux axes de coordonnées.

Par souci de simplicité on s’est limité au cas du produit tensoriel de deux fonctions
spline à une variable minimisant, sous des conditions d’interpolation de Lagrange, la semi-norme
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correspondant aux dérivées de longueur 2. Mais il n’y a aucune difficulté théorique à généraliser

les résultats obtenus au cas du produit tensoriel de m fonctions spline appartenant chacune à des

espaces de Sobolev d’ordre k > 2 et satisfaisant à des conditions d’interpolation analogues.

Dans les paragraphes 1 et 2 on rappelle les propriétés du produit tensoriel de fonctions

spline à une variable ; des propriétés, classiques, on déjà été étudiées par AHLBERT - NILSON -

WALSH [1 ] , M. ATTEIA [4], C. de BOOR [5], C.F. DUCATEAU [9], T.N.E. GREVILLE [10],

M.H. SCHULTZ [15], L. SCHUMAKER [16], etc...

On introduit ici une norme tensorielle «naturelle» associée aux conditions d’interpo-

lation, qui permet d’établir une propriété minimale (analogue à une propriété obtenue par

C.F. DUCATEAU [9] ) du produit tensoriel de fonctions spline et d’étudier sa convergence.

Dans le paragraphe 3 on introduit un espace de Sobolev intermédiaire V muni d’une

norme associée à la norme tensorielle introduite dans le paragraphe 2. On établit pour cet espace

des résultats de densité, de traces et de complétude. On montre que dans V le produit tensoriel de

fonctions spline est encore une fonction spline.

Dans le paragraphe 4 on fait l’étude de la convergence du produit tensoriel de fonc-

tions spline dans l’espace V. Ces résultats complètent et généralisent de façon naturelle des résul-

tats intermédiaires obtenus par exemple par AH LBE RG - N I LSON - WALSH [1 ] , M.H. SCHULTZ

[15] , L. SCHUMAKER [16] etc... Ils sont aussi à rapprocher de ceux obtenus par W. DAHMEN -

R. de VORE et K. SCHERER [8] , concernant l’erreur de meilleure approximation par des poly-
nômes dans des espaces produits.

1.1. - Rappels

Pour tout ouvert borné w de IRm, m = 1 ou 2, on désigne par H2(w) l’espace de
Sobolev des (classes) de fonctions v qui appartiennent à L2(w) ainsi que toutes leurs dérivées
partielles aav d’ordre I a I ~ 2, muni de la norme

On utilisera également les semi-normes

Enfin, on désigne par Ql l’espace vectoriel des restrictions à ce de (fonctions) poly-
nômes à m variables de degré  1 par rapport à chaque variable.



1.2.-Notations

- Soient a et b deux réels strictement positifs. Dans tout ce qui suit on désigne par 03A9
couvert de R~ défini par; ~2 = ]-a,a[ X ]-b,b[. .

- Soit n C tN*, ~ et { x,} ~) , { yj} des réels tels que:

On note alors

on obtient ainsi une «triangulation» ~ de il par des rectangles de sommets M .

~ 

Si l’on note 1 A,B,C,D } les quatre sommets du rectangle S~, on remarque que

! U  )===0,...,k(n) contient j A,B,C,D l qui est Q (03A9)-unisolvant, au sens de CIARLET-
RAVIART [7] .

- On introduit alors les fonctions spline ponctuelles suivantes, cf. P.J. LAURENT
[11];

Pour tout i = 0,...,k(n), c~i E est la fonction spline de base définie
par :



~;(x;)=S;; . ’

(1.1) ’0 =0,...,k(n),v(x; 0 )=ô;; ’0 }
|03C6i|2,]-a,a[ |v|2, ]-a, a[

Pour tout} = 0,...l(n), 03A8i ~ H2(]-b,b[ ) est la fonction spline de base définie par:

(1.2) }

’~’’2~b[~’~W~
On sait alors, d’après tes propriétés minimates de 03C6i et 03C8j , que

2. CONSTRUCTION D’UN PRODUIT TENSORIEL DE FONCTIONS SPLINE SUR 03A9-CARAC-

TERISATION ET PROPRIETES

Dans ce qui suit, sauf précision contraire, n E !N* est fixé quelconque ainsi que

~~’~;:N~~’"’"’"’"’’

2.1. - Construction 
’ 

On note la fonction définie sur f2 par :

k(n) C(n)
Qn(~) _ E E i,j

i =0 j ~0

(2.1 ) 
’ 

où 

définies dans (1.1 ) et (1.2).



D’après (1.1), (1.2), (2.1 ) et les propriétés de régularité que l’on a sur cpi et cf.

P. J . LAURENT [ 11 ] , on obtient

2.2. - Caractérisation

- On considère l’espace vectoriel des combinaisons linéaires finies des fonctions de la
forme (f 10 g) où f E g E ). On a alors les propriétés suivantes

- On munit alors, de façon canonique, &#x26; d’un produit scalaire noté ( . )~ ct défini
par :



sont des produits scalaires respectivement sur et H2(]-b,b[ ) et qui sont respectivement
équivalents, cf. J. NECAS [13], aux produits scalaires usuels sur ces espaces.

On a, avec les notations précédentes, la relation suivante :

les intégrales ayant un sens d’après (2.3) ; on peut d’ailleurs vérifier directement que (2.4) définit

un produit scalaire sur &#x26;, cela venant du fait que 1 A,B,C,D { est Q1 

2.3. - Propriété minimale de 

La fonction vérifie la propriété minimale

Pour montrer (2.5), il suffit d’après (2.1 ) de le vérifier pour chaque fonction 03C3i,j .



Démonstration de ,l2.5). Pour cela il suffit, d’après (2.4) de vérifier les assertions suivantes :

tel que tl(x,y) E S2, v(x,y) =u(x) w(y)

- ) Le résultat s’en déduira alors par linéarité pour tout v 

- ) démonstration de i) : on a,

d’après (2.1 ).

puisque u(x) w(y) E ~n , , donc d’après (1.3),

- ) les démonstrations de ii) et iii) sont analogues à celles de i) 0

Remarque 2.1, L’idée est maintenant d’étendre la propriété minimale (2.5) à un espace plus géné-
ral que &#x26;.



3. - CADRE FONCTIONNEL DE L’APPROXIMATION PAR PRODUIT TENSORIEL DE FONC-

TIONS SPLINE

Suivant les idées de M. ATTEIA [4] et L. SCHUMAKER [16], on considère l’espace

c’est un Hilbert pour la norme euclidienne notée Il . Il 
,

On peut remarquer que (V, Il. ~ Il ) est le produit tensoriel (complété) de 

par H2(]-b,b[ ) munis respectivement des normes définies par :

Ces normes étant équivalentes aux normes usuelles sur ces espaces d’après, par exem-

ple, un théorème d’ARONSZAJN - SMITH, cf. [3] : :

Pour un ouvert S~ assez régulier de IRn, si u E et si pour tout i, 1 ~ i  n,

- E LP(Q), on au E et il existe une constante c > 0 indépendante de u telle que

- On a alors &#x26; C VCL+ 

’

TH EO R E M E 3 , 1 . A vec les notations précédentes, l’on a :

(2 .9 ) est dense dans V pour la topologie induite par Il . Il. .

Pour tout nE lN*, =(q G £D(Q) ; Vi = 0,...,k(n),Vj = 0,...l(n),~(Mi,j) =

(2,1 0) est dense dans V° = ( v G V ; Vi = 0,...,k(n), Vj = 0,...,£(n), v(M..) = 0 ) 
pour la topologie induite par Il. . Il. .



Démonstration. i) La démonstration de (2.9) utilise des arguments analogues à ceux du théo-
rème des dérivées intermédiaires (cf. J.L. LIONS - E. MAGENES [12] ). Elle se fait par prolon-
gement, troncature et régularisation.

ii) Pour démontrer (2.10), on opère de la façon suivante : :

- n E IN* étant donné, ainsi qu’une triangulation ~Tn (voir notations) de S~, notons
r la plus petite des largeurs des rectangles de ~’n .

En chaque noeud i = 0,...,k(n), j = 0,...,Q(n), de Tn on peut considérer alors
une fonction

r
1 sur la boule de centre Mi de rayon-’J 4

J. 
=  0 à l’extérieur de la boule de centre M..

et de rayon-

j=0,...,l(n)
On obtient ainsi une famille finie {Xi,j } de fonctions très régulières à

supports disjoints. 
~J 

i ~,...,k(n)

- Soit alors v une fonction donnée de D’après (2.9) 3 ~’~m ~ m E (~)
m ’-~ +00 , 

n 
. 

’ ’ ~ ’m’m~-!N -~B~~/

telle que l1m z v dans V pour la topologie induite par 11 . Il .

Considérons alors la suite de fonctions définies par :

Il est clair par construction que g (M..) = 0, Vi = 0 k(n) Vj = 0 £(n) d’autre
_ 

m ’>J 
_ 

’°°"’ ’ 

’"""Qn - ’+-
part ~m G £D (Q) ; donc Vm G lN gm G ( S (Q))g . On vérifie alors que gm - v
dans V pour Il . Il, cela résultant des inclusions VC_ H2(03A9) c_ C°(Q), d ’où (2. 1 0). Il

L E M M E 3 . 1 Les applications

définies par



vérifient

De plus on peut prolonger par densité les applications i = 1,...,4 sur V et les rela-

tions (2.11 ) sont encore vraies pour tout v E V.

Démonstration. On vérifie uniquement la première inégalité de (2.11 ), les autres se démontrant

de façon analogue.

Le prolongement par densité résulte alors du théorème 3.1. Soit cp E ~ (Q), on a

alors pour tout (x,y) E il

et donc



On intègre alors cette inégalité par rapport à y sur ]-b,b[ et l’on obtient

or cp ~  (03A9), pour tout x E J-a,a[ ~203C6 ~x2 (x,.) E H2(]-b,b[) et d’après un théorème
d’ARONSZAJN-SM ITH cf. 3 on a : ax2

On en déduit en particulier que

D’où en reportant cette dernière inégalité dans (2.12), on obtient

On intègre alors cette dernière inégalité par rapport à x sur ]-a,a[ et l’on obtient



En posant alors s = (1-t)(y-b) dans la dernière intégrale de cette inégalité, on montre

qu’elle est majorée par c 2014201420142014 , d’où le résultat. a

LEMME 3.2. Soient applications définies dans le lemme 3. /. On a: :

Démonstration. I suffit de démontrer le résultat pour ~p E (S~), le résultat général dans V s’obte-

nant par densité. On vérifie ici uniquement la première inégalité de (2.13), l’autre se démontrant

de façon analogue.

Soit ~p E ~(S~), on a alors pour tout (x,y) E S~

En élevant au carré cette égalité et en intégrant par rapport à y sur ]-b,b[ on obtient :

~  (03A9), donc pour tout x E ]-a,a[ a 3w (x,.) E H ’ (]-b,b[)Co([-b,b])

donc il existe c > 0 indépendante de x E ]-a,a[ telle que :



En utilisant alors un théorème d’équivalence de normes cf. J. NECAS [13] on en dé-
duit que :

En reportant cette inégalité dans (2.14) on obtient

On intègre alors cette dernière inégalité par rapport à x sur ]-a,a[ et l’on a

En posant s = (1-t)(b-y) dans la dernière intégrale de cette inégalité on montre qu’elle

est majorée par c a4~ 2 , d’où le résultat. a

ôx2ay2 O,S~

THEOREME 3.2. Utilisant le lemme 3.1, on définit sur V X V, la forme bilinéaire symétrique
notée ( , , )~ telle que : :



alors les assertions suivantes sont vraies.

i) ( , , )~ est un produit scalaire sur V .
Si l’on pose

on obtient

ü) ~c5,c6>0, ~v~V Ilv  C5 Ilv ~  C6 Ilv Il

Il. ~ Il ~ est une norme équivalente à Il . Il sur V. .

Démonstration. a 4 v
i) S’il existe v E V tel que (v,v) = 0 alors = 0 

p.p. 
sur il ainsi que

71 (v) = 72(v) - 73(v) _ 03B34(v) = 0 et donc d’après le lemme 3.2 - = 2014 = 0 et comme

ax2 ay2
v(A) = v(B) = v(C) = v(D) = 0 on en déduit le résultat.

ii) Il est clair d’après l’inclusion VC-. et le lemme 3.1 qu’il existe c6 > 0

telle que pour tout v C V Il v Il ~  c~ Il v Il .

- Réciproquement : Supposons que quel que soit c > 0, il existe v E V telle que

On en déduit qu’il existe n E 
telle que ~2,03A9= 1 et ~ vn ~   1 n

pour tout n E IN*. Mais puisque II vn II 
2,03A9 

= 1, on peut extraire une sous-suite de {vn}n ~ IN*
que l’on note toujours IN* telle que :

n -~ +oo

~ vn ~ 2,03A9 =1 ’* ~ vn ~  ~ 0, quand n ~ +00 et u

dans H1 (S~), puisque l’injection H (~2)C2014~ H1 (S~) est compacte.

Mais d’après le lemme 3.2, ~ vn ~  ~ 0 entraîne que

Donc d’après un théorème d’ARONSZAJ N-SM ITH cf. [3] , ~ est de Cauchy
dans H2(S~) et converge donc vers un élément w dans H2(S~).



a4v 
En particulier Il vn II 2~~ =1 implique Il w Il 

2~~ =1, 
et de plus Il vn II ~ -~ 0 implique

a4v n -~ 0 dans L2(S~) et donc 
’ 

a4w 
- 0 E L2(S~) dans (~J(S~))’.

ax2ay2 
° 

ax2ay2
On en déduit que w dans (V, ~ . Il ) et d’après ce qui précède Il vn ~ ~ Il w 

donc Il w ~ = 0 ; ceci est impossible car Il w ~2,03A9 =1.

iii) n’est qu’une conséquence immédiate de ii) et de (2.15). Il

THEOREME 3.3. (Les notations sont celles du théorème 3. l). On a les résultats suivants :

i) (V, ~ . ~ ) est un Hilbert, avec ~ . ~ définie dans le théorème 3.2.

ü) Pour tout n E IN* ( est dense dans Vn pour la topologie induite par

Démonstration. Immédiate à partir des théorèmes 3.2 et 3.1. o

LEMME 3.3 . Pour tout n E IN *, si est définie par (2.1 ) on a :

où V~ est défini dans le théorème 3.1 et ( , , )~ défini dans le théorème 3.2.

Démonstration. Utilisant (2.1 S) on démontre de façon analogue que pour (2.5) que :

et il suffit alors de prol onger ce résu ltat, par densité, su r Vg en u ti l isant le théorème 3 .3. Il

TH EO RE M E 3 .4. Si pour tout n G lN *, 03C3n(03B2) est défini par (2. 1 ) alors 03C3n(03B2) est la fonction spline
dans V pour la norme Il . Il relativement aux conditions d’interpolation sur @ aux noeuds

( M .. ) ~ ~’° ° °’~ ~~’ ~ c’est-à-dire que l’on a :"J 1"0;..,k(n)

pour toute fonction v E V, telle gue =~ü~~ pour i = 0,...,k(n) et j = 0,...,Q(n).



Démonstration. Du lemme 3.3 on déduit immédiatement que :

pour i = o,...,k(n) et j = 0,...,Q(n).
D’où le résultat d’après (2.15) et le fait que :

4. - CONVERGENCE ET ETUDE DE L’ERREUR POUR L’APPROXIMATION PAR PRODUIT

TENSORIEL DE FONCTIONS SPLINE DANS il

~ 

On a le résultat de convergence suivant : :

THEOREME 4.1. Soit f une fonction donnée appartenant à On pose :

On suppose que :

Alors si pour tout n E lN *, , est la fonction définie dans (2.1) relativement à ~i donné par
(2.18)ona: :

Démonstration. On a d’après le théorème 3.4 que :

Donc la suite { Qn(~3) ~ n E est bornée dans (V, Il. ~ Il ~ ). On peut donc d’après le théorème 3.3

extraire une sous-suite notée (Q) ~ n P E IN* telle que :



Remarquant que pour tout 

est linéaire continue pour la norme Il . de V, on obtient

D’autre part on a par construction

et donc d’après (2.19) on obtient v*(M) = f(M) pour tout c’est-à-dire v* = f.

Par conséquent pour la suite elle-même on a :

comme d’autre part !! o~) !~  Il f Il 
~ , on en déduit le résultat en utilisant le théorème

3.2. iii). u

En ce qui concerne l’estimation de l’erreur d’approximation, il résulte de travaux

de différents auteurs cf. P.M. PRENTER [14] , , M.H. SCHULTZ [15] , , L. SCHUMAKER [16]
etc..., que lorsque la fonction f ~ H~(~) on a, si la suite de triangulation est régulière (au
sens de Ciarlet-Raviart [7] ),

où hn désigne le maximum des diamètres des rectangles de la triangulation .~ n . Cependant
lorsque f appartient seulement à V, on peut montrer en utilisant la technique du rectangle de
référence, cf. A RCANGE L [2], que l’on a, si la suite ~ est régulière:

quand n -~ + oo.
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