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Résumé : Soit g(n) = sup (ordre de a) (Sn étant le groupe des permutations d’un ensemble à n
a ESn

éléments). Landau a démontré en 1909 que log 

Le but de cet article est de donner la majoration : log g(n)  1,05313... n log n

(V n > 1 ) avec égalité pour n = 1319766.

Les techniques utilisées sont voisines de celles de Ramanujan pour étudier la fonction

d(n) nombre de diviseurs de n, en particulier des nombres analogues aux nombres hautement

composés supérieurs sont définis et jouent un grand rôle.

Summary : Let g(n) = sup (order of a) (Sn being the group of permutations of n elements).
03C3 ~Sn

Landau proved in 1909 that log 

The aim of this article is to give the following upper bound :

log g(n)  1,05313... n log n (~ n  1) (with equality at n =1319766).

Our techniques are close to those used by Ramanujan in the study of the function

d(n) (number of divisors of n) ; in particular, we introduce certain numbers (analogous to highly
composite numbers) that play here an important role.
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I - INTRODUCTION

Soit Sn le groupe des permutations d’un ensemble à n éléments, on définit :

E. Landau en 1909 (cf. [Lan]) a étudié cette fonction et a montré notamment :

Plus tard S.M. Shah en 1939 (cf. [Shah]) a précisé de la manière suivante :

J.L. Nicolas en 1969 (cf. [Nic 4]) a donné un algorithme de calcul de g(n). Dans cet article, il

mentionne les deux tables créées avec son algorithme (g(n) et sa décomposition en facteurs pre-
miers pour n  8100, g(n) avec 8 chiffres significatifs pour n  32000).

M. Szalay (cf. [Sza]) quant à lui, donne un développement plus précis de g(n) et du nombre de
ses facteurs premiers.

La fonction g(n) intervient dans quelques domaines des Mathématiques et de

l’Informatique. A. Schinzel utilise la fonction g(n) et le résultat de Landau dans son article sur
l’irréductibilité des polynômes lacunaires (cf. [Schin]). L.G. Valiant et M.S. Paterson (cf. [Val])
utilisent g(n) pour obtenir une majoration du temps de calcul d’une procédure de décision d’un

problème d’équivalence pour un D.O.C.A. (automate déterministe dont l’alphabet est constitué
d’un seul symbole). P.M.B. Vitanyi (cf. [Vit]) dans son étude sur les langages D.O.L. (système
de Lindenmayer déterministe indépendant du contexte) considère la fonction P(n) :

Cette fonction majore la taille d’un langage D.O.L. fini en fonction de la taille de son alphabet.
Cette fonction est en liaison directe avec la fonction g(n), en effet on a g(n) ~ P(n)  g(n) + n.
A cette occasion il constate que la fonction P(n) a une utilisation plus vaste puisqu’elle permet
d’étudier un processus qui commence par un comptage jusqu’à un certain nombre d puis qui
initialise q compteurs périodiques. Dans ce cas P(n) représente le plus grand nombre de configu-
rations distinguables qui peuvent être générées en utilisant n différents états. Il nous a donc paru

intéressant de compléter l’équivalence de E. Landau en donnant pour g(n) la majoration suivante :



THEOREME. log g(n)  1,05314 quel que soit n > 1. De plus le maximum de la

log g(n)
fonction - est atteint en un seul point no =1319766. .

La démonstration du théorème est basée principalement sur le lemme 5 qui affirme

que le maximum est atteint lorsque g(n) est un nombre Q composé supérieur. Ces nombres

généralisent les nombres hautement composés supérieurs introduits par Ramanujan (cf. [Ram]).
La méthode utilisée a été développée par Robin et Nicolas (cf. [Rob 1 ], [Rob 2], [Nic 1 ]) pour
d’autres fonctions.

Il RAPPEL DES PROPRIETES DE G(N)

Nicolas en 1968 (cf. [Nic 2], [Nic 3]) a étudié en détail les propriétés de g(n).

Démonstration. Soit Q E Sn telle que g(n) = ordre de Q. On décompose o~ en cycles de longueur

nl,...,nk. On a alors n 
= 

n1 + ... + nk et ordre de a 
= p p c m (nl,...,nk).

DEFINITION 1. Soit Q l’application de IN * dans lN définie par :

Démonstration. D’après la proposition 1 : g(n) = sup (p p c m (nl,...,nk)).

On peut voir d’abord que la borne supérieure est atteinte lorsque les ni sont des puissances de
nombre premiers distincts ou des 1 : en effet si l’un d’eux est composé, soit nl 

= a b avec

(a,b) = 1 on peut écrire :

Dans ce cas le p p c m ne change pas. D’où l’on déduit



III - NOMBRES Q - COMPOSES SUPERIEURS

Ramanujan (cf. [Ram]) a défini les nombres hautement composés supérieurs pour

étudier les grandes valeurs de la fonction d(n) nombre de diviseurs de n. Nous allons procéder

de façon analogue avec la fonction Q.

DEFINITION 2. On dit que N est Q - composé si quel que soit M > N on a Q (M ) > Q(N) (on écrira

Q.c. pour Q - composé).

DE F I N ITI ON 3. On dit que N est Q - composé supérieur (Q.c.s.) s’il existe un nombre réel positif p

tel que quel que soit M E I N * on ait : ;

On peut montrer (cf. [Nic 2]) que pour p > 0 fixé, la fonction N ~ Q(N) - p log N

tend vers + °° quand n tend vers + ce. Cette fonction a donc un minimum sur IN* qu’elle atteint

en un ou plusieurs nombres Np qui sont Q.c.s.
Pour chaque nombre premier p on définit la suite :

La suite a~ est croissante en o:, et même strictement croissante sauf pour p = 2 (on a a~ = a~ ~).
D’autre part, pour p ~ q, pour a et 03B2 quetconques on a a(03B1)p ~ a(03B2)q. Sinon on aurait 20142014 = 20142014

avec r,s E !N* ce qui entrainerait q’ = p" ce qui est impossible. 
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LEMME 1. Soit p donné> , p ~ E, on désigne par Np le nombre Q.c.s. associé à p et par x la

x

solution > 4 de l’équation - = p. On a :



avec

en désignan t par [ u ] la partie entière de u .

Démonstration. On applique la définition 3 avec N = Np et M = p N03C1 , puis M = Np/p.

On obtient alors:

De cette dernière formule on déduit, pour k > 1

On observe enfin que si p vérifie 
p 
p  p 2 ~, la formule ci-dessus donne k =1.

logp log 03C1

Si p E E, p = il y a deux nombres N possibles.

Pour chaque nombre premier p ~ q l’exposant est déterminé de façon unique comme précédem-
ment. L’exposant de q est soit soit a-1. Remarquons que ces deux nombres sont obtenus
comme avec p’ ~ E, en choisissant p’ = et p’ = p-e avec E suffisamment petit. °

Voir en annexe une table des nombres ~.c.s. jusqu’à p = 14,47.

Interprétation géométrique :

Représentons les points de coordonnées (log n, Q(n)) pour n > 1. (voir figure ).
L’enveloppe convexe de ces points est une ligne brisée dont les sommets ont pour coordonnées

(log Np’ Q(Np)) pour toutes les valeurs de p.
Considérons la famille de droites d’équations y =p x + b qui minorent cette enveloppe

convexe.

Np est le(s) point(s) d’intersection de cette enveloppe et de la droite obtenue en

prenant b maximum.



2 x

LEMME 2. Soit N un nombre Q.c.s. donné (p > 
- ) et x la solu tion > 4 de l’équation = p.
log 2 log x

Soit p un facteur premier de N p dont l’exposant est a dans la décomposition de N p. On a alors
pa  x.

Démonstration. Si a = 1 c’est évident.

Si a > 1, raisonnons par l’absurde : supposons pa > x :

On sait que p03B1-p03B1-1 log p p  p03B1+1-p03B1 log p .

x

La fonction - étant croissante pour x > e, on a :
log x

d’où :

On aboutit à a  ~ ce qui pour p > 2 est  2.
p-1

Donc il y a contradiction.
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LEMME 3. Majoration des nombres Q.c.s. : Soit N un nombre Q.c.s. (p > ~-) et x la solution° 

P log 2
x

> 4 de l’équation = p.
log x

On a log où est la deuxième fonction de Chebychev = ~ log p).
p,a

Démonstration. log £ k(p,p) log p d’après le lemme 1. D’après le lemme 2 : x.

px
On peut donc écrire :

IV - MAJORATION DE LOG G(N) N LOG N

LEMME 4. Soit a > 0 et la fonction a : [1,+ ~ IR définie par = u - a u log u. Il existe

uo > 1 tel que 03B2 soit décroissante sur [1,uo) et croissante sur [uo,+ ~].

Démonstration. Dérivons ~i(u ) :

log u+1
Montrons que la fonction 1 : u ~----~- est décroissante vers 0 :

u log u

u étant > 1, 1’(u) est du signe de

de l s lors ue -~ + ~ 0.de plus lorsque u + , - - 0.
u .

Ce qui montre que l’on peut trouver uo tel que pour u  ~i’(u) ~ 0 et pour u > ~i’(u) > 0.

log N
LEMME 5. Soit F (N ) ï et M un entier où F (N ) atteint sont maximum J~ alors M



est Q.c.s. associé à p = 
2R(M) log Q(M) 

et l’on a : A2 = 2 log M 
.

log M(1+log Q(M)) p(l +Iog 

Démonstration. Si a est la maximum de F(N) on a pour N ~ 2 :

Soit 03C6(x) = x log x, 03C6 est un bijection de [1,+ ~[ dans [0,+ ~[ et l’on a l(N)  03C6-1 ((log N 03BB)2).
Montrons que l’on peut trouver p de telle sorte que si M est un entier où F(N) atteint

son maximum alors Q(M) -p log M soit minimum.

La première parenthèse est positive et s’annule pour N = M. La seconde parenthèse

s’écrit, en posant u = 03C6-1 (( 201420142014 ) j, u - p X B/u !ogu. D’après !e !emme précédent, cette quanti-
té présente un minimum en uo.
Montrons que l’on peut déterminer p pour que u - ~ 

’ 

~ ( 201420142014 ) ) = ~(M). D’après !e !emme 4,
~ ’r’ 

° B ~ / 
° 

’

u vérifie :

On a donc :

LEMME 6. Minoration de



Démonstration. Calcul préliminaire :

Soit 6 (x) = / . log p la première fonction de Chebychev.
p~x

Considérons l’intégrale de Stieltjes et intégrons par parties :

Nous utilisons maintenant les majorations et minorations de 6(x) obtenues par Schoenfeld (cf.
[Sch], p. 357 et 359) :

Supposons maintenant x > 48751. On a :

en appliquant (1 ) il vient :

La somme des constantes est > 0. La dernière intégrale est > 0, on en déduit donc :



En calculant les valeurs numériques de L p on constate que la formule est encore valable

pour11813x48751. px

Démonstration du théorème. Il résulte de la proposition 2 que Q(g(n))  n, donc :

Utilisons maintenant les résultats du lemme 5 :

log N
D’une part, calculons les valeurs de pour les nombres Np vérifiant

p  7489 ; ce qui correspond à x ~ 85000. On constate sur ces premières valeurs que le maximum

est atteint en pour po 
= 541,973 correspondant à x = 4567 et qu’il est > 1,053. On a donc

A > 1,053.

D’autre part montrons que ce maximum n’est pas atteint pour x > 85000. En effet,

85000
Supposons que le maximum soit atteint en un nombre N = N avec p > .

, 

~ log 85000
Ce maximum vérifierait,

On va montrer que cette quantité est majorée par 1,053 ; ce qui montre que le maximum est donc
~ 

x
atteint en Si x est la solution > e de - = p on peut écrire : :

o log x

Le lemme 3 nous donne une majoration de log N par 

D’autre part si N = ~J alors Q(N) _ ~ p le lemme 6 donne :

p~x px px
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avec c = - d’où : :

52

On utilise maintenant la majoration de Schoenfeld pour (cf. [Sch] , p. 356)

et en utilisant la même majoration de 8(x~ que dans la démonstration du lemme 6,

d’où l’on tire :

Le dénominateur est une fonction croissante de x pour x > 41 ~> exp(e2/2). Le numé-
rateur est une fonction décroissante de x dans chacun des intervalles 1  x  1011 et x > 1011.
Pour x =1011, on obtient A  1,031. Pour x = 85000 on obtient A ~ 1,05292  1,053.

Il y a donc contradiction avec le fait que A > 1,053.

Interprétation géométrique :

Représentons les points de coordonnées log n, pour n ~ 1. L’enveloppe
convexe de ces points est une ligne brisée ayant (0,0) pour sommet. Un autre sommet correspond
à n = N03C1. La droite qui joint ces deux sommets a pour équation y = 1 03BB x.o À

Soit F(x) vérifiant (F(x)) - - x. On voit que F est convexe, que
À

F(log n) ~ Q(n) et donc que la courbe représentative de F est située sous l’enveloppe convexe

définissant les nombres Q.c.s. et qu’il ne peut y avoir égalité qu’en un seul nombre.
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TABLE DES 23 PREMIERS NOMBRES Q.c.s.

Les valeurs de p données dans cette table sont les valeurs limites pour lesquels on a 2 nombres
l.c.s. (sauf pour 03C1 = 2 log 2 ). A partir de 03C1 = 7,34 on donne seulement le nouveau facteur de N qui
apparaît.


