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UN PROBLEME DE NAVIER-STOKES
AVEC SURFACE LIBRE ET TENSION SUPERFICIELLE

Geneviéve Allain (1)

(1) Centre de Mathématiques Appliquées, Ecole Polytechnique, 91128 Palaiseau Cédex - France.

Résumé : On considére un fluide visqueux, incompressible, instationnaire avec surface libre. Les
équations sont écrites en coordonnées Lagrangiennes. La tension superficielle sur la surface libre
est exprimée a I'aide d’une fonction inconnue supplémentaire, liée 2 la vitesse par une équation
d’évolution. Pour une vitesse initiale quelconque on prouve I’existence pour un temps petit d’'une

solution des équations de Navier-Stokes.

Summary : We consider a viscous, incompréssible, instationary fluid with a free surface. We use
a Lagrangian formulation. To write the superficial tension on the free surface we use a new
unknown function related to the velocity by an evolution equation. For any initial velocity we

prove the small-time solvability of the Navier-Stokes equations.

1. - EQUATIONS, THEOREME

Nous étudions ici le mouvement d’un fluide visqueux incompressible situé entre une
surface libre et un fond solide. Nous prouvons, lorsqu’on tient compte de la tension superficielle

sur la surface libre, I’existence d’une solution sur un petit intervalle de temps méme si les données
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initiales ne sont pas proches de I’équilibre.

Un probléme similaire a fait I’objet d’une thése [1] mais on y avait remplacé la tension
superficielle par un opérateur plus simple. Dans [2] ]J.T. Beale a montré aussi un résultat d’exis-
tence locale lorsqu’on ne tient pas compte de la tension superficielle. Dans [3] il étudie I’effet de
cette tension sur la régularité de la vitesse et de la surface libre pour des données initiales proches

de I’équilibre.

On étudie le probleme en coordonnées Lagrangiennes de maniére a ce que les incon-
nues soient définies sur un domaine fixe. Les équations sont linéarisées au voisinage d’un déplace-
ment nul. On considére ensuite les termes non linéaires comme une perturbation de I’opérateur
linéaire tangent. Nous estimons ces termes pour un temps petit. Nous sommes alors amenés a

résoudre un probléme de point fixe et nous prouvons ainsi I’existence d’une solution.

Les données initiales sont un domaine & C IR? limité en profondeur par une surface
solide Sg et au-dessus par une surface S F ne touchant pas SB, ainsi qu’un champ initial de vitesses

uq sur Q.

A Pinstant t le fluide occupe un domaine (t) et nous voulons connaitre le champ des

vitesses v(. , t), de pression p(., t) ainsi qu’une transformation 7(., t) : Q > IR? tels que :

(1.1) Q(t) =a(&,1) 7(Sg,t) =Sg

(1.2) ﬁt=voﬁsurQ

(1.3) vt (v.V)v+Vp=—vAv+ 8, Vx, dans Q(t)

(1.4) divv=0 dans (t)

(1.5) —pn; +v Z (Vi,j + vj,i)"j —oHn, =-P_n; sur n(SE,t)
J

(1.6) v=0 sur Sg

(1.7) v(x,0) = uy (x) dans ©

(1.8) 7n(x,0) =x dans

Ici v désigne la viscosité cinématique du fluide, g I’accélération de la pesanteur ;
n= (n],n2) désigne la normale a N(Sg,t) et H la courbure principale de ﬁ(SF,t) en un point de
cette surface ; la pression atmosphérique, supposée constante, est notée P0 et a est le coefficient

(strictement positif ) de tension superficielle entre le fluide et I’air.
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Les équations (1.2) et (1.8) signifient que 7(. , t) =1 +n(., t) ol n(. , t) est le champ
défini sur Q, des déplacements a V’instant t. L’équation (1.5) contient donc I’hypothése implicite

que la suface déplacée ﬁ(SF,t) est la surface libre du fluide a I'instant t.

Nous allons maintenant écrire le probléme en coordonnées Lagrangiennes, c’est-a-dire
sur Q. Nous supposerons que sur 7(Sg,t), x, tend vers une constante (que nous choisirons nulle)
a P’infini. On pose alors p = p — Py T g, Xo- Les inconnutes seront la vitesse Lagrangienne
u(.,t)=von(,t)-dont nous déduirons n par n(. , t) = u(., t)dt’ - la pression q(. , t) =
p[n(. , t);t]ainsi qu’une fonction ®(. , t) définie sur SF grige a laquelle nous exprimerons la

tension superficielle comme suit :

Supposons que SE a pour équation Xy = h(x1) ou h est une fonction assez réguliére.

On a, pour x € IR

) 1 4
(Hn) [GohbLT= 5T o [HS(X) i S(X)]

d
oS = (14m;, ), )= —ln(xh(x))

Soit ® définie sur Sg au point M(x,h(x)) par

h’+17’2
(1.9) 4>(M)=1 (x,t) =h’(x)
1
alors
1/2
(14 o2 1
(Hnon)(M) = ST 3, [1+(®+h)7] (¢+h»>§

ou aTw est la dérivée tangentielle de Y sur Sg-

Soit N = (N1,N2) la normale extérieure a S, et A" = (N1 —3,my, N, + aTn1) ; le probléme
(1.1) - (1.8) s’écrit sur Q :

(1.10) U; ¢~V By (Eg Ui o) + 59 =0 dans @ X (0,T)

(1.11) gki U =0 dans QX (0,T)

= - - 1
(12 =a N uguy +gu) Hy-ad, {0+ @+m2] ( )
b+ h

+ go(x2+n2) ‘/Vi =0 surSg X (0,T)

(1.13) & = (Ny+3,m)2(0,u.N+3 u, 8,m = 9,u; 3,my) =0 surSg X (0,T)
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(1.14) u=0 sur SgX (0,T)

(1.15) u=u; dansQ pour t=0

(1.16) ®=0 sur Sg pour t=0

Rappelons que 7(. , t) ] , t')dt’. Les coefficients Eij sont les composantes de la matrice

Jacobienne (I +dn)~ 1 avec d'qIJ -

Nous avons remplacé (1.9) par I’équation dérivée en temps (1.13) avec la condition
initiale (1.16). En effet, le probléme linéarisé ne donne une régularité suffisante que sur aTn .N
et non par sur toute la dérivée aT 7, aussi nous ne pourrions pas estimer les termes d’ordre supé-
rieur 2 1 dans (1.9) pour utiliser une méthode de point fixe. Cette difficulté disparait avec I’équa-
tion (1.13).

Les espaces utilisés seront les espaces de Sobolev Hr’S(G) ot G=Q X 10,T[,
HYS(G) = L2(0,T,H(€2)) N H3(0,T,L2(2))

et de méme les espaces H' 'S(SF X ]0,T[ ). Pour les propriétés de ces espaces et notamment les

théorémes de trace, on se référera a [4] . Nous noterons | . | , .1 . les normes dans HT(Q) et
)

H"5(G) quand il n’y a pas ambiguité.

Pour r > 0, soit Xfr(Q) I’espace des fonctions (u,q,®) telles que :

r
(1.17 ueH22% 1 (G)etu=0surSy X (0,T)
B
r r+]
L ryl
(1.18) VgeH 2 (G) etqlSF€H2 4(0,T,L2(S¢)
1.1

(1.19) o en 22 4 (se X 0T[) ;0. @ GL2(OTHr+§(S )); ®(0)=

: F LR ' Fl7o B

t

Nous supposerons que Sg et SF ont respectivement pour équation Xy = A+h (x]) etxy = h(x])
ol AEIR*, ol h et h sont de classe C4 sur IR, tendant vers 0 a I'infini et a dérivées bornées.

Pour la régularité du probleme linéarisé nous aurons besoin de I’hypothése

Ihl +1h | <
ColR)  © CHR) g

ol B > 0 est une constante qui sera déterminée plus loin. Sous ces conditions nous montrons le

résultat d’existence suivant :

, (PR r+2/2 r+1 .
THEOREME 1.1. Soit r, 0 <r < '/, . Sih€H (IR), uq €H'T () avec les conditions de
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compatibilité div up = 0 dans S, up = 0 sur SB, alors il existe T > 0 dépendant de ) et de uq
tel que (1.10) - (1.16) a une solution (u,q,® ) dans XT(<2).

Pour montrer ce théoréme, il nous faudra étudier le probléme obtenu en linéarisant

(1.10) - (1.16) au voisinage de n =0 et & =0 qui est, si ¢ = (1+h’2)_1 d

(1.20) u,—vhu +Vq= fdans 2 X (0,T)
(1.21) divu=adans X (0,T)
(1.22) o(u,q) —a BT(¢N) =gsur Sg X (0,1
(1.23) ¢t—aTu -N=ksurSg X (0,1
(1.24) u=0sur SBX (0,1

(1.25) u=uy dans Q pour t=0
(1.26) ¢ =0sur Sg pour t=0

Le vecteur des contraintes o(u,q) sur S est défini par ai(u,q) =—qN, + v(ui j + uj i)Nj'

Nous montrerons dans la partie 2 I’existence d’une solution faible du probléme homo-
géne (1.20) - (1.26) sur tout intervalle fini de temps. Pour obtenir des résultats de régularité, nous
étudierons dans la partie 3 le cas ou §2 est une bande IR X JA0[ . Ensuite dans la partie 4 nous
transposerons ces résultats pour le probléme linéaire non homogene dans le cas ou €2 est un ouvert
vérifiant les hypothéses du Théoréme 1.1. Aprés avoir estimé les termes non linéaires de (1.10) -
(1.16), (partie 5), nous montrerons grace a un théoréme de point fixe, dans la partie 6, I’existence

d’une solution pour un temps petit, ce qui achévera la démonstration du Théoréeme 1.1.

2. - EXISTENCE D’UNE SOLUTION FAIBLE DU PROBLEME LINEAIRE SUR

Nous allons donner une formulation faible de (1.20) - (1.26) dans le cas homogéne,

c’est-a-dire quand les fonctions a,g,k,u1 sont nulles. Soient V,W H les espaces de Hilbert suivants :

\% ={u eH! (22) ;divu=0dans 2, u=0sur S aTu .N€ L2(SF)} muni de la norme

— 2 2
luly, (|u|H1(Q)+ IaTu.Nle(SF))
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W={u € H](SZ) ;divu=0dans £, u=0sur SB’ muni de la norme de H' (Q),

H ={u € Lz(Q) ;divu=0dans ,u.N =0 sur SB} muni de la norme de LQ(Q).

L'espace %" des fonctions C™° sur Q, a support compact dans 872, a divergence nulle dans Q et
nulles sur Sp, est dense dans V, W, H (cf. [1]). Nous définissons des opérateurs A € L(W,W) et
BEL(L2(SE),V’) par

VUEW, VVEW <Au,v>=z/(uij+uji)(vij+vji)dﬂ
i’j Q ). ) ) )

VVvEV, VyeL2(Sy) <B¢,v>=/ Y o_v.Nds
s
F

Alors lu = < Auu> 172 éfinit sur W une norme équivalente 2 celle de H' (2) (cf.[2]p. 367).

Considérons le probleme suivant : Trouver (u,y) vérifiant :

(2.1) u tvAu+aBp=f
(2.2) 9,0, u.N=0
(2.3) u(0)=0, ¢(0)=0

Le théoréme suivant sera prouvé dans cette partie :

THEOREME 2.1. S/ f€ L2(0,T,W’) il existe une unique solution (u,p) de (2.1) - (2.3) telle que
u€e L2(0,T,W) etpE L°°(0,T,L2(SF)). De plus, on a

(2.4) lul cIfl

+lol <
L2oTw) L0, L2(sp) L2(0,TW')

ou C est une constante positive indépendante de T < T o

Remarque. La solution (u,p) vérifie alors u, € L2(0,T,V’) ety € L2(0,T,H_1/2(SF)). Les équa-

tions (2.3) ont donc un sens.

Pour prouver le théoréme 2.1, nous approchons la solution (u,p) par des suites de
Galerkin. Soient (v;); 5 | une base dense de V, (¥;); > 1 une base dense de L2(SF) et (fm)m >1
une suite de fonctions de C°(0,T,W’) qui converge vers f dans L2(0,T,W’)_ Nous dirons que

(u™0™) est solution approchée de (2.1) - (2.3) si

m m
(2.5) W= wroy dMo= 3 A0y,
i=1 i=1
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(2.6) (u{“,vi)H +r< Aum,v,- >+ a< &p"‘,vi >=< f"‘,vj >, 1<j<m
(2.7) (¢{",¢2)L2—< Byou™>=0, 1<<m
(2.8) /.tjm(O) =27(0)=0 1<je<m.

Ces équations équivalent a un systéme différentiel du premier ordre en dimension
finie. Il existe donc une unique solution (U™™) de ce systtme ou u™ € Cl(0T,V) et
ome c! (O,T,L2(SF)). Grace a une combinaison linéaire les équations (2.6) et (2.7) restent vraies

si on remplace vj par u™ et '//Q par ¢™ donc nous avons :

1 d 2 2 a d 2 '
(2.9) = — 1™+ ™ = — M) 2.0 S Tu™

2 dt H W2 dt L*(SE) w’ w
Ce qui entraine apreés intégration
(2.10) ™10 5 <clfm ,

L=(0,T,W) L=(0,T,W’)

2.11 ™ +1loM < cIfM
21 (0,TH) L™(0,T,L2(Sg)) L2(0,T,W")

ou les constantes C ne dépendent pas de T < To' Comme la suite fM converge vers f dans
L2(O,T,W’), les suites (um)m > et (cpm)m > 1 sont bornées indépendamment de m, respective-
ment dans les espaces L2(O,T,W) N L%(0,T,H) et L°°(0,T,L2(SF)). Par conséquent, il existe des
fonctions (u,p) telles qu’une sous-suite de u™ converge vers u dans L2(0,T,W) faible et dans
L™ (0,T,H) faible * et qu’une sous-suite de @™ converge vers ¢ dans L°°(O,T,L2(SF)) faible *.

Soitg €C! (0,T) telle que 6(T) =0.Pourj<mona:

T T
(2.12) - 0'(t)(u™yv,) dt+v (t) < Au™ v, > dt
0 'H 0 ’

T T
+a 0(t) <BpMyv. >dt= 0(t) < fMy. > dt
0 J 0 J w,W

Par passage a la limite cette égalité reste vraie en remplagant (u™ ™) par (u,p) puis, étant donnée
la densité de la base (v,-) dans V, en remplagant vj par un élément quelconque de V. Il en résulte

que (u,p) vérifie (2.1) au sens des distributions sur ]0,T[ & valeurs dans V’, puis dans L2(O,T,V’).

D’autre part, pour < m, on a (si les fonctions l[JQ sont assez réguliéres) :

T T
— ’ m = m
(2.13) j(; 0'(t) (¢ ,d/Q)LQ(SF)dt 'A 0(t)(3, u”.N, l//Q)LQ(SF)dt
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T T
(2.14) _fo 0’(t)(¢m,¢Q)L2(SF)dt=j(; 0(t)<aTum.N,wQ>H_1/2’H1/2dt

L’égalité (2.14) reste vraie en remplagant (u™ ™) par (u,). Nous pouvons supposer
que (\,IJQ) est aussi une base dense de H1/2(S ), ce qui permet de conclure que (2.2) est vrai
au sens des distributions sur ]0,T[ & valeurs dans H ]/2(5 ) puis dans L2(0 T H"]/Z(S )). Nous
déduisons alors de (2.1) et (2.12) que pour tout j,

T T
i/(; 0°(t) (u,vj)H dt —'/(; 6(t) < UpVj >V}V dt=0

d’ou 6(0) <u(0),v; > =0 et u(0)=
O <u0)y>, | )

De méme on montre que ¢(0) = 0 dans H! /2(SF)’ ce qui permet de conclure que (u,p) est solu-
tion de (2.1) - (2.3).

Unicité de la solution : si f = 0 toute solution est-elle nulle ? Soit (v, y) une solution
de (2.1) - (2.3) avec f = 0, telle que v € L2(0,T,W) et Y € LZ(O,T,Lz(SF)). Si on pose

T t
v(t) =f v(t)dt’ et P(t) =[ ¥(t')dt’ alors V est dans L2(0,T,V). On peut donc «multiplier»
0 0

+ v AV + a Btp = 0 par Vv, ce qui aprés intégration entraine (\71[/ (0,0) et par suite
(v, )=(0,0).

3.- REGULARITE DU PROBLEME LINEAIRE HOMOGENE SUR Z =JA,0[ X IR

Sur la bande T nous obtenons facilement des résultats de régularité par la méthode des
translations (dérivation en x]). Cette méthode ne peut s’étendre a un ouvert §2 quelconque en

utilisant des cartes locales a cause de la divergence, et parce que §2 est non borné.

Soit IT la projection orthogonale de L2(E) sur H (sous-espace de L2(2) des fonctions
a divergence nulle et a trace normale nulle sur SB). Nous allons montrer le résultat de régularité

suivant :
r
. r—
THEOREME 3.1. Soit un réel r, 0<r<2, r#1. G =Z X ]0,T[. Si fEH 2 (Go) et si, lorsque
1 <r<2, 1If(0) = 0, alors dans le cas oul a, g, k, uy sont nulles le probléme (1.20) - (1.26) admet

une solution unique (u,q,p) qui est dans Xfr(E) et vérifie

lu,q,0! <ClIfl r
X%—(E) Hr:2 (GO)

ou C est une constante indépendante de T< T o
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Pour démontrer ce théoréme nous étudierons d’abord le cas ol r = 0, puis le cas ol
r = 2. Ensuite nous déduirons les autres cas par une interpolation. Nous aurons besoin pour la

démonstration d’étendre 2 T certains résultats classiques sur un ouvert borné.

3.1. - Résultats d’ordre général

1
LEMME 3.2. Pour 0 <r < 3, soient f EH'(Z) et b € Hr ~|.E(SE,’). 1l existe une unique solution
u€ Hr+2(2) de Au=fdans Z, u=0sur Sg, d\u =b sur Sg. La solution satisfait I'inégalité :

lul gp <CfI + 16l 5).

La démonstration de ce lemme se trouve p. 367 de [2] . Par la méme méthode on

peut montrer également que le probléme de Stokes sur Z est régulier au sens suivant :

LEMME 3.3. Soient des fonctions v € H! (X)etpe L2(E), et un réel r, 0 <r<2, tels que :
~ v AV Vp = fdans %, divv=adans = et v=gsur 33 od f EH(Z) a € H (D) et
+—2-(82). AlorsveH™2(2) peH™(Z) et

Ivl 4o+ Ipl +1 <C(lIvly+ Ipl +Ifl +lal 4+ Igl i)
Pour exploiter la condition ITIf(0) = 0 du théoréme nous caractérisons H par :
LEMME 3.4.
(3.1) H-L={Vp;p€H1(2), p=05urSF‘

Démonstration. Soit 3 I'ensemble désigné au 2e membre de I’égalité (3.1). Pour tous ¢ € H et
VpEHona (¢,Vp)L2 =0 donc 3 CHL et H C3L.

Réciproquement si ¢ E %L alors pour tout p € 2 (2), (np,Vp)Lz =0etdivp=0
au sens des distributions sur Z. On peut alors définir ¢ . N dans H ]/2(82) et pour tout Vp E X,
(#,Vp) =<¢.Np> _ =
L2(z) H 1/ 2(sg)H12(sp)
Donc ¢ . N = 0 sur Sp ce qui montre que KLcHet par suite 3L = H. Les 2 espaces
¥ et H étant fermés dans L2(E) on en déduit que HL =7c.

LEMME 3.5. // existe un opérateur linéaire R sur L2(2), borné, tel que si p € L2(E), w =Rp

vérifie
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(3.2) wEH](Z) etw=0surSg
(3.3) divw=p

2
(3.4) o, w.NEL(SE)

Preuve. Le lemme 3.2 affirme I’existence de ® € H2(E) telle que A® = p dans X, & = 0 sur Sk
aN<1> =0 sur SB' On résoud alors I’équation 01 - A’01 = aNq> sur SF' A’ étant le Laplacien-
Beltrami sur Si-. Comme ici Sp =IRonaf; € H5/2(SF).
Nous savons qu’il existe § € H2(E) telle que
0=0 et aNe =—aT <I>surSB

0=BT 0] et 8N0=05urSF

Alors w = V® + V A 0§ vérifie (3.2) - (3.4) et le relévement est continu. (On a w =6, Nsur SF).
Nous aurons besoin, pour étudier la régularité de la solution, d’approcher celle-ci par des fonctions

plus régulieres a la fois en temps et en espace. Nous utiliserons donc les deux lemmes suivants
LEMME3.6. (i) Soitu€H'(E)et u_définie pour e >0 par
1
(3.5) ue(xl,xz) =—e-[u(x1+e,x2) —u(x1,x2)].
Alors la suite u, converge vers du dans L2(E) quand € tend vers 0 et
3.6 lu.—d,ul ,<Celul
(3-6) el 2 Y

(ii) Si u est seulement dans L2(E) alors u converge vers 9yu dans (H1 (Z)) le
dual de H' (Z) et

3.7 lu_—9d,ul <Celul ».

Preuve. (i) est un résultat clqssique obtenu par transformation de Fourier. Pour (ii) on remarque
que siu € LQ(E) alors 9qu € (H1 (Z)) etsiveH! (), < U~ dquv >(H1)’ Y =- (u,ve - a1v)L2

)

On utilise alors (i) pour v.

LEMME 3.7. Pour g € LZ(O,T,X) ou X est un espace de Hilbert, nous considerons la suite de fonc-

tions g‘s e * pa od, ayant posé g(t) =0 pour t<0et t>T,

t
(3.8) G (1) =% f g(t)dt
t
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1 t oo
et ou p‘S (t)== p(6—) , P étant une fonction C, positive sur IR, a support dans 10,1] et telle que

1
f p(t)dt' =1.
(o]

Alors g6 converge vers g dans L2(0,T,X) quand § tend vers 0.

Ce lemme est la conséquence de la convergence des suites G‘s (cf. lemme précédent)
et g x ;025 vers g dans L2(O,T,X). Remarquons que si g est la dérivée en temps d’une fonction de
L2(0,T,Y) alors g6 €C%(0,T,Y). D’autre part, si g € H! (0,T,X) et g(0) =0 alors

(3.9) &), = (g,)°

3.2. - Démonstration du Théoréme 3.1 pour r =0

Nous supposons ici que f € L2(0,T,L2(E)). Soit (u,p) lasolution de (2.1) - (2.3) dans
Z. Soient u,, ¢, f. les fonctions définies a partir de u, ¢, f par (3.5). Le couple (ue,goe) est solu-

tion d’un probléme du type (2.1) - (2.3) avec pour second membre fe donc

I Ifl

lu +lo | o
€ 201w TeL (0,T,L2(SF)) € L2(0,T,W)

Le membre de droite de cette inégalité est majoré indépendamment de € par C | | L2(E))'

Une sous-suite de u_ converge donc faiblement vers une fonction ul dans L2 0, TV‘} De méme

€
une sous-suite de ¢, converge vers une fonctlon go] dans L(0,T,L ( F)) faible *. Or on a au sens

des distributions nécessairement u! = =9dqu et¢ =0q¢.il en résulte que UIS eL? (o,T H3/2(S ))
car u1| s. € L2(0T H1/2(SF)) et ¢ € L% (0T, H! (SF)). D’aprés (2.2) on a alors
¢ € L2(0,T,H]/2( SE)). Ces fonctions sont toutes majorées en norme par C | fl

2 2
0 z
ou C est une constante indépendante de T < T, L"OTLAE)

Pour étudier la régularité en temps nous construisons des suites u6, ¢5, f‘s grace au

5

lemme 3.7. Alors u? +vAu +a nga = fé et nous pouvons multiplier cette égalité par uf qui

est dans L2(0,T,V) :

v d
610) w2 +5—Ilu6I|€,v+a/ waaTuf.NdS=/f6ude
L4(z) 2dt S )

F
Nous allons intégrer cette egallte entre O et t. Que devient I'intégrale | f f w a ul .Nds?

ff o Bpdsdr=—17 |2 ' +/ (e® ¢0)(t)ds
S L20,6L%(sg)  Isp
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D’autre part,

5 & 6 & ) )
t)dS =<g. 0 > _ SCIu®() I 1o (1)l
f (¢ tPt)() 1254 H 1/2,H1/2 (t) " ¢ (t)

1/
Sk 2

Alors, en utilisant le lemme 3.7 et les estimations trouvées précédemment sur u ISF

et ¢ nous déduisons de (3.10)

(3.11) W2, L, Ao ldmi2<clfiz, L+

LE(0,tLA(Z)) 2 w L<(0,T,L(Z))

fl [Iusl +ud() 1 ]

o) L 2omze)y T Oy
. é . 2 2 . 2 2
Il en résulte que ug est bornée dans L (0,T,L<(Z)) et par suite u € L7(0,T,L (=)

avec
(3.12)

.| <clfl .
tL2(0,T,L2(2)) L2(0,T,L2(2))

Pour chaque temps t € ]0,T[ nous définissons maintenant une pression q comme la

solution dans LZ(E) du probléme coercif

VpeL2(z)/pqdz=
4
/(f u,) de—/(ul+u )w +w )dE a/ 9, w.NdS
z ’ S

F

ol w et p sont liées par le relevement (3.2) - (3.4). On vérifie que la fonction g ainsi définie est

telle que

| <C Ifl
T 20T2E) T L2oTLAE).

L’égalité (1.20) est alors vraie au sens des distributions. Le lemme 3.3 permet de dire
que u € L2(O,T,H2(2)) et q € L2(0,T,H] (2)). Des conditions aux bords nous déduisons que ¢
est au moins dans H?’/2»5/4(SF X 10,T[ ) donc d. petq S sont dans H1/2’]/4(SF X 10,7 ).
La continuité par rapport a f se déduit de la démonstration.

3.3. - Démonstration du Théoréme 3.1 dans le cas r # 0.

Nous commencerons par le cas r =2, c’est-a-dire quand :

(3.17) feH21(G,) et F(0) =0
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Soit K I’opérateur qui a f € H°’°(Go) associe (u,q,¢) € X%(E) la solution de (1.20) -
(1.26) quand a, g, k, uq sont nulles.

Si f vérifie (3.17) alors f, € H° 0(G ) et d'aprés le lemme 3.4, f(0) = Vq ol

q,€H (Z) etq,=0surSg. De plus, (v,p,¥) = Kf, est dans X%’-(E) et si on pose

Vi) f v(t')dt’ p! (1) [ p(t')dt’ vl f y(t)dt’

alors vplw!)=K(f-va,)
donc (v1,p] + q°,w1) =Kf
Nous en déduisons que (u,q,p) = Kf vérifie alors :
(3.18) (up ap ) est dans X?—(Z).
D’autre part en réitérant la méthode utilisée pour r = 0 (approximation de a1u) nous

pouvons montrer que u | Se € L2(0,T,H7/2(SF)).

Le probléme de Stokes étant régulier sur £ (Lemme 3.2) nous en déduisons que
ueL2(0,TH* =) et qeL?(0,TH3(Z))

ce qui entraine avec (3.18) que (u,q,¢) € X%(Z), la solution étant continue par rapport a f. Pour
0<r<2, r#1,nousdéduisons le théoréme des cas précédents par une interpolation de |'opé-
rateur K (Si r =1 la condition ITIf(0) = 0 induit une condition supplémentaire).

4. - LE PROBLEME LINEAIRE NON HOMOGENE

Nous allons résoudre (1.20) - (1.26) dans £ = IR X JA,0[ en relevant toutes les condi-

tions aux limites.

Ensuite grice a un changement de variables nous considérerons le probléme sur
comme une perturbation du probléme sur Z. Cette méthode appelle des commentaires qui seront
donnés a la fin de cette partie.

r
) r+2,7+1 .
Remarquons que si v € H (G) ot G = X ]0,T[ etsi v=0sur Sg alors

L
divve L2(0,TH @) nH2Z  (0T,oH Q) =K"(G)
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ot oH V() est le dual de 0H1(Q) ={p€ H1(Q);p=0sur SF;.

Nous noterons alors YrT(Sl) I’espace des (a,g,k,u1) tels que

1Tr 1
- r+—,—+-—
(4.1) 2€K'(G), getk€H 2 2 4(s.xJo,T]), u et (@)
avec les conditions de compatibilité
(4.2) divu, =2a(0) dans; uy =0surSg.

Sous les hypothéses sur £2 du Théoréme 1.1 nous allons montrer le :

THEOREME 4.1. Soit L 'opérateur con1tinu de X-rl-(ﬂ) sur Y{-(Q) défini par L(u,q,p) = (f,a,g,k,u1)
avec (1.20) - (1.26). Alors si 0 <r < -é—/'ope’rateur L est inversible et L™ est continu et borné

indépendamment de T< T o

4.1. - Relevements des termes non homogenes dans la bande £ = IR X J\,0[

Nous voulons montrer que si (0,a,g,k,u;) € Y{-(E) alors il existe (v,p,¥) € X%(E) tel que
(4.1) divv=adans 2, a(v,p)—aT(\lzN)=gsur SE,

(4.2) Y, —9,v.N=k sur Sg et v(0)=0dansZ.

Nous utiliserons plusieurs fois le lemme de prolongement qui suit. La démonstration (par réfle-

xions) en est classique ([4] p. 17, [2] p. 365).

1
LEMME 4.2. Soit X un espace de Hilbert. Pour 0 < s < 2, s ——n’étant pas entier, il existe un opé-
1
rateur continu de prolongement de { v € H%(0,T,X), 8'{ v(0) =0, 0<k<s —5! sur H3(0,00,X),

de norme bornée indépendamment de T.

. 1 A 1 l’+2,2+]
Soient T | >0, r,0<r <E et T< T, llexistev' €H (Z X ]O,TO[) tel que
vI=0sur Sg et v](O) =uqdans Z.

Nous allons relever la divergence. Comme 2 Pinstant initial a — div v} est nulle, le lemme 4.2 per-

met de prolonger cette fonction sur IR en une fonction a’ telle que :

la'l~ <Cla-divv!li~
K(Z X IR) K(ZX10,T])

ot C ne dépend pas de T.
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Si &’ désigne la transformée de Fourier de a’ en temps, soit &)(s) la solution du pro-
bléme Azl>(s) = §'(s) dans Z, EI>(5) = 0 sur S et 3y ®(s) = 0 sur Sg alors &(s) € Hr+3(2) et

| ®(s) .43 < C | as) 4q- Comme pour tout 6 € °H!(Z), (V q>(s),vo)L2(E) =

-<a(s),0 > _ nous avons : |V &(s)| <Cla@s)l  _4.
66> 1oy] ©) L2(z) oH!

2

Il en résulte que si v = V ® ou @ est la transformée de Fourier inverse de ¢ alors

r+2,£+ 1
venH 2 (EX0T,l), divvi=a'dansZ, v2(0)=0dans

[v2|

et <C|a1—divv1|flzr

),

r+2,1+1
2

ou C ne dépend pas de T.

(Cette démonstration reprend celle de J.T. Beale p. 376 de [2] ).

2

Remarquons que v< n’est pas nulle sur SB . Pour pallier a cet inconvénient nous ajou-

tons 2 v2 un rotationnel V A §2 = (8202, - 8102) tel que :
62(0)=0dansZ, 62=0 et 8\02=-03_® surSg.

La fonction ® en tant que transformée de Fourier inverse est définie sur IR. Il nous est donc possi-

r 3
2 r35+2 31,2 2
ble de trouver 8 dans H (X 10,T [ ). En fin de compte la fonction v> =v'+v°+V A 8
est telle que : r
r+2-+1
vVeH 2 (ZX10T,)

(4.3) divv3 =adans T X 10,T[
(4.4) v3(0) = u; dans =
(4.5) v =0sursg
et 3

[v2] <C(luql + lal~

r+2r§r-+ 1 ( e : K 4

ol C est indépendante de T < Ty

Nous allons maintenant relever les conditions aux bords sur SE- Les fonctions g et k étant dans
r
3.7%% 1
H (2 X 10,T[ ) nous les prolongeons sur 10,T [ - (La condition r<-2-permet d’utiliser

un opérateur de prolongement borné indépendamment de T).
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S5r 5§
r+—,—-+—

Soity €H 22 4(s.X 10, [ ) lasolution de :
(4.6) Y~ AV =k+d v N ; ¥(0)=0.

Nous cherchons une fonction v4 vérifiant (4.3) - (4.5) et en plus V-0, v N=ksur Sg- Pour
cela il suffit de poser vi= v3 +v A8%ou:

64(0)=0dans 3 64=8N 94=OsurSB; 94:4/ sur Sg.
3 r
4 r+3,§+§ 4 r+2,§+1
On peut trouver 67 dans H (ZX]0,T [ ) etainsi v’ €H (XX 10,7 ).

Quant aux contraintes g, nous remarquons que si v = V A6 est nulle sur SF alors
3

r
+3,5+5
22 (Z X 10,7, ) telle que 95(0) =0;

r
otan(vs) =—yp aﬁ 9°. Nous choisissons donc 6° € H
6° = N 6° =0 sur Sg et SB, - Br% 6 = 8tan otan(v4) sur Sg. Nous relevons ensuite la partie
normale de g sur Sg grace a la pression sur ]O,TO[ .

En fin de compte, en posant v = v o+ v4
(v,p,¥) € XT(2) et vérifie (4.1) - (4.2). De plus

et p la pression utilisée pour &norm

Iv)p)wlxr <C IO;a)g)k)u] I

1)) Yi(z

r(z)

ol C est indépendante de T < T . Nous pouvons donc passer de (1.20) - (1.26) 2 un probléme
)

homogene que nous savons résoudre.

4.2 - Résolution du probléme linéaire non homogéne sur

Nous avons supposé que I'ouvert Q était défini par :
Q= { (x1,x2) € IR2 A+ ho(x1) <x,< h(xz)f ol A est une constante (A < 0) et ou h, et h sont

des fonctions de classe au moins C* sur IR et bornées. On fait le changement de variables :

h(x1)—x2

(4.7) Xy =X XH=A
T 27 hixg) —hylxq) =X
qui est un isomorphisme de £ sur Z=1IR X JA,0[ .

~ ~ ~

Soientu, q, ¢, f, a, g, k, uq les fonctions définies sur = a partir de u, q, ... grace
i

a la transformation (

U (x],x5) = ulx;,x,).
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Nous noterons gF et §B , dans cette partie les surfaces gF : x’2 =0et EB : x’2 =
Nous distinguerons I'opérateur L défini de XrT(Q) sur Y—rr(Sl) au Théoréme 4.1 de I'opérateur
(que nous noterons L ) défini de XT(E) sur YT (E) par les mémes égalités sur .

Alors I'égalité L(u,q,0) = (f,a,gk, ul) dans  est transformée en (L, + 5L )(u q,¢)=(f,..,u
dans Z ol1 5L est un opérateur linéaire continu de XT(E) sur Y& (2) vérifiant :

(4.8) IsL I<C( Ihlcg(lR) + Iholcﬁ(lR))

ou C ne dépend pas de T.

Comme nous avons montré que L était inversible, il en résulte que si C(Inl+ lhol)

est inférieur a (qui ne dépend pas de T < To) alors L o +46L o st inversible, et par consé-

-1
eyt |

quent L aussi, avec L™1 1<C odr C est une constante ne dépendant pasde T<T,,.

4.3. - Commentaires

Cette méthode impose des hypotheéses fortes sur I'ouvert 2 mais retenons que ces
hypothéses ne servent que pour étudier la régularité du probléme linéaire, ce qui laisse I’espoir de

pouvoir les amoindrir.

Une méthode qui semble naturelle aurait été d’étudier directement I’opérateur
L, + 8L, sur Z. Pour résoudre (L + 8L )(ﬁ' q,¢)= (f,0,0...0) I'existence d’une solution
faible se montre sans difficultés lorsque T € L2(O,T,°H 1(E)) ot O°H™ (2) est le dual des fonc-
tions de H! (Z) nulles sur SNB. Mais nous n’avons a ce stade aucun renseignement sur la pression.
Est-elle seulement dans L2 (E) ?. Aussi, lorsque T € L2(0T L2(E)) nous ne pouvons obtenir
d’estimations sur 8] (qu: n’est plus la solution faible, comme u d’un probléme variationnel)
et donc sur la trace de U sur S F» car I’espace des fonctions transformées de V par (4.7) n’est

pas stable par dérivation par rapport a X
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5.- ESTIMATIONS DES TERMES NON LINEAIRES
5.1. - Calcul des termes non linéaires. Théoreme

Reprenons le probléme non linéaire (1.10) - (1.16) dans . Si (u,q,®) € XrT(Q) nous
désignons par M(u,q,®P) les premiers membres des égalités (1.10) - (1.13), (1.15). Nous avons

linéarisé le probléeme, c’est-a-dire que si on pose

(5.1) M(u,q,®) =M(0,0,0) + L(u,q,

) + E(uq,2)
1+h2

P’opérateur E ainsi construit doit &tre «petit» pour T assez petit, ce que nous allons montrer au
voisinage d’un point (u®q°®°) donné. Précisons I’opérateur E. Nous notons Eij les coefficients
g—ij -6 i Pour I’équation de la dynamique nous avons
(5.2) Ei] (u,q,®) Z—Vskj G [(5Qj + SQI')U;,Q] I aj(EQi Ui,Q) + £, 9.9
Correspondant a la divergence, il reste :
(5.3) E2(u ®) =& . u.

. »q k’ l,k
Pour les contraintes sur S :
(5.4) E?(U,Q;(b) =—q (-/Vi - Ni) +v [Ekj ui,k + Eki uj’,k] Nj

+v [ Kj + Ekj)ui,k + (aki + Eki)uj,k][‘/yj - N]]

+gxy (JVi—Ni)+gn2 N +ad_Q

avec
5112 2o + 92\ 1/2 h'd
(5.5) Q= (1+n?) 1+—) -1+
1+h2 1+n?2
(5.6) Qy=—ha? (1 +h2) 32+ (@ + )Q,
Pour I’équation définissant ® il reste :
(5.7) E*u,a,®) ==, u.N[(Ny+0_ny)2=N;2 ]

- (NZ + a7' 771)_2 (aT ) aT m _aT U a’r 1?2)
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Pour la vitesse initiale, il n’y a pas de terme non linéaire :
(5.8) E>(u,q,8) =0.

Soit (u%,q%,®°) un élément de X" (S2) pour un certain T, > 0 fixé. Le but de cette partie est
d’estimer E(u,q,®) sur la boule de XT(R2) définie par u=u® +v,q=q° + p, =8° + y avec

(5.9) v(0)=0; lv,p,llllxr <R
T

ol R est un réel strictement positif donné.

THEOREME 5.1. 0 <'r <1/2. // existe € > 0 et T,, 0 < T, < T , dépendant de (u°, q°, &°)
et R, tels que pour T < T, si (v,p,¥) vérifie (5.9) alors E(u® + v, q° + p, ®° + V) est dans
Y-rr(Q) et

(5.10) IENu®+v,q%+p, 80+ ¥)|_ <CTE i=1,.5; i#2
YT
(5.11). 1E2(u® +v, ° + p, ° + ) — E2(u®,q°,2°) IiZ'(G) <CT¢

Si (v',p’,¥’) vérifie aussi (5.9), on a de plus

(5.12) IEW®+v,q°+p, ®°+ ) —E(u° + v, q° +p’, #° + w’)lyr

T

r

SCT¢ lv-v,p—-p, y—¢'I

Les constantes C dépendent de r, R, (u°,q°,<I>°) mais pas de T < To

Pour pouvoir multiplier certaines fonctions entre elles, et pour faire apparaitre le
coefficient T€ nous utiliserons les lemmes suivants :
5.2. - Lemmes généraux
LEMME 5.2. Soit T, > 0 et T< T . Pour v € L%(0,T,X) on définit V € H'(0,TX) par

t
V(t) =/ v(t’)dt’
0

Supposons 0 < s < 1/2 et 0 < e <s. Alors vV est un opérateur borné de H(0,T,X) dans
HH1€(0,T X) er
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€
lV|S+1_e<CoT |v|S
ou C est indépendante de T pour 0 < T < T, -
La démonstration de ce lemme se trouve p. 365 de [2].

1 1
LEMME 5.3. Soit r,5< r<l,ets s<rets #5. Si fEH"(0,T,X) et f(0) = 0 alors f € H3(0,T,X)
et

Ifl <CTIfl
H*(0,T,X) H(0,T,X)

ou C est indépendante de T< T o

Démonstration. || existe un proIongement? de f dans Hro(0,+, o X) tel que ’opérateur T soit
borné indépendamment de T (lemme 4.2). Nous savons que I’application? » £ Tf est continue
de HY (0,+ %, X) dans L?(0,+ 2, X) (Théoréme 11.3 p. 65 de [8] ) donc

-y

=T
fl <t 'fl <C Ifl
L2(0,T.X) L2004+, X) ~ H(0,T,X)

ol C ne dépend pas de T. En utilisant I'inégalité d’interpolation
r-s s

Ifl <clfl § 117
H (O)T)x) L (OJTJX) H (O)TIX)

nous obtenons

Ifl . <CTIfl L
H>(0,T,X) H'(0,T,X)

LEMME54. 0<r<4
1 7, r—2
(i)  pour p < > r, H %(G) est un sous-espace de HP(0,T,H" “P(2)) et I'injection du premier

espace dans le second est continue.

(ii)  La restriction de cette injection au sous-espace
r

ra K 1
vVEH (G);at v(0)=0, 0<k<;(r—1)
(o r n’est pas un entier impair) est bornée indépendamment de T.

LEMME 5.5.

(i) r>1etr=>s>0.SiveEH"(Q)et wEHQ)alors vw EH(Q) et

<
IVWIS\C |v|r |w|S
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(i) r>1. SiveH (Q)erwe oH™! (2) alors vw € oH™! (Q)et:

|vw|_1 <C |v|r |w|_1
(iii)  Sivetw sont dans H! (R2) alors vw € L2(Q) et

|vw|0<C Ivly Iwly

(iv) SiveH! (R)etwe Lz(ﬂ) alors vw €oH ! () et

|vw|_1 <C |v|1 |w|0
LEMME 5.6. Soient X, Y, Z des espaces de Hilbert et une «multiplication» M : X X Y - Z bornée,
bilinéaire.

(i) Soient v € HO,TX) et w € HO,T,Y) avec s > V2. Si on définit v w par
(v w)(t) = M(v(t),w(t)) alors v w est dans H3(0,T,Z) et lvwlg <C lvig les.

(ii) Sis<2etv,w satisfont a a'g v(0) = a'; w(0)=0, 0<k<s- ]/2 etsis— 1/2 n’est pas

entier alors la constante C de (i) peut-étre choisie indépendante de T > 0.

Ces trois derniers lemmes sont démontrés.p. 366 de [2] avec la seule différence que 2
est un ouvert de lR2 et pas de IR3.
5.3. - Etude de I'opérateur gl

t
Rappelons que 71 est définie par n(t) = f u(r )dr , et que £ est la matrice
0

(r+ dn)_] —-loludn= (ni j)' Les matrices dn et & dépendent de u aussi nous les noterons parfois

dn(u) et £(u). Nous allons dans une premiére étape étudier &.

1
LEMME 5.7. 0<r <5 . Soient les algébres

r r
- T+g 1+5
A =LTOTHTQ) e Ay=H STH (@)
, r+2,5+1
I existe t; >0 et € > 0 tels que si v, v EH (G) et vérifient (5.9) :
(5.13) lEu® +v)l o, <CTE i=1,2
I
(5.14 [EWC +v)— ¢+ V)l , <CTE Ilv—-v'I
) )= e, 42,41

ou les constantes C dépendent de R, T o €L r mais pas de T < To.
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Démonstration. D’'une maniére générale soient 7 et n’ des fonctions telles que M j etn: i (i,i=1,2)
2 2.
soient dans une algébre de Banach . pour le produit usuel. On note C(,of ) la constante de conti-

nuité du produit dans .o/ . Alors, si on note dn = ("i,j)

(i) il existe @; > 0 dépendant de C( .of ) tel que si ldnl , <aqalors&= (I + d'rz)_1 —lases
1 of 1

composantes dans .2 et vérifie
(5.15) £= i D)™ (dn)"
n=1
(i) Onalarelation : si &= (I +dn) 1 -1
g—g=(+dn) [(1+dn)— (1 +dn)] (1 + )"

(5.16) F-g=(1+8) dn-n)(+#)

Par conséquent si |dnltd<a2<a1 etsi Id'/;’ltﬂ<oz2 alors :
(5.17) 'Eltqlg(:ldnlﬂ
(5.18) 6= ,<Cldn—)| o

ol les constantes C et a; ne dépendent que de C(.o/ ).

. . le) |'+2, 2 + 1 r .
Soit maintenant u® € H (€@ X 0,7 [ JetveEH (G) vérifiant (5.9).
Alors V(u® + v) L2(0,T,Hr+1 (22)) donc dn(u® + v) est en 0(T1/2) dans L°°(0,T,Hr+1(Q)) qui
est une algébre Ld]‘ La constante C(./1) ne dépend pas de T donc en utilisant (5.17) on vérifie

r
+2,5+1

(5.13) pour T assez petit. De méme on montre (5.14) pour i = 1.
r r
- 1+~
En utilisant le lemme 5.4, on peut dire que V u® e H4(0,T0,H 2(.Q)). Donc d’aprés

r
r o 1+§ 1 +§ ) .
le lemme 5.2 avec € =g, pour TST , dn”€H (0,T,H (€2)) qui est une algebre Jf2 et
r
| dn®I o, SC T8 1uO r ot C dépend de T et r. De méme puisque v(0) = 0 on montre
) 5 r
que dn(v) € teiz et que | dn(v)l o SC T8 o1 C ne dépend pas de T < T,, maisde retR. On
en déduit, en utilisant (5.17) et (5.18), les inégalités (5.13) et (5.14).

On peut alors étudier chaque terme de gl pour vérifier que E! est contractant au
sens du Théoreme 5.1. Ces estimations sont plus techniques que difficiles, et les calculs sont trop

longs pour étre développés ici.
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5.4. - Termes résiduels de la divergence

Formellement, nous écrirons E2(u) = £V u. Si u=u®+vol v vérifie (5.9) nous
savons que £(u) € & etque Vu€E L2(O,T,Hr+1 (22)). lenrésulte que EVu E L2(0,T,Hr+1 (£2))

et

£V ul <CT¢

L20,TH (@)
ou C dépend de R, To et r. Par conséquent nous avons la méme estimation pour
E2(u0 +v)— E2(u°).

Pour la régularitt en temps, nous allons utiliser le fait que pour t = 0
E2(u° +v) - E2(u°) est nul et en particulier :

(5.19) 1E2W +v) —E2(WO)I , » < CIE2(W® +v)-E2(O)! r

H2  (0,T,oH 1(Q)) H2(0,T,oH ")

ou C ne dépend pas de T < T_. Puis nous allons montrer que le second membre de (5.19) est

o
O(T¢), ce qui serait faux pour E% (u® + v) seul, puisqu’il n’est pas nul pour t = 0.

Nous avons :
(5.20) E2(uC +v) —E2 (u%) = [(u® +v) — §u%)] V ud+ £u® +v) V v,

+ [?gt(u0 +v)— Et(uo)] Vul+ Et(uo +v)Vv

r+2,
Pour les deux premiers termes de (5.20) de la forme § V u nous remarquons si u € H 2" (G)

r
etu=0surSgalorsVu, € H2(0,T,0H~] (2)) et

IVul r <C lul r
H2(0,T,0H_] (Q)) r+2,5+ 1
ou C est indépendante de T. Nous utilisons alors les estimations de & dans (lemme 5. 7
le lemme 5.5 (ii) pour en déduire que les termes considérés sont O(T€) dans H%(O T, oH ! )

Pour le terme Et u® + v) V v, en utilisant le lemme 5.4 (ii) nous pouvons dire que

r+1 1_+ r

VvEH 2 (o,T, LZ(Q)) et comme v(0) = 0, d’aprés le lemme 5.3, Vv E H2 4(0T LZ(Q))

r

(5.21) vl 4, <cttiv |
-+ 4241

H2 40,T,L2(Q)
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r

Or on vérifie que Et(uo +v) =—(1 + &) du® + v) (I + &) est dans H2(0,T,H1(Q)), donc
r

Et(u0 +v) V v est dans H2(0,T,0H_1 (£2)) (lemme 5.5 (iv)) et est O(T4) dans cet espace.

Pour le 3e terme de (5.2) nous allons montrer le lemme suivant :

- r+2, 2 +1
LEMME 58. Si v, vV €EH 2 (G) verifient (5.9) alors Et(uo +v) — Et(uo) est dans

1 r
—_—t—

H2 40,T,L2(Q)) et
L
(5.22) O AL <cT4Iv-vI

57 r+2—+1
H2 40,TL2(Q) 2

Démonstration. Nous noterons £ pour E(uo +v) et & pour S(uo +v).Ona:

g =—(1+8)du+v) (1+%)
donc

(5.23) £ E=—[E-E) WO+ ++(+£)dv-v) (1 +8)
F+E) W +v) (E-8)]

On montre1que du® +v) (I + &) et (I + &) d(u® + v’) sont bornés indépendamment
r
-+
de T< T dans H2 2 (0,T,L2(SZ)) comme d(u® + v) et d(u® + v’). On utilise alors (5.14) avec
i = 2, ce qui entraine que les premier et troisiéme termes de (5.22) sont majorés en norme dans
r+l
H2 2(0,T,L2(Q)) par C T lv—v’| r ol C ne dépend pas de T < T,
2,

Quant au 2e terme, de méme que pour (5.21) on a:
r

ldv=v)l 4, <CT4Iv—v’|r+2L+1
"2

H2 40,T,L4())

et en utilisant une nouvelle fois (5.14), on en déduit que ce terme vérifie une majoration analogue
Tar
i

dans HZ 4 (O,T,L2(SZ)), ce qui montre le lemme.
r

Pour terminer I'étude de E2 nous multiplions Et(uo +v)— ‘g’t(uo) par Vu®e HZ(O,T,H] (22)) donc
r

le produit obtenu est dans H2(O,T,0H—1 (22)) et est O(T€) dans cet espace.

On montre de méme que E2 est contractant.
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5.5. - Termes de surface

Rappelons que A —N = (- 9, ny, 0, n1). Par conséquent A" —N ala méme régu-
larité et vérifie les mémes estimations que la trace de V 7 sur SF ou que celle de £. 1l en résulte
qu'a part 9, Q;, i=1,2, tous les termes de E3 dans (5.4), et E4, sont O(T€) dans

R
H (Sg X 10,T[ ) et contractants.

1
Remarquons la nécessité d’avoir r < — pour que des produits tels que q( Ni— Ni)
n'induisent pas de constantes dépendant de T ou des hypothéses supplémentaires (q(0) = 0),

cf. lemme 5.6 (ii).

Les fonctions Q] et 02 sont considérées comme des séries entiéres'en ® = ®° +

a coefficients dans Cg(lR), de termes d’ordre O et 1 nuls. On a

aT[Z aiq)i]=a7_<l> 2. %o T+ 5 ad
i i=2

i=2 i=2

r+]_ - ]_ r+]_
2’2 4 1/2 2
Comme &, € H (SF X 10,T[), @ est O(T"/“) dans I'algebre L*°(0,T,H (Sg)) donc

oo

Z 3 i o1 o Z aT a, @' sont aussi O(Tuz) dans le méme espace. Or
i=2 1 i=2

2 r+3 12 2 +3
a, PEL(0,TH (Sg)) donc les termes 3, Q;sont O(T /<) dans L“(0,T,H (SE))-

L+l
Pour la régularité en temps nous sawons1 que &, € H 2’2 4(SF X 10,T[ ) donc
r r

nous pouvons dire que ¥, € H4(0T H4(0 T, H2 2(S )). Comme ®(0) = 0 nous en déduisons
r +3 _+_
1/4 4 4 2 2 1
que @ est O(T'/™) dans H (O,T,H (Sf )) (lemme 5.2 avec € = Z) Ce dernier espace est

une algébre donc 'Zz 3 i1 ot z aT 3 ®' sont aussi O(T]/4) pour la méme norme.
i= =
1 3r 5
r+ r+-—-+—
D’autre part, comme 9, ¢ € L2(O TH 2(SF)) ® est au moins dans H 2'2 4(S X 10,T0)

Tr 1
r+——+-

et donc 81_] ® est au moins dans H 2’2 4(SF X 10, T[ ). Il en résulte que 67 Qi est O(T1/4)
r
—_—

dans H2 4(0,T,L2(Sp)).

Le lecteur vérifiera qu'il y a contraction. Ceci achéve la démonstration du Théore-

me 5.1.
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6. - METHODE DE POINT FIXE

Rappelons que M(u,q,®) désigne les premiers membres des égalités (1.10) - (1.12),
(1.14), (1.15) et que

M(u,q,®) =M(0,0,0) + L(u,q,(1+h2) ! &) + E(u,q,9)

Nous cherchons (u,q,®) tel que M(u,q,®) = (0,0,0,0,u1) ol uy est donnée. Soit T > 0. Si

r+§

heH 2(IR) il existe
(u°,q°,8°) € x}o(sz) tel que L(u®,q°,(1+h"2) 71 °) = (0,...,0,u;) —M(0,0,0)
Si nous posons u = u®+ v, q= q° +p, &= ®° + y, il faut donc résoudre :
L(v,p,¢) +Eu®+v,q°+p, ®°+y)=0
c’est-a-dire

(v,p,¥) =F(v,p,¥)

F(v,p,¢) ==L E(u® +v, q° +p, ®° + )

On est donc amené a résoudre ur probléme de point fixe dans { (vp,¥) € X[r(Q) ;v(0) =0} =X;—

SoitR>0fixéet (v! p! y!) tel que
Liv! el w!) = (0,E2(u0),0,0,0)

Alors, d’aprés les Théorémes 4.1 et 5.1 nous pouvons dire que si |v —v], p— p], ¥ - \0] IX* <R
T
alors

I EWC +v, ¢® +p, ° + y) — (0,E2(u9),0,0,0)] I<SC TE

ou Cdépendde R, T ,retu; maispasde TS T

Il en résulte que

IF(v,p,w)—(ﬂ,pw‘)IX <cTe

*
T
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D’autre part, dans X;‘—
IFv,p¥) —F(v,p’,¥’)| _« <CTClv=v',p=p’, ¥ =¥l 4

Il s’ensuit que pour T assez petit, F envoie la boule fermée de X de rayon R de centre (v1,p],w1)
dans elle-méme et que F est contractante. Par conséquent, il existe un point fixe de F, c’est-a-dire

une solution de (1.10) - (1.16). Nous avons donc démontré le Théoréme 1.1.
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