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ETUDE SEMI-CLASSIQUE D’'OBSERVABLES QUANTIQUES

Wang Xue Ping (1)

(1) Institut de Mathématiques et d’informatique, Université de Nantes, 44072 Nantes Cédex.

Résumé : On étudie ici la liaison entre la solution de I’équation de Schrodinger et celle du systéme
hamiltonien correspondant. On établit d’abord un résultat sur la régularité uniforme en h € J0,1]
dans les espaces de Sobolev a poids de la solution de I’équation de Schrodinger associée a un opé-
rateur h-pseudo-différentiel d’ordre 2. Ce résultat permet de retrouver la solution du systéme
hamiltonien a partir de celle de I’équation de Schrédinger correspondante, ainsi justifier la corres-
pondance entre I’évolution quantique et I’évolution classique pour une large classe d’observables

non-bornées.

Summary : We are interested in the relationship between the solution of Schrodinger equation and
that of the corresponding hamiltonian system. We establish first a result on the regularity uniform
in h € ]0,1] in weighted Sobolev spaces for the solution of the Schrodinger equation associated
to a second order h-pseudo-differential operator. This result enables us to recover the solution
of the hamiltonian system from that of the corresponding Schrodinger equation in the limit
h =0, and to justify the correspondence between quantum evolution and classical evolution for

non-bounded observables.
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1. - INTRODUCTION

Supposons que a(x,p) soit un symbole de poids tempéré, c’est-a-dire a(x,p) ECw(IRzn)

a valeurs réelles tel qu’il existe NO €IR:
Ibaaﬁa(x JISC 1+ HIpl) 0 VaBEINn
X p PITS of p ’ 4

On considére I'opérateur pseudo-différentiel associé a symbole a par la formule de Wey! :

(1.1) @Y (12 n12D))(x) = (2n) 172 p) a(h'/2(x+y)/2, n12p)f(y)dy dp
Rn

ot f € & (IR") eth> 0 estun petit paramétre. Dans la suite, on suppose toujours que
aw(h1/2x,h]/2D) admet un réalisation auto-adjointe dans L2(IRn).

Le probléme en considération provient d’un théoréme classique d’Ehrenfest qui dit
la chose suivante : Soient A(h) I'opérateur associé au symbole a(x,p) = | p|2/2 + V(x) et
Up(t) = exp(—ih—1tA(h)). On pose : gy, (t) = Uy (thp, ¢ € L2, Supposons que X; wh(t), o «ph(t),
b\ %

— o}, (t) appartient a L2(an). Alorsona:’ ]
aX]‘
—_ 172, =< hl/2p.
M e TSP
(1.2)
0

12 _ 12
<h o> <axl- V5>,

ol on a noté pour un opérateur L : < L > h( )= = (p ( ), L‘ph( )) = (gp,Uh(t)* L Uh(t)«p) et(.,.)
est le produit scalaire dans L2(IRn) Ces formules sont formellement analogues au systéme hamil-
tonien classique associé a a. Il fournit une illustration de la correspondance entre mécanique
quantique et mécanique classique. Ce n’est qu’un demi siécle aprés que Hepp [8] a établi que les
formules d’Ehrenfest sont compatibles a la fois en mécanique quantique et en mécanique

classique.

Depuis, de nombreuses généralisations sont apparues (voir Hagedorn [6] , Simon [18]

et Hogreve-Potthoff-Schrader [9] , Schader-Taylor ([17]) qui traitent aussi un probléme analogue).

L’objet de ce travail est d’étudier I’approximation semi-classique d’opérateurs du type :
(1.3) F(t,h) = Wh(XO’pO)* Uh(t)* B Uh(t) wh(XO’pO)

ol Wh(XO'pO) =exp { ih™ /2 (x-pgxo-D) }, U}, (t) est le groupe unitaire engendré par un opérateur
pseudo-différentiel : A(h) = (h] 2x,h1/2D), B est aussi un opérateur pseudo-différentiel :
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B= bw(h”zx,h]/zD). Rappelons que dans les travaux cités ci-dessus, on traite le cas ot A(h) est
un opérateur de Schrodinger et B un opérateur du type : exp {h1/2i(r.x+s. D)} avecr,s € IR",
tandis que dans ce travail B peut étre non borné dans L2(an), en ajoutant des conditions conve-

nables sur A(h). Plus précisément, on démontre dans la section 3 les résultats suivants :

i) Si on suppose que a est un symbole de poids tempéré et que b est un symbole de

poids borné et si la solution du probléme :

d::t)=apa(x(t),p(t) o x(0)=x,
P akl0p) , pl0)=pg

existe pour [ tI|<T, T>0,alorsona:

lim  F(t,h) =b(x(t),p(t)) pour la convergence forte des opérateurs de L2(IRn) pour
h—->0
[tI<T;

ii) Si on suppose que a vérifie : IB?(‘ 6g a(x,p)l < Caﬁ' lal + [B1> 2, alors pour tout

b, symbole de poids tempéré quelconque, on a :

lim  F(th)p=b(x(t),p(t))e dans L2(an)
h->0

pourt€ IR etp€ & (IRN).

Notons que si on prend : b =exp i(r. x + s . p), alors on retrouve des résultats bien
connus (voir Hepp [8] pour le cas oli n = 1). Si on prend b :Xj ou pj, j=1,..,ndansii), alors on
obtient les solutions du systéme hamiltonien classique pour a. En particulier si on prend

a=1/2 Ipl 24 V(x) avec V vérifiant : | af(‘ V(x)ISC, V lal>2, alors i) et (1.2) entrainent :

d ( 172 2
lim — (<n!/2> =p.(t) g |
hoo dt i 7 op(t) j

d d
lim = (< h]/sz>¢h(t)> =—a—x—V(x(t)) lo 12
h-0 i

aV aV
pour p € F et t € IR. Cela montre que la différence < — (h]/zx) > -— <h1/2x >
ox; op(t) ax; on(t)

est négligeable, lorsque h tend vers 0, ce qui est conforme au principe de correspondance.
La différence essentielle entre notre méthode et celles utilisées auparavant (voir [8]
[9]) est que nous établissons d’abord certains résultats sur la régularité de la solution de I’équation

de Schrodiriger et cela nous permet de justifier facilement une formule de Duhamel (voir (3.21)) ;
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la formule analogue dans [8] étant établie par un calcul explicite de I’action de certains opérateurs
sur les fonctions de Hermite (il en est de méme dans [9] ). Notons aussi qu’un propriété caractéris-
tique de la quantification de Weyl démontrée dans Hormander [10] est essentielle pour ce travail,

car elle nous permet de traiter des opérateurs pseudo-différentiels quelconques.

Maintenant on décrit brievement la suite de ce travail. Dans la section 2, on étudie
la régularité de la solution du probléme de Cauchy pour I’équation de Schrodinger. On montre

que sous les conditions de ii) pour a, Uy (t) est un isomorphisme topologique de %’ (IR") sur

Ipl2
F(IRM). Ce résultat dans le cas ot a(x,p) = -z—- + V(x,t) a été démontré dans Fujiwara [5] .

Mais dans notre cas, la dépendance en h est importante et on doit la suivre & chaque étape. Dans
la section 3, on montre les résultats i) et ii). On considére aussi la limite classique pour une autre
famille d’opérateurs ?(t,h) obtenue en modifiant la définition de F(t,h). Hepp ([8]) a aussi donné
un résultat dans cette direction mais sa formulation finale ((2.1) de [8]) n’est pas exacte sauf si
2 (t) est indépendant de t (voir le théoréme 3.8). Une formulation correcte de ce résultat de Hepp
est donnée dans Thirring [19] . On considére aussi les hamiltoniens dépendant du temps et un
développement complet de I’opérateur F(t,h) en puissance de h”2 est obtenu avec les estimations

du reste dans les espaces de Sobolev a poids.

Ce travail a été présenté dans [21] . Il constitue une partie de ma thése préparée sous
la direction du Professeur Didier Robert. Ici I'auteur voudrait exprimer ses gratitudes envers lui

pour de nombreuses discussions.
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2. - REGULARITE DE LA SOLUTION DE L’EQUATION DE SCHRODINGER

2.1. - Solution du syst¢eme Hamiltonien classique

Dans cette section, on considére une famille de symboles dépendants du temps,

a(t), t € -T,T[ . On fera les hypothéses suivantes sur a(t) :

(2.1) a(x,p,t) est a valeurs réelles et pour tous multi-indices , 8, af(‘ ag a(x,p,t) est continue
ent€ -T,T[;
(2.2) Pour tout 0 < T; <T et pour tous multi-indices B tels que lal+ |B1>2, il existe

une constante C telle que :
B, T, e
|32 ag alxpt)<Cog, tE[-T;,T;1, (xp) € R2"

(2.3) opW a(t), défini sur & (IRM), se prolonge en un opérateur auto-adjoint dans L2(|Rn)

w

que I’on note A(t). Ici on a noté op" a I’opérateur associé au symbole a par la formule

(1.1) avech=1.
Pour k entier = 0, on introduit les espaces Bk(IRn) par
B(IRM = | feL2(IR") ;x%DP fe L2(IR"), lal+ I81<k]

On munit Bk(IRn) d’une norme naturelle, notée par Il . | k- En utilisant la définition
de A(t)p comme intégrale oscillante, il est facile de voir que pour ¢ € & (IR"), I'application
t > A(t)p de }-T,T[ dans L2(IRn) est fortement continue dans L2(IRn). Par un argument de densi-

té, utilisant la condition (2.2), on voit que cette propriété est encore vraie pour tout ¢ € Bz(an).

On va étudier la régularité de la solution du probleme de Cauchy pour I’équation de

Schrodinger :

d
i — o (t) = A(t) ¢(t)
(2.4) o ’
o) =v

avec s,t € -T,T[ et € & (IR"). Dans la suite on appelle solution du probléme (2.4) toute appli-
cation absolument continue : t - ¢S(t) de J-T,T[ dans L2(IRn) telle que (ps(t) appartienne a
D(A(t)) pour tout t. Les résultats obtenus dans cette section sont déja connus pour
a(x,p,t) = lpl2 + V(x,t) (voir Fujiwara [5]).
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On commence par étudier la solution du systéme hamiltonien

)

5 x(ts;y,g) = o a(x(t,s ;y,8), p(t,s;y,8),t)
(2.5)

)

5 P(ts;y,8) == dy alx(ts;y,g), pts;y.e)t)

avec les données initiales :

(2.6) x(55v8) =y, Plss;ve)=g (v R

Par la méthode des approximations successives, on peut montrer que la solution dy systéme hamil-
tonien (2.5), (2.6) existe pour | t—s| assez petit, disons | t—s| < 8(Ty), Itl, |s|<T1 . Les condi-

tions sur a(x,p,t) entrainent que x(t,s ; y,g), p(t;s ;y,g) sont de classe c! entsetC en(y,g)

Dans la suite, on notera : x(t) = x(t,s ; y,g), p(t)=p(t,s;y,g). De (2.5) et (2.6), il vient :

t
x(t)—y=f apa(x(r),p(r),'f)dr
s

t
p(t)—g=—f 9, a(x(r), p(r),r)dr
S

LEMME 2.1. Pour lt—s|<6(T1), Itl, IsI< T, , on a les estimations suivantes :

Ix()I<C(1+ lyl+ Igl)exp {C lt=sl}
(2.8) (y.g) € IR2
Ip(t) < C(1+ lyl+ Igl)exp {C ltsl}

Pour lal+ 18l=>1,0na:

10% 38 (x(t)-y) 1< Cpg I tslexp {Cyp 151}
(2.9)

o B <
185 3 (p(t)8)I <Cyp I t=slexp {Cpq 51
Pour prouver le lemme 2.1, il suffit d’utiliser (2.7) et I’inégalité de Gronwall.

COROLLAIRE 2.2. // existe 0 < 8 (T]) < 8(T,) tel que pour tout | t—s| < 8 (T1) et pour tout
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g € IR" 'application y ~ x(t,s ; y,g) est un C™-différomorphisme de IR" sur IR".

On renvoie a Chazarain [3] pour la démonstration de ce corollaire.
Posons : A(T;) = {(t,s) s I<Ty, IsI<Ty, lt—s|<51(T1)}. Pour (t,s) apparte-
nant a A(T1 ), introduisons les opérateurs pseudo-différentiels :

(2.10) Xj(t,s)‘—‘opwxj(t,s), P(t,s)=opij(t,s), ji=1,.,n

j
Alors pour t =s la condition (2.6) donne :
(2.11) Xj(t,t)<p = X9, P]-(t,t) =Dy, pourg€ Y’ (IRM).

Proposition 2.3. Pour (t,s) € A(T,), soit C(t,s) /'un des opérateurs Xj(t,s), Pj(t,s), j=1,...,n. Alors

pour tout entier k = 0, il existe une constante Cy indépendante de t,s telle que lon ait :
(2.12) Il [Xj,C(t,s)}p I K <Ck ol K I [Dj,C(t,s)}p I K <Ck ol K
(2.13) IC(ts)e I} < Cy ol Kk+1 » Pourg€ S (IRM).

Preuve. On montre d’abord (2.12) et (2.13) pour k = 0. Si on désigne par C(t,s ; x,p) le symbole
de C(t,s), le lemme 2.1 donne que a"‘ BB C(t,s ; x,p) est de poids borné pour | al+ 181=1. Comme
i[X ,C(t,5)], |[D ,C(t,s)] admettent comme symboles — a C(t,s ; x,p) et 9y C(t,s ; x,p) respecti-
vement (2.12) V|ent de la continuité dans L2 des operateulrs pseudo- dlfferer{tlels (voir Caldéron-
Vaillancourt [2] ), pour k =0.

Pour prouver (2.13) avec k = 0, il suffit de remarquer que d’apres le lemme 2.1, on a :
a B . <
laxapC(t,s,x,p)l Caﬁ(1+|x|+|p|)

Pour k = 1 quelconque, on peut utiliser une récurrence et I’estimation (2.12) pour k = 0.
C.Q.F.D.

COROLLAIRE 24. X. (t s), Pl.(t,s) se prolongent en des opérateurs bornés de Bk(IRn) dans
Bk~ 1(IR") pour k = 1 Pour g € & (IRM), Xi(t,s)¢ et Pl-(t,s)cp sont de classe C! dans Bk(IRn)
par rapport a (t;s) € A(Tq).

Preuve. .7 (IR") étant dense dans Bk(IR"), la premiere affirmation vient directement de (2.13).
Comme les symboles de Xj(t,s), Pj (t,s) sont C! en t,s, par la technique des intégrales oscillantes,
la deuxieme affirmation se justifie facilement.

C.Q.F.D.
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2.2. - Régularité de la solution de I’équation de Schrodinger

Avant d’étudier la régularité de la solution du probléme (2.4), on rappelle un résultat

sur I'existence de la solution de ce probléme.

THEOREME 2.5. Sous les conditions (2.1) et (2.2), la solution du probléme (2.4) existe pour

(t,s) € A(Tq). Si on désigne par U(t,s) I'application U(t,s) : ¢ > ¢,(t), alors U(t,s) se prolonge en

une famille d’opérateurs uniformément bornés de L2(IR") dans L2(IRn) et de BQ(IRn) dans

Bz(IR") pour (ts) € A(T, Jetona:

(2.14) U(t,0) U(0,s) = U(t,s) (t,8), (0,5) EA(T]).

Si A(t) vérifie de plus la condition (2.3), alors U(t,s) est un opérateur unitaire dans L2(|Rn).
Pour la démonstration de ce résultat, on renvoie a Kitada et Kumano-go [12] .

Remarque 2.6. Dans [12] , Kitada et Kumanogo ont considéré la quantification non sysmétrique,

c’est-a-dire au lieu d’utiliser la formule (1.1) pour définir un opérateur pseudo-différentiels A(x,D)

a partir du symbole a, ils ont utilisé la formule usuelle :

(A(xD)f)(x) = W‘/f : a(x,p)fly) dy dp
IR<N

Dans notre cas, il est facile de voir que si a(t) satisfait aux (2.1) et (2.2), alors a¥(x,D,t) admet un

symbole usuel qui satisfait au (5.3) de [12] (voir aussi (5.8) de [12]).

Remarque 2.7. Le théoréme 2.5 a été démontré pour | t|< To, IsISTgavec T assez petit

dans [12]. Etant donné le corollaire 2.2, cette restriction n’est pas nécessaire.
Notre premier résultat sur la régularité de la solution est le théoréme suivant :

THEOREME 2.8. Pour tout entier N = 0, il existe une constante CN telle que pour p € &’ (an)
et pour ts tels que (t,5) appartient a A(T1 ), on a alors U(t,s) p € N (IR") et

(2.15) lU(t,s)e I|N<CN o N
uniformément par rapport a (t,s) € A(Ty).

On commence par établir des lemmes :
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LEMME 2.9. Pourp € &, 0na:

(2.16) ;; Xj(t,s)gp=~ (opw {a(. ,.,9), xj(t,s e )})w

)
(2.17) — Xi(ts)o=(op" (3, alx(ts;., ), p(ts; ., J)g.
De méme, pour Pl-(t,s), ona:

a
(2.18) 5 Pileslo=—(op" fal., . 5), pyfts 5., )

0
(2.19) —Pjts)o=- (opW O (s - -), plts -, Dk

Les égalités (2.16) - (1.19) ont lieu dans Bk(IRn) pour tout k = 0. { - } désigne le crochet de

n oC od oC od
POiSSOﬂ.'{C,d}='Z (g—a—a—x'a?
=1 P i i

Preuve. Par la définition des opérateurs Xj(t,s), Pj(t,s) (voir (2.10)), (2.17) et (2.19) sont immé-

diants. On démontre (2.16) et (2.18) se déduit de la méme maniére.

En revenant aux intégrales oscillantes, on a facilement :

0 0
(2.20) —X;(ts)o= (a—xj)w (ts;x,D)g, pourg€ & (IR")
S S

Donc il suffit de vérifier :

9
(2.21) = x(ts) == {als)x;(ts)}

On note ¢ts la solution (x(t,s), p(t,s)) du probléme (2.5) et (2.6). Comme
(2.22) ¢§ 0 ¢i =] sur IR2N

ab oo
(2.23) =0 ot={a()b}ogt,  pourbeC™(R?")

on en déduit :

)
t_ t t
(2.24) 0 9= (s (boggoel)| )od

=—{a(s), bo¢ts} o¢§[o¢§

=—{a(s), bo¢t5}
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En particulier, si on prend b = x , on obtient (2.21). (2.16) provient de (2.20) et (2.23). D’aprés
le corollaire 2.4, cela finit la démonstration.
C.Q.F.D.

LEMME 2.10. Pour tout k = 0, il existe Ck tel que :

0
(2.25) “ 5 Xj(t,s)cp +i[A(s), Xj(t,s)] <p”k <Cy ol K (t,s) €A(Ty)
aP.(t,s)
(2.26) “ o +i[A(s), P-(t,s)]‘p” y <Cy lol K pour p €F(IRM).
s

Preuve. D’apres les résultats sur le calcul symbolique (voir L. Hormander [10] ). i[A(s),Xi(t,s)]
admet un symbole de la forme {a(s), xj(t,s)% + r(t,s). Par hypothése (2.2) sur a(t) et le lemme 2.1,

r(t,s) satisfait a I’estimation.
a5f < n
(2.27) 1oy ag r(ts)l Coz,B Va BEIN

0
Le lemme 9 montre que = Xj(t,s) + i[A(s), Xj(t,s)] est le symbole r(t,s). Donc la continuité dans
s

L2(IR") pour des opérateurs pseudo-différentiels entraine (2.25) pour k = 0. En procédant comme
la démonstration de la proposition 2.3, on peut montrer (2.25) pour tout entier k > 0. (2.26)
peut étre démontré de la méme maniére.

C.Q.F.D.

Introduisons les opérateurs ')zj(t,s), Fj(t,s) par :

(2.28) %j(t,s) =-i X:(t,s) +i[A(s), X:(t,5)]
os J J

(2.29) Fl-(t,s) 2 P.(t,s) +i[A(s), X:(t,s)]
os ) J

Le lemme 2.10 affirme que Xi(t,s), Fj(t,s) se prolongent en des opérateurs bornés dans Bk(IRn)

pour tout k = 0.

LEMME 2.11. Pour 9 € &, on a dans L2(IR") :

.
(2.30) (Pj(t,T) U(r,s) = U(r,s) Pj(t,s))¢ =[ U(r,o) Fj(t,o) U(o,s)p do
s
-
(2.31) (Xj(t,T) U(r,s) —U(r,s) Xi(t,s))gp =[ u(#,0) ii(t,o) U(o,s)p do
s

Preuve. Par le théoréme 2.5, les premiers membres de (2.30) et (2.31) sont bien définis, puisque
U(ts)p € Bz(an) et que XJ.(t,T), P.(t,7) sont continues de Bz(IRn) dans B! (IRM).
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Pour ¥ € CBO(IRn), (U(r,r) Pj(t,r) U(r,s)p,¥) est clen r, donc on a la formule
([P](t’T) U(T;S) - U(T)S) Pj (t)S)}p)\II)

T d
:f (U(T)r) P(tyr) U(r,S)@,‘l’)dl’
g dr J
T 0]
=f (U(r,r) i[A(r), Pi(tr)] + P Pi(tr) Ulrs)e,¥)dr
S

=f (U(r,r) Fj(t,r) U(r,s)o,¥)dr
s

(., .) désigne le produit scalaire dans L2(IR"). D’ot1 (2.30). De méme, on peut montrer (2.31).
C.Q.F.D.

Maintenant, on peut montrer le théoréme 2.8 :
Preuve du Théoréme 2.8. Pour N, 0 <N <2, (2.15) est déja montré dans le théoreme 2.5. Suppo-

sons que I’on ait déja montré (2.15) pour N, 0 < N <k-1, on va le montrer pour N = k. Prenons
=7, (2.30) et (2.31) deviennent :

(2.32) D U(r,s)p=U(r,s) P (7,5)¢ +f U(r,0) P;(7,0) U(o,s)p do

(2.33) Xj U(r,s)¢ = U(r,s) ts)¢ [ U(r,o0) X (r,0)U(0,s)p do

Par le lemme 2.10 et ’hypothése de récurrence, on déduit de (2.32), (2.33) que Dj U(t,s)e,
Xl- U(t,s)y sont dans gh~1 (IR") et vérifient :

(2.34) I Dj Ulrske Il 1 <C I P (tshp I +Cpq o I 4

(2.35) I Xj Ulr,slo Il 3 <Cp 4 I X’-(t,s)cp he—1 +Ci—q o I 4

Avec le lemme 2.9, (2.34) et (2.35) impliquent U(7,s)p € Bk(IRn) vérifiant :
Tu(ts)e I, <C, ol

Cela finit la démonstration du théoréeme.

C.Q.F.D.
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On remarque que par (2.14) on peut définir U(t,s) pour tous t,s avec |tl, |sl< T

THEOREME 2.12. S/ /e symbole de A(t) verifie les conditions (2.1) et (2.2), alors pour
It IsI< T, U (t,5) défini de la maniére ci-dessus est une application continue de & (IR") dans
& (IR"). Si on suppose de plus que A(t) vérifie la condition (2.3), alors U(t,s) est un isomorphis-
me linéaire topologique de & (IR") sur & (IR™).

Preuve. Par le théoréme 2.8 et une inégalité de Sobolev, U(t,s)p € & (IR") lorsque g€ & (IR™),
au moins pour |t — slassez petit : |t —s|< 61(T1). De plus I’application U(t,s) : & - & est

uniformément continue. Pour t,s quelconques, [t], IsI< T, , onsuppose t> s et
de sorte que Itj - tj-—1 I< 81 (T1 ), i=1,2,...,.% D’aprés le théoréme 2.5, 0n a :
U(ts) = U(t,tg_]) U(tQ_],tQ_z) U(t1 )

Donc U(t,s) est continu de & (IR") dans & (IR").

Si A(t) vérifie la condition (2.3), U(t,s) est un opérateur unitaire dans L2(IRn).

Comme U(t,s)_1 =U(s,t) estcontinu de & (IR") dans & (IR"), U(t,s) est un isomorphisme topo-
logique linéaire de & (IR") dans & (IR").

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 2.13. Sous les conditions (2.1) et (2.2), supposons que A(t) soit indépendant de t :

A(t) = A. Alors A, défini sur & (IR"), est un opérateur essentiellement auto-adjoint.

Pour les détails de démonstration, on renvoie a D. Robert [15] . Notons qu’en parti-

culier, a étant a valeurs réelles, A est symétrique sur & (IR").

2.3. - Continuité Uniforme en h

Wa(

Dans cette section, au lieu de considérer I'opérateur A(t) = op t) on va considérer

I'opérateur A (t) = aw(h1/2x, h1/2D,t) pour 0 < h < h et I'équation de Schrodinger correspon-

dante :
0
Ih -a: Soh(tts) = Ah(t)wh(t)s)
(2.36) 0 €S (IR

op(ss) =9
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Soit Uh(t,s) T R ¢h(t,s). Pour notre besoin ultérieur, on établit dans cette section la continuité

de Uh(t,s) uniformément par rapport a h.
Définition 2.14. On désigne par gk (h) ’espace
(2.37) BX(h) = {f€ L2(RM) ; (h"/2)% (W) 2D)P e L2(IR™), lal+ 18I<k}

2,1/2
muni de la norme : I f |I Kh= { Z I (h]/zx)a (h”zD)B fl f pour f € Bk(h).
lal + 18I<k

Définition 2.15. On dira qu'un opérateur By est uniformément continu de Bk(h) dans BM(h)

s’il existe une constante Ck telle que :
1Byl <G Ifly,  pourfe BK(h) et 0 <h <h,

THEOREME 2.16. Soit A (t) = a% (h1/2x, hV/2Dt) avec a(t) vérifiant les conditions (2.1), (2.2).
Alors Uy (t,s) défjni par (2.36) se prolonge en un opérateur uniformément continu de Bk(h) dans
Bk(h) pour tout entier k = 0 et il existe une constante C, indépendante de h et | tl, |sI<T,

telle que :
(2.38) IUL(8)f Iy SC Iy pourf € BK(h)

La démonstration du théoréme 2.16 suit la méme démarche que pour le théoréme

2.8, donc on donne seulement une esquisse.

Définisson les opérateurs th(t,s), P?(t,s), j=1,2,...,n, par:

(2.39) x]?‘(t,s) =¥ (15 h1/24 h1/2p)

(2.40) Pjh(t,s) = p]W (t)s; h1/2x, h”QD), pour (t,5) €A(T,)

avec xj(t,s N B pj(t,s ; ., .) satisfaisant au probléme (2.5), (2.6). Parallélement aux lemmes
29,2.10,0n aici :

LEMME 2.17. Pour tout entier k > Xh(t s), P (t,s) se prolongent en des opérateurs uniformé-

ment continus de Bk(h) dans BK™1 (h) Pour tout ent/er k = 0, il existe une constante Ck telle que

pour tous (t,s) € A(Tq),0na:
(2.41) % () + h <c, |
. ™ Xj (t,s)p m [Ah(s),XJ— (t,s)Je Kh <SC g I kh

0 i
2.42 ” — PN (t,s)p +— h “ <
(2.42) 2P (ts)e . (AR ()P (ts) o <h C oy p
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Pour montrer le lemme 2.17, il suffit d’utiliser les mémes arguments que dans la dé-
monstration du lemme 4.10 et le lemme suivant :

LEMME 2.18. Soit b un symbole de poids tempéré vérifiant pour un certain entier N = 0 et tous

a,B:
(2.43) 13% 86 b(x,p) 1< Cygl1 + IxI+ IpIN

Alors B(h) = (opwb)(hu 2x,h1/ 2D) défini sur & (IR"™) se prolonge en un opérateur uniformé-
ment continu de Bk+N(h) dans Bk(h), pour tout k entier = 0.

Preuve. Considérons I'opérateur pseudo-différentiel associé au symbole C(x,p) = (1+ Ix |2+Ip !2)1/2
c(h)=cWn1/2x, n1/2p)

On va montrer que pour tous entiers m,2 = 0, il existe une constante C > 0 telle que

(2.44) cIfl ermp < (Ch)fI mph<CHflg 1 pourfE€ F(RM  hefong]

Pour € = 0, (2.44) est trivial. Supposons que (2.44) soit montré pour £ = k = 0 et tout m, on va

le montrer pour =k + 1. Par I’hypothése de récurrence, on a, en remplagant f par C(h)f,
(2.45) clolchfl <lhEch)ktlen . <c, _ lIchfll
: k,m k+m,h m,h k,m . k+m,h

Donc il suffit de montrer

(2.46) CoIEl gy SICIF I <COIFI Ly pour tout entier s > 0.
. 2 2.1/2 n
Pour s =0, écrivons : (1 + I x| +1Ipl©) =1+ Z X; fj(x,p) + Pj gj(x,p) avecfj 8

j=1
des fonctions de poids borné. (2.46) est une conséquence immédiate de la continuité dans
L2(IR") et du théoréme de composition pour des opérateurs pseudo-différentiels. Pour le cas
général, il suffit d’utiliser les commutateurs [h1/2xj,C(h)] , [h”sz,C(h)] et une récurrence sur

s 2 0. Par conséquent, (2.44) est vérifié.

D’apres (2.44), pour achever la démonstration de lemme, il suffit de montrer

(2.47) Icm)X Bh)F I<cy I (Ch)<N I fe 7(RM

1/2
Comme (1 + | h1/2 512 4+ |p1/2 p|2) = 1, d’apres les résultats de D. Robert [15], C(h) est

inversible dans L2(IR") pour h assez petit. Donc (2.47) est équivalent 2
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(2.48) Ich)k B(h) (ch) N ri<c I

D’aprés (2.43), utilisant I’approximation de (C(h))—1 par des opérateurs pseudo-différentiels, on
peut déduire que C(h)k B(h) (C(h))_(N‘H()

Donc (2.48) est démontré, ainsi que le lemme.

est un opérateur uniformément borné dans L2(an).

C.Q.F.D.
Par les lemmes 2.17 et 2.18, on établit facilement les relations suivantes :

.
(2.49) (P}‘(t,r)uh(r,s)—uh(r,s) P(ts))p = f Up(7,0) P](t0) Uy (os) do
S

T

(2.50) (Xl-h(t,'r) Up,(7,8) = Uy (7.5) th(t,s)_np = f Uy, (,0) R‘;’(t,o) U (0s)pdos o€ F(IR")
s

avec ’IB';‘(t,s), Xih(t,s) uniformément continus de Bk(h) dans Bk(h), k = 0. Comme

(2.51) th(t,t)=h1/2 xj Plh(t,t)=h1/2Dj,

(2.38) vient de (2.49), (2.50) et (2.51) en utilisant une récurrence en k.

3. - APPROXIMATION SEMI-CLASSIQUE AUTOUR DES TRAJECTOIRES CLASSIQUES
3.1. - Une caractérisation de la quantification de Wey!|

L.Hormander [10] a montré que la quantification de Weyl donnée par la formule

(1.7) de la section 1 est la seule qui ait la propriété suivante :

(3.1) Si L(., .) est une forme réelle linéaire sur IR2”, C(x,p) = ¢l L(x,p), alors e' L(x,D)
défini par la théorie spectrale est un opérateur pseudo-différentiel, de symbole de
Weyl C(x,p).

Pour (xq,pg) € IR" he [0,hg], posons
(3.2) Wh(xo,po) =exp [ih—]/z(po - X=X . D)]

Alors d’aprés (3.1), Wh(xo,po) a pour symbole exp { ih_1/2(p0 CXXq) - p) } .
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LEMME 3.1. Soit b un xymbole de poids tempéré. On a :

(33) Wi (xo:Po)b™ (x,D) W, (xq,p0)* =W (x— 112 x, D-h71/2p )f

pour tout f€ & (IR").

Preuve. Comme Wh(xo,po) a symbole exp { ih—1/2(x -Pg~ Xp - p) } , un calcul direct donne le
résultat.

C.Q.F.D.

Supposons maintenant que a € C°°(IR2n) soit un symbole de poids tempéré, c’est-a-

dire qu’il existe No réel tel que pour tous a, f, on ait :

N0/2

(3.4) |agaga(x,p)|<caﬁ(1+|x|2+|p|2)

Soit T > 0. Supposons que la solution du systéme hamiltonien classique

ox

5 (t;XOJpo) = ap a(x(t;XO»po); p(tJXOJPO))
(3.5)

op

Z; (t)XO:pO) == aX a(x(t)XO)pO); p(trXOJpo))
avec donnée initiale
(3.6) X(OJXO)pO) = XO ) P(O,XO,Po) = pO

existe pour | tl < T. Supposons aussi que a soit a valeur réelle et que A(h) = aw(h]/zx, h1/2D)

admette une extension auto-adjointe dans L2(|Rn) pour tout h € J0,hy].

On développe le symbole a autour de la solution du probléme (3.5), (3.6), notée par

{x(1), p(v)}-

/ a(x,p) =ag(t) +a;(x,p,t) +a5(x,p,t) +r3(x,p,t)

1
B7) { atkpt= 2. — 2% B a(x(t)p(t) (xx(1)® pp®)F, j=12.

: 1
= 2 — (ex()® (pp(1)f f (1-0)* 82 88 alx(t)+o(xx(1),
lal+ 1g1=3 « B! 0

p(t) + a(p—p(t))do
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A (3.7) correspond la décomposition suivante de A(h) :
(3.8) Alh) = Ag(t) + AR(H) + AD (1) + RB ()
t
Comme a, (7,p,s)ds est une forme réelle linéaire sur IR2", I’opérateur
0
t
U?(t) =exp —in™1 Aq(s)ds
0

défini par la théorie spectrale est un opérateur pseudo-différentiel.
LEMME 3.2. Soit b un symbole de poids tempéré. Pour tout f€ & (IR"),ona :
39) Ul bW x—2x, D0 2p0) UN(0)* £= bW (-2 x (1), D0 2p()) £

Preuve. Comme on a déja remarqué, U?(t) est un opérateur pseudo-différentiel. Calculant expli-

citement son symbole, on obtient :
t
(3.10) exp;—ih_1 a (h1/2x, h1/2p,s)ds =exp in71/2 { —(x(t)xg) . p + (p(t)—po).x+g(t,h)}
0

ou g(t,h) est une fonction indépendante de (x,p). En appliquant le lemme 3.1, on obtient (3.9).
C.Q.F.D.

COROLLAIRE 3.3. Pour tout symbole de poids tempéré b, on a
(3.11) UR() Wy (xgupg) - bW (x, D)W, (xg,pg)* UR () = bW (x—h712 x(1), D-h /2 p (1))
pour tout f€ & (IR").

Preuve. 11 suffit d’appliquer successivement (3.3) et (3.9)
C.Q.F.D.

De (3.11), il vient :
(3.12) U (oW, (xo.pg) - bW (n1/2x,h112D) Wy (xg o) * UM (0)* =W (h /2 (1) 1 2D—p (1)

Cela signifie que la conjugaison de bw(h”zx,h]/QD) par I'opérateur unitaire U?(t) W, (xo,po) est

équivalent a une translation le long des trajectoires classiques de (3.5) et (3.6).
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3.2. - Asymptotique semi-classique autour des trajectoires classiques

Soit a un symbole vérifiant les conditions du § 3.1. Alors, la solution de I’équation

de Schrodinger :
L0 n
(3.13) 'ha—tsoh(t):A(h) en(t) wh(0)=w€ F(RY) , tER
existe. De plus I’application Uh(t) T > ¢h(t) se prolonge en un groupe unitaire dans L2(IR").

THEOREME 3.4. Soit a vérifiant les conditions précédentes. Soit b un symbole de poids borné.
On note B(h) [extension continue dans L2( IR") de [I'opérateur pseudo-différentiel
bw(h” 2x,h1/ 2p). Notons (x(t), p(t)) /a solution du probléme (3.5), (3.6). Alors

(3.14) s— lim Wh(xo,po)* Uh(t)* B(h) Uh(t) Wh(xo,po) =b(x(t), p(t))
h-=>0

uniformément par rapport a t sur tout compact de }-T,T[ (ici on a désigné par s—lim /a limite forte
dans L2(IRn)).

Ici on conserve les notations du § 2.3. On établit d’abord des lemmes.
LEMME 3.5. Soit C un symbole de poids tempéré vérifiant :
(3.15) 19% 3B c(x,p)l<cC (1+|x|+|p|jN0
: xp ¥ off
pour un certain entier Ny = 0. Alors pour f € F(IR"), ona
(3.16) 1IWL 20 2p)p-cl00)0 I, . <C hV2 Y Ix%pBy i
k,h =k ol 181=1 k+Ng)h
a =

avec Cy indépendant de h € ]O,ho] .

Preuve. Quitte a remplacer C(x,p) par C(x,p) — C(0,0), on peut supposer C(O,?) = 0. Donc on

peut écrire C(x,p) sous la forme :
o 1 2
C(x,p) =jZ1 ij G (x,p) + p; C; (x,p) }
D’aprés (3.15), C}( vérifie I’estimation

N
] B k < 0
19y apci (x,p)l\CaB“ + IxI+ Ipl)
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avec une nouvelle constante CaB . D’ou vient :

1/2 n

h

— 21X W (n!/2012D) + c]W(n/2n 1 2D)x; £
j=1

(3.17) cW(n"/2n1/2p)f=

n
+ 3 01212 fo, W p12h12p) + W p! 2 2y o
j=1

Appliquant le lemme 2.18, on déduit (3.16) de (3.17).
C.Q.F.D.

COROLLAIRE 3.6. Soit B(h) vérifiant les conditions du théoréme 2.1. Alors

(3.18) s— lim B(h)=b(0,0) dans L2(IR")
h->0
Preuve. D’aprés (3.16), on a lim B(h)yp = b(0,0)¢ dans L2(IR") pour p € & (IR"). Comme

h—->0
F(IRM) est dense dans L2(IR"), et que B(h) est uniformément borné dans L2(IRn) par rapport

a h, cela entraine que

lim B(h)p =b(0,0)p Vo€ L2(IR").
h->0 C.Q.F.D.

PROPOSITION 3.7. Définissons 'opérateur Vh(t,s) par:

h h 1 '
(3.19) V(ts)= Wh(xo,po)* U7 (t)* U}, (t=s) U7(s) W, (xq,pg) exp { ih f ao(o)do}

s
Désignons par A(t) I'opérateur pseudo-différentiel, de symbole 2, (x+x(t),p+p(t),t) et par
t
U(ts) =exp =i f A(r)dr /e propagateur de I'équation de Schrédinger associées a A(t), donné
s

par le théoréme 2.5. Alors, pour € & (IR"), on a :

(3.20) lim V(000 = U(t,0)p dans L2(IR")
h—0

La limite est uniforme en t dans tout compact de I-T,T][ .

Preuve. Etant donné E C }-T,T[ compact, on choisit T <TtelqueE C [—T1,T] ]. Il est évident
que le symbole de A(t) vérifie les conditions du théoréme 2.8 pour t € [-T1,T4]1 . Donc pour
0E &, U(ts)p € & et Vi (,s) U(s,r)¢ est continiment différentiable dans L2(IRn) par rapport

as. On a ainsi la formule :
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t
(3.21) Vh(t,O)cp - U(t,0)p= —f i (Vh(t,s) U(s,0)p)ds
0 ds
Calculant d-d— th(t,s) U(s,0)¢ } , on obtient :
S
d
(3:22) — {Vp(t5) U000} =iV (t3) { Wy (xqpo)* U (s)* [A(h)/h — AB(s)/h — AR(s)/n].
. U?(s) Wh(xo,po) -A(s) } U(s,0)p
D’apres (3.12),0n a :
(3:23) Wy (xqpg)* U (s)* [A(h)/h = Ag(s)/h — AR(s)/] URS) Wy (xpg) ~ As) = R ()

ol Ry, (s) est un opérateur pseudo-différentiel, de symbole :

]

1

h1/2| | % ol B! 5 f (1-0)° 3% 38 a(x(s) +h'/2 xa,p(s)+h ' 2po)do
al+ 1g1=3 B! 0

Donc pour h assez petit, on a une majoration uniforme par rapporta s € [—T1,T1] :
(3.24) IR,(5) U(s,0) I <hV2 (y)
Reportant (3.22), (3.23) dans (3.21), utilisant (3.24), il vient :

1V, (0)p - U(,0)e I<Ch!/2 c(y) <,

Cela montre (3.20).
C.Q.F.D.

Revenons a la démonstration du théoréme 3.4 :

Preuve. Par le corollaire 3.3, on peut réécrire le premier membre de (3.14) :

(3.25) Wy (x:Pg)* Up, ()*B(n)Uy (W, (xg,Pg) = Vi (5006 (1 2x(1),0 /2D 4p 1) v, (1,0)
avec Vh(t,s) défini par (3.19). Par le corollaire 3.3, bw(h]/2x+x(t),h]/2D+p(t)) converge forte-

ment vers b(x(t),p(t)) dans L2(IRn) et la convergence est uniforme par rapport a t, |t < T;.

(3.20) entraine que :

(3.26) s= lim V| (0) =U(t,0) dans L2(IR™)
s—>0

uniformément pour t dans tout compact de |-T,T[ . D’ot (3.14).

C.Q.F.D.
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Soient (x(s),p(s)) la solution du probléme (3.5) et (3.6) et a5(s) la forme quadratique
associée a a autour de (x(s),p(s)) :
' ~ 1
(3.27) Slas= 2 — y*dP %l a(x(s)p(s))
_ 5 alf! p
lal+ 1B81=2

On désigne par (y(s,t;x,p), q(s,t;x,p)) la solution du probléme :

2 s t,0) =~ 3, Ty 5,xp) , s )5

.a_S (S;t;X;p) - q az(y(s,t,x,p) » Als,1X,p),s
(3.28)

oq

é: (S)t;x;p) = ay az(Y(S)t;xtp) ) q(S,t,X,p),S)

avec les conditions initiales :
(3.29) y(ttx,p)=x , a(ttxp)=p
Enfin on pose : y(t,x,p) =y(o,t;x,p) , q(t,x,p) =q(o,t;x,p).
THEOREME 3.8. Sous les conditions du théoréme 3.4, on a :
(3.30) s— lim W, (xq.po)* UN()* uh(t)bw(x—h” 2x0,D—h]/2p0)Uh(t)*Uh(t)Wh(xO,pO)
h—=>0
=bW(y(tx,D), q(tx,D)) , dans L2(IR")
la limite étant uniforme par rapport a t dans tout compact de }-T,T| .
Preuve. On introduit le propagateur unitaire Vh(s,t) défini par :
V, (s,8) = W, (xn,p)* UN()* U, (t5)UN(s) . W, (xo,p0) . UN(s,0)
h'S hXoPo/™ M1 h 18- WpXoPo/ - Yo',
t
ol U?(t) = exp {— ih~1 A?(s)ds }, Ar]‘(t) étant défini par (3.7) et (3.8) et
0
t
Ug(t,s) = exp { —ih-1f aO(o)do}. D’aprés le corollaire 3.3, 0n a :
s
h — —
W (xo,po)* U (1)U, (00W (x—h ™1 2x , D725 ), (1) UR (W, (xopg) =
-\ w Y, *

t
Si on pose U(t,s) = exp { i f K(r)dr} , on peut montrer comme dans la proposi-
tion 3.7 que : s



122 X.P. Wang

s— lim Vh(O,t) =U(t,0) dans L2(IR")
h—->0

Pour voir cela, il suffit de remarquer que pourp € &, ona:

— td _
(VR(0,1) = U(t,O))so=—] — (Vp(5,0U(s,0)p)ds
0 ds

t
(3.31) =i f Vi, (5,0 { Wy (xg,p o) *UR (s)* [’l:) ~Ag(s)/h —A?(s)/h]u?(s)wh(xo,po)
0

- K(s) } U(s,0)p ds
De (3.31), on déduit comme dans la proposition 3.7) que :
1V,,(0,0) - U(0)p I<Ch'/2,
Donc on a prouvé que :

- fm W (xgpo)*Uf (0*Up (96W (x-h 120,001/ Zp ) Uy (0+UR (W, (x0,p)
-

(3.32)
— w * 2 n
=U(t,0) b" (x,D)U(t,0) dans L<(IR")
La conclusion du théoreme 3.8 vient alors du résultat suivant :
PROPOSITION 3.9. Pour tout symbole de poids tempéré b, U(t,0) bw(x,D) U(t,0)* est un opé-
rateur pseudo-différentiel, de symbole b(y(t,x,p) ; a(tx,p)) avec y(t,x,p) et q(t,x,p) définis avant

le théoréeme 3.8.

Preuve. Remarquons d’abord que d’aprés le théoréme 2.8, U(t,0) bw(x,D) U(t,0)* est une appli-
cation continue de & (IR") dans &(IRM). Posons :

F(t) = U(5,0)0Y (x,D)u(1,0)*
Alors F(t) vérifie I’équation de Heisenberg :

dF ~
— () =i[A(t),F(t)]
dt
(3.33)
F(0)=bY(x,D)

ici (3.33) s’interpréte au sens des opérateurs linéaires continus de & (IR™) dans & (IR"). Alt)

étant auto-adjoint dans L2(IRn), la solution de (3.33) est unique. On cherche une solution :
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t - F(t) pour (3.33) 2 valeurs opérateurs pseudo-différentiels. Pour cela, on a besoin du lemme

suivant :

LEMME 3.10. Avec les notations précédentes, le probléeme :

of ~
5; (X,p,t) = ¥ a2(x,p,t),f(x,p,t) z

(3.34)

f(x,p,0) =b(x,p)
admet une seule solution f(x,p,t) = b(y(t,x,p),a(t,x,p)).

Preuve. Désignons par $s le flot hamiltonien défini par (3.28), (3.29). Soit f(x,p,t) solution de
(3.34) avec b = 0. Alors f(¢g),t) vérifie

d - of
(3.35)

Utilisant la condition initiale, il vient : f@{),t) = 0. Comme Q;B o$? (x,p) = (x,p), cela entraine
flx,p,t) =0, V(x,p) € IRZ", t € }-T,T[ . Donc I'unicité de la solution de (3.34) est démontrée.
Par I’inégalité (2.24), on a pour f(x,p,t) =b O’J,’(t) .

of - ~0
g (x,p,t) = { 32(X:p;t)» bo ¢t !

La condition (3.29) entraine f(x,p,0) =b(x,p). Cela finit la démonstration.
C.Q.F.D.

Revenons a la démonstration de la proposition 3.9 :

Comme i [A(t),F(t)] admet pour symbole {Ez(t),f(t)} , lorsque F(t) a pour symbole
f(t), d’apres le lemme 3.10, I’opérateur pseudo-différentiel associé au symbole b(y(t,x,p),q(t,x,p))
vérifie évidemment (3.33). Donc I'unicité du probléme (3.33) entraine que :

(3.36) U(t,O)bW(x,D)U(t,O)* = bw(y(t,x,D),q(t,x,D))

La proposition 3.9 est démontrée.

C.Q.F.D.
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Ajoutons maintenant une restriction sur la croissance du symbole a :
(3.37) Iag ag a(x,p)l<CaB pour lal+181>2 et (x,p)€ IR2N,

Alors par le théoréme 2.12, Uh(t) est une application continue de & (IR") dans & (IR"). Donc
pour tout symbole de poids tempéré b, Uh(t)*bw(h”zx,h]/2D)Uh(t) est bien défini sur #(IR").
En particulier, la solution du probléme (2.5) et (2.6) existe pourt tout t. Si on note
A(h) = aW(h”zx,h]/zD), alors A(h) est essentiellement auto-adjoint et par abus de notation, on

note encore par A(h) son extension auto-adjointe dans L2(IR").
THEOREME 3.11. Pour tout symbole b de poids tempéré, et pour tout ¢ € & (IR"), ona :

(3.38)  fim Wy (xgpo)* Up()* bW(h1/2xn1/2D) Uy (1) W, (x pole = blx(1),p(1)e
h—=0

dans L2(IRn)
La limite est uniforme par rapport a t dans tout compact de R.
Preuve. Comme dans le théoréme 3.4, on peut encore écrire :

Wi (xgPo)* Up (1% 6% (0120 1/2D) Uy () W, (x e
(3.39)
= Vp (60)* bW (1 2xx(1),h /2D 4p(1)) v, (1,0)0

avec V| (t,0) défini par (3.19). Comme a satisfait a la condition (3.37), on voit que (3.21) est

encore valide avec Rh(s) vérifiant :

1/2 vl
(3.40) IRy () UGs,0)o I <h1/2 ¢y l 'Z<3 IX* 0Pl
alx

uniformément par rapport a s sur tout compact de IR.

Notons par f(x,s.h) = h1/2 Rh(s) U(s,0)p. De (3.40), il vient que pour tout Ty,

{f(.,s,h) } est un ensemble borné dans Bk(h) pour tout k = 0. D’oll on déduit que

0<h< hO
fU;(s) Wh(xo,po) f(.,s,h)} est un ensemble borné dans Bk(h), car, pour g€ &,

Up (5) W, (xg.Pp)e

~ h1/2 h1/2 h1/2
—ih ]/2[‘X-P(S) T pl)x(s) = X(S).po+°—2—- XO-PO]}g(X‘h_UZx(S))

=exp




Etude semi-classique d’observables quantiques 125

Par conséquent, le théoréme 2.16 montre que pour |sI < T;, 0 <h<hg,
{Uh(t—s) UJ (s) Wy, (xqoPg) f(.,s,h)} est un ensemble borné dans Bk(h), pour tout k = 0.

D’aprés le lemme 2.18 et (3.21),0ona:

t
16W(h 201 2D) (v, (,0)-U(L0)e I<h!/2 C f DV, (t5) fs,h) T p ds
0 )
(3.41) .
<n!/2 c'f LU, (t-5) UL () Wy (xgpg) Flush) Iy ds<h1/Z
0 )
Cette estimation est uniforme pour t dans tout compact de IR. On peut donc estimer :
1v£(6,0) bW (n !/ 2xkx(1),h /2D +p(1)) Vi, (1,000 — U(50)* b(x(t),p(t) U(t,0)e |
< 1VE(50) bW (0 2xx(1),h /2D+p (1) (v (1,0)-U(£0)e |
(3.42)
+ 1f6¥(h 1 2x4x(1),h 1/ 2D+p(1)) — b(x(1),p(1)} U(L,0) I
+ 1 (VA(L0) = Uy (0)%) blx(1)p(1) U(t,0)e |
En appliquant le lemme 3.5, la proposition 3.7 et (3.41), on déduit de (3.42) que :

(3.43) 1V, (600 bW (1 2xx(),h 12D +p (1) V;, (£0)0 — b(x(1),p(0)e 1< h1/2 ().

(3.38) découle de (3.39) et (3.43).
C.Q.F.D.

3.3. - Développement semi-classique
On se place dans les conditions du théoréeme 3.11. Supposons que b vérifie

il existe N tel que :
(3.44)
10% 9B b(x) < C_ (14 IxI+Ipl) O
Xp of

pour tous a, § € IN"

Dans la suite, on va donner un développement semi-classique de «I’état» :

(345) W, (xgp)* Uy (0 bW (h1/2h 12D) Uy (0) Wy (xpgle, ol p€ o (IR™)
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en puissance de h”2 dans un sens a préciser. Comme on I'a déja vu, (3.45) s’écrit :

Wi (xgpg)* Up (1% bW (h/2h/2D) Uy (1) W (xg 0o )e
(3.46)
= Vi, (600 bW (02 (1),h 2D+ (1) V. (1,000

Pour N = 0 entier quelconque, on développe les symboles a(h1/2x+x(t),h]/2p+p(t)),
b(h1/2x+x(t),h1/20+p(t)) autour des trajectoires x(t), p(t) données par (3.5), (3.6) pour t € IR.

a(h1/2X+X(t) h1/2p+p Z hl/z Z I_I xapﬁ agaga(x(t);p(t))
=0 lal¥lgl=j @B

(3.47)

H(N+1) > X b r(o}g (W2 12, 1)
lal+ IB1= N+1

b(h ! 2x4x(t),0 1/ 2p+p(t)) = Z W2 Y L e pﬁa"‘a“a(x(t),p(t))

=0 lal+ 18] « B!
(3.48)
+hN/2 z —:Elx p r(z)(h]/th”2 t)
lal+181=N %

Par I'hypothese (2.37) lorsque N > 1, lal+ [Bl=N+1, les r&p sont des symboles de poids borné.
On écrit les opérateurs aw(h]/2x+x(t),h1/2D+p(t)) et bw(h1/2x+x(t),h1/2D+p(t)) sous la

forme :
(3.49) W (0 24x(6),n 12D 4p (1)) = Z hil2 Al + hNFD2 R (h,
j=0
(3.50) o¥(n 2 x(t)n 2D 4p(0) = > W2 B0 + N2 R (n,1)
i=0

D’apres le lemme 2.18 et (3.47), pour toutp € & (IR"), on a :
1
(3.51) IRG ol <G 2 Ix*ofon
lal+ [BISN+1

ol Cy est une constante indépendante de t dans tout compact de IR. Comme la proposition 3.7,

on établit finalement :

t N
(3.52) (vh<t,s)—U(t,s))¢=—af vh(t,r])gz W27 () + BN L) UG shodr
s j=3
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pour p € & (IR™), avec U(t,s) défini dans la proposition 3.7. Indiquons que le deuxiéme membre
de (3.52) se comporte comme h1/2 lorsque h = 0. Par une itération, on déduit de (3.52) un déve-

loppement de Vh(t,s) :

Vh(ts)cp U(t,s)p + Z |)Jff j t,T)g Z h /2 +h(N 1)/2R (h,'rl-)
j=1

N,
. U(Tj,Ti__—I) QZ3 h AQ(TJ__1 )+h

(3.53)
e 1[[ f nlt ’% D ICICAIVERRINASITN
N—1 s AQ(TN_.1) h RN(h‘TN-1)

U(TN_1 ,TN_2) ven U(T],S)(p dTN_1 dTN_2 coe dT-l

N Rg\‘(h,Tj_1)§U( 17 jp)- U rshe drjdr,

Examinant (3.53) terme par terme, on trouve :

N 2,,~1
f f f Uler) ; h 12" aglry)+hN"1/2 Rg‘(h,rj)éu(rj,rj_,)...
g=3 -
U(r T1s )tp)d’rjdrj_] ...d‘r1 = i hk/2{ ff f
K=j 21+, + 4=k

U(t,Tj)AQ] ) (Ti)U(Ti’Ti-1 )A22+2 (Ti__1 )...AQj+2 (r)U(r 1,s)x,odrj...d7'1 %

(3.54)

+h(N-1)/2 R,L j(h,t,s)gp

Pour R;\l ’-(h,t,s), on a le lemme suivant :

LEMME 3.12. Pour tout entier m = 0, il existe une constante C indépendante de t,s dans tout
compact de IR, et h&€ ]O,ho] telle que :

(3.55) IRY (o) I <Cpy > Ix* DB f I mh o 0= 1oN2,
lal + 11<j(N+1)

Preuve. On remarque d’abord que U(t,7 ) est continu de B™(h) dans B™(h) et par (3.47) les Aj ()
sont continus de Bl+k(IRn) dans Bk(an). Donc dans B™(h), on a

(3.56) IO p<c 20 eofrn
lal+ IBI<j
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Puisque Rl]\l i(h,t‘.,s) est une combinaison linéaire de termes de la forme
).

1
U(t,Tl)AJ]+2(Tl) U(TJ,T]_]) RN(h,T]_]) voo U(T1,S)

(3.55) provient de (3.51) et (3.56).
C.Q.F.D.

Si on désigne par h(N-1)/2 RL N—1 (h,t,s) le dernier terme du deuxiéme membre de
(3.53), (355) est encore vrai pour j = N—1, car Vi (tr N-1) st uniformément continu de BM(h)
dans B™(h).

De (3.53), (3.54), il vient :

N-2  N-2 N-1
(3.57) Vy (ts)e = Ults)e + _Z] (i) k};_ hk/2 ¢, (sl + 'Z] N2 R htshe
)= =] )=

avec

t [t t
(3.58) Ck,j(t's) = fo f U(t,Tj)AQ]+2(Tj)U(Tj,T]-_1)...AQj+2(T])U(T1,S)dTi...dT-|
sJT T:
1 j—1

ol la somme est prise sur tous les multi-indices (!21,...,Qj) de I'ensemble (1,2,3,...,j) avec
Q] +Q2+...+Qj =Kk.

LEMME 3.13. Pour g€ & (IR"), Vh(t,0)¢ admet un de’ve/oppemént semi-classique :

(3.59) V(0= >, hil2 D, (thy + hNTD2 Ry (h,0)e
i=0

avee Dy(t) = U(t,0)

j
_ _ak _ ~
(3.60) D;(t) = > () Cj,k(t,O) i=12,..,N-2.
k=1
N—1 :
Ry (h,t) = _Z] Ry j(h,8,0)
l:

vérifiant les estimations :

(3.61) 1Dt 1y <C o Bl s i=0,1,..N-2
(3.62) IRyl p<C 2. , e
lal+ IBISN—1 ’

ici les estimations sont uniformes lorsque t parcourt tout compact de IR.
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Preuve. (3.59) et (3.60) viennent directement de (3.57), (3.62) est une conséquence immédiate

du lemme 3.12. Pour montrer (3.61), il suffit de remarquer :

C.D.F.D.

THEOREME 3.14. Soit b un symbole vérifiant (3.44). Alors W, (x,p)*Up, (1% bW (n1/2x, h'/2p).
Uh(t) Wh(xo,po) admet un développement en puissance de h1/2 qu sens suivant : il existe une

famille d’opérateurs pseudo-différentiels Gj (t) qui sont donnés par :

(3.64) Ge= 2. D (B (11D, (1 0€ F(R")
i1 gt 2B

telle que pour tout entier N et pour tout g€ & (IR"),ona:

W, (xgPo)* Up ()% 6% (0120 /2D) Uy (1) W (xg Pl

(3.65)
N Z hil2 G t)¢+hN/2 Ryt , dans & (IR")

et pour tout entier m, on a les estimations uniformes par rapport a t dans tout compact de IR :

(3.66) | Gi(t)«p Il m<Cl. m ol m+3j j=0,1,..,N=1, pour tout p € &,

3.67) 1Ryt | p <Cp, > 1x*0P0ll sy hEh]
lal+ IBI<2NZ+5N 0

Rappelons que Bj(t), Dj(t) sont définis par (3.50), (3.60) respectivement.

Preuve. Par le lemme 3.13,0na :

N-1
(3.68) Vi (t0)*p = Z hil2 Dj(t)*cp +hN/2 Ry (ht)*

j=0
Mais V, (t,s) étant unitaire, Vh(t 0)* = Vh(O t). Par la démonstration des lemmes 3.12, 3.13,
D* (t), RN(h t)* possédent les mémes propriétés que D. (t) Ry (h,t). D’autre part B est de symbo-
le polynomlal de degré j,, donc pour ¢ € F(IRM), 2

a
(3.69) 18; (e I <Cpoj, I Pl PN
lal+ 181<j,
D’aprés (3.44) et le lemme 2.18, RN(h,t) vérifie les estimations

(3.70) IR (el p<Cr 2 Ix®0fon Ly
lal+IBI<N o
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Maintenant, (3.64) et (3.65) découlent du lemme 3.13 et de (3.50), (3.68). Les estimations (3.66),
(3.67) viennent de (3.61), (3.69) et (3.70).

C.Q.F.D.
Explicitons deux premiers termes de (3.65) :
(3.71) Golt) = bix(t)p(1)
(3.72) G, (t)= Da(t)* B, (t) Do(t) + DO(t)* BO(t) D, (1) + D’f(t)* Bo(t) DO(t)
n
=U(L0)*{ > [x; 3xj b(x(t),p(t)) + D, 3pj b(x(t),p(t))]p U(t,0)
j=1
On note BX I’espace Bk(h) avech=Tetl. | k la norme correspondante. Alors on peut

estimer le reste du développement semi-classique établi dans le théoréme 3.14 par une norme

indépendante de h :
COROLLAIRE 3.15. Pour tout m entier = 0, il existe Cn tel que :

3.73 IR (th)e I _<C_lgl
( ) N( ) m>tm "¢ C(N2+m

2)

pour touth C J0,hylet toutp € & (IR"). 1ci C> 0 estune constante universelle.

3.4. - Hamiltoniens dépendant du temps

Soit a(t), —T < t < T, une famille de symboles telle que a‘j(‘ ag a(x,p,t) soit continu

en (x,p), t. Supposons qu'il existe un entier Ng tel que pour tout T1 < T et pour tous a, 8, on ait
o aB No
(3.74) |ax ap a(x,p,t)I< Caﬁ“ + Ix1+ Ipl) < Ty

Posons Ah(t) = aw(h1/2x,h]/2D,t). On suppose que les solutions des problémes suivants existent
pour—T<ts<T:

d—: (t,s) = ap a(x(t,s),p(t,s),t) x(s,s) = X0
(3.75)

dp

” (t;s) =-0, a(x(t,s),p(ts),t) p(s,s) =p

(3.76) ih (% P (ts) = Ah(t) «ph(t,s) ¢h(s,s) =p€ F(IRN)
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Désignons par Uh(t,s) I'application ¢ = ¢} (t,5). Supposons de plus que Uy, (ts) se prolonge en un
propagateur unitaire dans L2(IRn). Sous les conditions ci-dessus, on peut montrer des résultats

analogues au cas ol I’Hamiltonien est indépendant de t :

THEOREME 3.16. Utilisant les notations précédentes, soit b un symbole de poids borné. On note

encore par bw(h” 2x,h1/ 2D) son extension continue dans L2(|Rn). Alors :

s— lim Wy (xg,Po)* Uy (ts)* bW (h!/2x,h1/2D) Uy (1) W, (x,p)
h->0
(3.77)

= b(x(t,s),p(t,s)) dans L2(IR").
La limite est uniforme par rapport a t,s dans tout compact de }-T,T[ .
THEOREME 3.17. Sous les conditions du théoreme 3.16,0na :

s— lim Wy (xgpo)l* Up(t:s)* bW (x h12x(t,5),0-h"12p (1)) Uy, (1,5) W (x,P)
ho0 h\*0F0 h h h\*0’0
(3.78)
=bW(y,(tx,D), a(tx,D))
ys(t,x,p), qs(t,x,p) étant définis d’une maniére analogue a celle du théoréme 3.8 :

Soit Tply,a ; ts) = v* o 8% o a(x,(15),p(t,s),1). Soit

lal+181=2 &
(y(t,s ; x,p),a(t,s ; x,p)) la solution du probléme :

ay ~
PYe (ts 5 x,p) ==3g a5(y(t:s s x,p), alt,s ; x,p) ; 1,5)
(3.79)

aq ~
5 (ts;x,p) =0, a5(y(ts;x,p),alts; x,p) ;t,s)
avec données initiales :

(3.80) y(s,s5x,p)=x, qls,;s;x,p)=p.

alors, ys(t,x,p), qS(t,x,p) sont donnés par

(3.81) ug(tx,p) =y(s,t;x,p)  qg(tx,p) =qls,t; x,p)
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Puisque la démonstration des théorémes 3.16, 3.17 est presque analogue a celle des

théorémes 3.4, 3.8, on indique ici seulement les points différents.

Comme dans (3.9), on écrit A (t) sous la forme :
(3.82) A (1) = AR(ts) + AR (ts) + AD(t,s) + RN(t5)
- h 0lts) + Ajlts) + Aylts) + R3(t,
ol Ajh(t,s) a pour symbole aj(x,p ;ts)

1
B8 wepitd= 3o (ol )ox(u) Hmpies)
al+181=]

j=1,2,3. On définit un opérateur U?(t,s) par :
t
U?(t,s) =exp —ih | A? (r,5)dr
s

Alors comme dans le corollaire 3.3, pour tout symbole de poids tempéré b, on a :
(3.84) U (t,5) W (xg,pg) bW (' 2n 1/ 2D) Wy (x,p)* U (1) = bW (1 2xx (1,5),0 12D 1))

Introduisons I’opérateur Vﬁ(t,‘r) par :

t

(3.85) Vi t,7) =Wy (xq,po)* UN(67)* Uy (17)UN(7,5) W, (x ) exp(in ™! f a(0,5)do)
S

D’aprés (3.84), on peut écrire le premier membre de (3.77), (3.78) comme :

(3.86)
=V} (5% bW (h 1 2x4x(1,5),h 2D +p(1,5)) Vi (1)

W (xgPo)* Vp(6s)* bW (™ 2x(1:5),0-"12p(1,5)) Uy (t,5) W (x,p)
(3.87)
=V} (t5)* bV (x,D) V3 (t,5)

Utilisant la méthode de la démonstration de la proposition 3.7, on obtient :
(3.88) 1V} (ts) = Uts)e 1<h2 (o) 0 € #(IR")

I'estimation (3.88) étant uniforme par rapport a ts dans tout compact de |-T,T[ . lci, U(t,s)
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est défini par :

t
U(t,s) = exp —-if Kz(r,s)dr
s

ou Kz(t,s) est un opérateur de symbole :

~ 1
as(x,p;ts)= ZI | T x® pB b‘; ag a(x(t,s),p(t,s),t)
lal+ 18] &P

Suivant la démonstration des théorémes 3.4, 3.8, avec les modifications données

ci-dessus, on peut montrer facilement les théorémes 3.16, 3.17.

Au lieu de (3.74) on suppose que pour lal+ 1B1>2, [tI<T, <T,
o Af <
(3.89) 19 ap a(x,p,t)I< Caﬁ
et que Ah(t) = aW(h]/zx,h”zD,t) est formellement symétrique sur & (IR™). Alors, d’apreés le
théoréme 2.5, le propagateur unitaire Uy (t,s) correspondant au probleme (3.76 existe, Uy, (t,s)
est continu de & (IR") dans & (IR"). On a donc le résultat suivant :

THEOREME 3.18. Soit b un symbole de poids tempéré. Alors pour o € & (IR"), on a :

lim W, (xopo)* Uy (£5)* bW (01250 2D) U, (1,5) W, (x b ole
h-0
(3.90)
= b(x(t,),p(t3))y dans L*(IR")
La limite est uniforme par rapport a t,s dans tout compact de }-T,T[ .
Remarque 3.79. On peut aussi donner un développement semi-classique de I’opérateur

Wi (o) Up(ts)* bW (021 2p) U (1) W (x,p)

(voir le théoréme 3.14). La démonstration est exactement la méme que celle du théoréme 3.14.

Mais on utilise (3.86) au lieu de (3.39). On omet donc les détails.
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