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Résumé : On étudie ici les propriétés du spectre de I'opérateur de Schrodinger Ay = -A+ U.

Lorsque U(x) =1, lim U(x) = + o, on sait que le spectre de Ay est discret. Soit N(A) le
Ix|—> 400
nombre de valeurs propres inférieures ou égales a2 A. On connait le comportement asymptotique

de N(A) [8,10] . Nous donnons, dans une premiére partie, une généralisation de ce résultat sous des
conditions plus faibles sur U.

Dans une seconde partie, nous étudions le cas de potentiels qui ne tendent pas vers
I’infini dans toutes les directions et nous donnons un encadrement de la suite des kiéme diametres

de la boule unité d’espaces de Sobolev associés dans L2,

Summary : In the paper, we study the spectral properties of Schrédinger operators AU =-A+U.

If we assume U(x) =1, lim U(x) = + oo the spectrum of Ay is discrete. Let N(A) the num-
Ix|=>4 o0
ber of eigenvalues less than A, the asymptotic of N(A) is known [8,10] . We first generalize this

result under weaker assumptions on U.

In a second part, we examine cases where the potentials do wo tend to infinity every-
where as Ix |- + o, We give an estimate of the sequence of nth width of associated Sobolev spaces
.2
inL°.
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0. - INTRODUCTION

Considérons I’opérateur de Schrodinger sur IR", Ay = —A + U, ol A est ’opérateur
n 2
0
de Laplace A = Z —— et U un potentiel, fonction définie sur IR", que nous supposerons 2
=1 axl-
valeurs réelles, appartenant a leoc(IRn) et bornée inférieurement. L’opérateur AU est alors essen-
tiellement auto-adjoint sur C;(IR") (Kato [6] ). Notons "QIU le prolongement auto-adjoint de A,

D( "Q{U) le domaine de ”dU muni de la norme du graphe. Dans le cas ot lim  U(x) =+oo[(a}]
|x |40
on sait que I'injection de D( LdU) dans L2(IRn) est compacte et que le spectre de LQfU est alors

constitué d’une suite croissante (7\,-). >0
. N F e - . . [ ”;
comme seul point d’accumulation. Avec des conditions supplémentaires de régularité sur U, on

de valeurs propres, de multiplicité finie, admettant + oo,

peut donner le comportement asumptotique de la suite des valeurs propres (Cf [4], [10],[13]).

Soit N(A) = Z 1, la fonction de répartition de la suite (\.) _ . Dans [10], par exemple,
N <A i=o

G.V. Rozenbljum avec des conditions assez faibles sur U, montre que :
~ _ n/2 N - —n P
® N~ 7, [A-U) Y dx ot v, =(2v7) I‘(5+1) :

Ce résultat a été généralisé par Pham The Lai dans [8] 2 des opérateurs & = leo + U ol
,}z{o est un opérateur elliptique a coefficients constants d’ordre 2m. Ce cas sera |'objet du paragra-

phe 11, oli nous donnons (avec des conditions plus faibles sur U) une autre généralisation de (B).

Mais la condition (@) n’est pas nécessaire pour que l'injection de D( sz(U) dans
L2(IR") soit compacte (Cf [3]). Citons comme exemple [1], ol la compacité de Iinjection est

1
établie avec la condition f —— dy — 0 pour | x| = 490, Comme autre exemple, on
|

x-yl<1UW)

- 20 ., 20’ p q _ ) N
verra que, pour U(x,y) = Ix1<% lyl“® , x € IRF, y € IR% avec n=p+q, 6>0, ¢’ >0, l'injection
de I’espace associé { ueH! (IRM), U”2 ue L2(|Rn)} dans L2(IRn) est compacte. D’autre part il
est clair que, pour un tel potentiel la formule (8) n’a plus de sens. L'objet du § |11 est I'étude de ce
type de potentiel. Nous donnerons le comportement de la suite des kieme diametres, au sens de

Kolmogorov, de la boule unité de I’espace associé dans L2(IRn).

Notons que parallélement, Robert [9] a étudié le cas ou le potentiel U s’écrit
U(x,y) = Ix|2! (1+y2)k, (x,y) € IR2, k et | entiers > 0. Par la méthode du noyau. Nous retrou-

vons ici, en particulier ses résultats, ainsi que ceux de Simon [12] .
Enfin nous terminons par un autre exemple de potentiel s’annulant sur une variété

non bornée. Il s’agit du potentiel [11]

1/2
Uy =12 (xy;=xv)?], x€RY, yeRA.
i<j
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Nous donnons ici une autre démonstration du résultat de Simon que nous complétons par une
étude des K'®™M€ diamétres de la boule unité de I’espace associé dans L2(IR2q).

A notre connaissance c’est le premier exemple de I'estimation de kIéme diametre
d’espace de Sobolev associé a un potentiel U ne tendant pas vers+ « dans toutes les directions.
Nous espérons pouvoir étendre ces résultats a une classe plus large de potentiels, pouvant s’annuler

sur une variété non bornée, contenant en particulier des potentiels polynomiaux.

l. - DEFINITIONS
1.1. Kiéme diamétre dans un espace vectoriel normé.

Soit A une partie d’un espace normé E, on appelle k'®™® diamétre de A dans E le
nombre

dk(A,E)= Inf Sup Inf  Ixylg
E € 9 xEA YyEE

ot @ k désigne I’ensemble des sous-espaces de dimension k de E. On a les propriétés suivantes :

(i) dO(A,E) est le rayon de la plus petite boule centrée a I’origine contenant A.

(i) dk(aA,E)=Otdk(A,E) («=>0)

(iii) ACB = d,(AFE)<d,(BE)

(iv) La suite dk est décroissante. De plus, pour que dk - 0 lorsque k - + o= il faut et il

suffit que A soit précompact.
Un résultat important est le théoréme de Krein ([7] par exemple).

Soit Ek+1 un sous-espace de dimension k+1 de E et SEk+1 la boule unité de Ek+1'
Alors

d, (SE, 41,E) =1.

Nous renvoyons a C. Goulaouic [5] pour une étude compléte.
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1.2. Formule du mini-max.

Le lien entre la notion de n'®™® diamétre et la théorie spectrale est donnée par la

formule du mini-max de Courant-Fischer.

Considérons la situation variationnelle (G,H,a), ol G et H sont deux espaces de Hilbert
séparables, G étant un sous-espace dense dans H, I'injection de G dans H étant compacte, et, a est

une forme sesquilinéaire hermitienne, positive, continue et coercive sur G.

On note A, I'opérateur non borné, de domaine D(A), dans H, associé a (G,H,a) par le
lemme de Lax-Milgram. A est auto-adjoint positif. Son spectre est constitué d’une suite de valeurs

propres ()\J-)_ >0’ réelles positives, de multiplicité finie, tendant vers + o=, Il existe alors une base
=

hilbertienne (wl-), >0 de H, constituée de valeurs propres de A et formant un systéme orthogonal
|1 Z

dans G pour a telle que

©o

G={u=z u. . ; Z 7\-Iu.12=a(u,u)< +°°¥
=0 17 i=0 1)

Sis,G={u€G;a(uu)<1},
On montre que
d

—"1/2

I1. - UNE CLASSE D’ESPACES DE SOBOLEV A POIDS SUR IR"

Rappelons d’abord les résultats obtenus dans [8] sur le comportement asymptotique

des valeurs propres de I’opérateur :

Ld=bg¢0+u

dans IR", ou udo est un opérateur différentiel d’ordre 2m, a coefficients constants, formellement

auto-adjoint et ou U est un potentiel tel que

(1) U(x) =1 lim  Ux)=+c U€ELg,
Ix|>+o0
Posons .&y(D) = > aaﬁD‘Hﬁ,
lal<m
BI<m

On suppose que les coefficients vérifient a5 = 50—3 pour touta,f et que .o/y(D) vérifie la condition
d’ellipticité suivante.
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(2) Il existe une constante E > O telle que, pour tout systtme de nombres complexes

7=(r,4) , lal=m nous avons
) T iry
a7 To=>E — 7
a
wl=1gl=m PP et @

HM = Hm(IR") désignant I'espace de Sobolev usuel et posant V = U]/ 2 notons :
- . 2
HY = fueH™;vueL?}
H{," est un espace de Hilbert muni de la norme naturelle

Tut2 =lul?_+lvul?
HY' H™ L2

Considérons alors la forme intégro-différentielle
ay(uy) = aO(u,v) +‘/.V2 uvdx

ao(u,v) = Z 2,8 D%DPv dx et une forme hermitienne sur H™.
lal<m
IBlI<m
av(u,v) est continue sur H\T X H\'}1 et puisque V est réel aV(u,v) est hermitienne
sur H{,n. Elle est de plus coercive.

2)'

Soit A I'opérateur non borné dans L2, auto-adjoint, engendré par le triplet (aV,H{}‘,L A est

une réalisation auto-adjointe de I’'opérateur différentiel
A (.,D)=.dy(D) +U(.)

Le spectre de A est réel. Soit ()‘j) la suite des valeurs propres de A, rangées dans |'ordre croissant,
répétées suivant la multiplicité. Notons

NAVA) =D 1
i, <A

le nombre de valeurs propres )\i de A inférieures ou égales a A. Alors, avec les hypotheéses supplé-
mentaires sur U(x), (voir [10]).

(3) Il existe une constante C > O telle que :
a(2\,U) < C o(A\U) pour X suffisamment grand ol a(A,U) = mes {x ; U(x) <A } ,

(4) Il existe une constante C > 0 telle que :

U(y) < C U(x) presque partout, lorsque Ix-yI<1,
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(5) 1l existe une fonction continue n(t) = 0, 0 <t <1, n(0) =0 et un réel g € [0,1]
tels que
1+ 2
lU(x+2) - U(x)ldx <n(lz]) 1zPu(y) 2m
Ixyl<1
latz-yI<1

pour touty,z€IR", 1zI<1, ona
NQLA) ~2o(AU) A+

ol ¢(A,U) est la fonction
m
o(AU)=f (\-U (x))_%_rn dx (f désignant la partie positive de f)

et £ une constante qui dépend du symbole principal .o *(£) de ..

Nous allons dans ce paragraphe étudier le comportement asymptotique des k'*M€ diamétres d’une

classe plus générale d’espaces du type ci-dessus.

2.1. Les espaces W{,n’p(an). Enoncé du résultat
Soit V : IR" > IR vérifiant

(1) V(x)>1, V(X)ELp,, lim V(x)=+eo

[x|—>o0

On suppose de plus que V vérifie seulement les hypothéses (3) et (4) ci-dessus
(3) a(2\,V) < C a(A,V) pour A suffisamment grand
(4) V(y) <C V(x) presque partout, lorsque Ix-y|<T.

Soit m entier = 1, p réel > 1, on pose

lal
1- —

WIP(R)=WIP=fue 2'(R"), v ™M D% ELP(R), lal<m}

Wv'p est un espace de Banach muni de la norme
lal

'I—_
YLD T A L
WV lal<m L
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PROPOSITION 2.1.1. L injection Wy)’P .,  LP(IR") est compacte.

Démonstration. On vérifie d’abord que W{T/"p est réflexif. Puis on montre comme dans [8] , lem-
me 1.1., que I'image de toute suite bornée de W{'/"p contient une sous-suite qui converge fortement
dans LP.

On pose

NA)=22 1 A>T,
k:d <

k
d, =d, (SWJP,LP)
S W@’p désignant la boule unité de Wv’p.
N(A) est donc le nombre de kM€ diamétres supérieurs ou égaux i;\-. Puis
oV) = [ -V ()™ dx.
Alors,on ale
THEOREME 2.1.2. Sous les hypothéses (1), (3), (4) sur le potentiel V,on a :
NQ) ~¢(AV)
(= signifiant qu’il existe des constantes C1 et C2 >0 telles que
C,y oA V)SNQ) < o8 ®(AV) (pour \ suffisamment grand)).
Note : Dans la suite les constantes issues des majorations seront souvent notées par la lettre géné-
rale C ; par conséquent différentes C se suivent sans étre nécessairement égales.

2.2. Approximation polynomiale

On considére un réseau laticiel = de cubes Q (de IR"), de coté e”m, 0<e<1.Pour

un cube arbitraire Q, de centre XQ » ous notons

+ — .
Va=esssup V(x), Vo =essinf V(x)
Q X€Q Q x€Q

Soit D_= Q;V—>1—.Ona:
€ * Q
€



212 R. Desplanches

LEMME 2.2.1. Pour u € WP, il existe Pzu, fonction de LP(IR"), polynomiale dans chaque
cube Q, de degré < m telle que

Tu=Pgu <Celul
= PR wip

\

C étant une constante > 0, indépendante de € et de u.

Démonstration. Soit D le sous-ensemble de IR", constitué par les cubes Q de D€ . Sur D, on

approche u par 0. On a

flulpdx<f eP VP [ulP dx =€P prIqudx.
D D D

Sur chaque cube Q & De , on approche u € Wv’p par un polynome PQ u de degré < m—1 tel que :
/ D"‘(u—PQ u)dx =0 0< lal<m—1
Q
En utilisant I'inégalité de Poincaré (généralisé) [Cf [2] par exemple] on obtient :
f Iu-—PQulpdx<Cpep >, ID* ulP dx
Q

lal=m “YQ

ou C est une constante qui ne dépend que de m et de n.

Alors si on note P I’opération qui a u € Wv'p associe 0 sur D et PQ u sur chaque

cube Q & D, on obtient bien une fonction P—u, polynomiale dans chaque cube telle que

lu—P=ull <Celul
=" PR wyP

Dol le lemme.
On approche ainsi, a € pres. Tout élément de la boule unité de W'\Y,"p, par un élément

d’un sous-espace vectoriel dont la dimension k(e) est une fonction de €, n, m, V. Considérons
-1
maintenant E = {Q : VQ < —}.
€

Soit p € 2 (IR"), 2 support dans le cube & = ([-1,1])". Soit TQ la composée d’une translation et

d’'un homothétie de telle maniére que TQ applique Q sur 6. Notons Q= v° TQ' On a donc
1

el/m

ch(X) = ( (x—xQ)) oll xq est le centre de Q.

Soit E~ I'espace vectoriel engendré par les fonction vQ> Q EE. ll est clair que :
Ex CW('P et dim Ex =k(e).

On munit E de la norme induite par Lp(IRn).
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LEMME 2.2.2. Soit S EE la boule unité de EE . Alors
SELCBe ' SWIP
avec B> 0, indépendante de e.

Démonstration. |l suffit de prouver que, si f, = Z YA P
Y~ QcE Q"Q

el <Be N If
Y Wv;P Y Lp(an)

ol B est une constante > 0 indépendante de €.

Or

llf 1P LBOR™) [R" I%:vowQ(x)lpdx=% |'7le 4 lth(x)Ipdx

=Z|yQ|Pe“/m flw(y)lpdx=C1ZI7lee"/m
Q 5 Q

D’autre part :
lal

THLINES T ) 15 7 Dl
f, = \ X YA D™ pn(x) 17 dx
YW aikm JRD g ¢ 9
Ial
= . I'yI f m x)lDa¢Q(x)|pdx
lal<m Q

_ 1
Mais sur chaque cube Q de E, Vq < —, et donc compte tenu de I’hypothése (4) sur V, on a
€

c
V(x) <— presque partout sur Q. Alors :
€

If NP <C Ly P f ID% IPd
v WV |a12<:m % Q" - lal)p 0 &PQ(X) X

m

€
2 Xl D% ()P
<C ‘YQ T f [l Dgp)Q x) 1P dx
(1-—=)p p
lal<m Q oom Qem
<c X > rglP — f "M |p%, P 4x
lal<m Q A
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Finalement, il existe BP > 0 telle que :

p
1y 1P mp

<BPP p
m B” e IIf,yIILp

(IR")"
D’ou le résultat.

k(e) étant le nombre des cubes de E, nous donnons maintenant une estimation de k(e) en fonction

1
de €, puis de ¢(—, V). Nous établissons auparavant une propriété de la fonction ¢(A,V).
€
LEMME 2.2. Soit a > 0, alors il existe une constante b =b(a) > 0 telle que :
$(@\V) <b¢(\V)
pour \ suffisamment grand.
Démonstration. Tout d’abord, il est clair que la condition (3) entraine :
A
o(aA,V) <d o(;,V)

la constante d étant obtenue par itération de la condition (3). De I'inégalité aA-V < a}, on déduit

@ -Vv)p<ar I[V<a)\] ol I[V<a7\] est la fonction caractéristique de {x 1 Vi(x) < ak}. D’ou :
A A
(ah = V)M ax <M \M g vy < g 20m n/m Syn/m g Z v
+ 2 2

A A
Or, pour V <§-, onaA—-V 25- et donc

A A
(5)"/m o7 V)< ﬁA—V(x))Q/m dx.

D’oli le résultat.

LEMME 2.2.3.

1
Démonstration. Soit E’ = {Q €E ;Va 2—*. V vérifiant ’hypothése (4), on en déduit pour chaque
€

1
QEEr, E"< V(x) presque partout, V x €Q.
€
Alors, si h(e) est le nombre de cubes de E, on a :

h(e)en/m < k(e) en/m _ 0(—1— ,V)
Ce
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C 1
Mais, pour tout Q € E, Vg < —, puisque VQ <—, et donc
€ €

k) "M < oS, V)
€

De plus, utilisant I’hypothése (3), on peut trouver des constantes a1, telles que

T 1 1 C 1

- 0(—) V) < 0(—, V), U("", V) < 32 0(—r V)
ay € Ce € €
et donc
o(—,V
1 Ce )
a, a C
172 O’(—,V)
€
On en déduit
1
<N
a; 2y k(e)

D’autre part il est clair que :

en/m(k(e)—h(e))<f 1 dx<€n/m k(e)

V(x) <—
€
Ce qui donne
1< n(e) < ! <
< ES Xxadq a4 .
1/ / pdx e 172
n/m -
€ V(x)<—
(x) e k(e)
LEMME 2.2.4., 1 :
"M Jyv(x) <— €
€
) 1
Démonstration. Notons | 1 la fonction caractéristique de{x i V(x) <-—$. Ona:
[v<-] ¢
€
1 2
-1 4 <(=-V),
€ [V<__] €
€
D’ou

€

1
f | dx <f(3—v)1/m dx
n/m V(X) <_ €
€
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Ce qui donne en utilisant le lemme 2.2.2,

1 1
f | dx<Co(=,V)
e'm Jy(x)< €

€

Inversement I'inégalité

1 1
(——V(x))+<—|
€ Y% <l

entraine

2.3. Démonstration du théoréme 2.1.2.

Posons k(e) = I(€) +1, dy () (S WP, LP(IR)) = dy(e) -
D’aprés le lemme 2.2.1., il existe une constante C telle que :

d’ou

€
1
Prenons € =—7-\-, alors les lemmes 2.2.3. et 2.2.4. donnent :
€ C
N() < k(=) < Af(—— V) g
C €
Et, en utilisant le lemme 2.2.2.

:
N <c]ﬁ-—V)2/m dx=C; 6(AV).
€

La minoration de dl(e) s’obtient en utilisant le théoréme de Krein, les propriétés des k'°MeS

diametres [Cf. § 1.1] et le lemme 2.2. Ce qui donne d (€) >Be,doud . >e
(=)
B

1
Et pour e =—):, d’aprés les lemmes 2.2.3 et 2.2.4., on a donc

€ B
N> 1(=)>C f(——v)ﬂ‘/m dx
B €
D’ou en utilisant le lemme 2.2.

N(\) >C, [(l- V)M dx =C, p(AV).
€

Ceci termine la preuve du théoréme.
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I11. - OPERATEURS DE SCHRODINGER A POTENTIEL «<DEGENERE»

Dans ce paragraphe nous abordons le cas de potentiels qui ne tendent pas vers I'infini
dans toutes les directions.

Nous considérons les potentiels définis sur IR" par :
U(xy) = Ix120 |Y|2o’ , xEIRPyeIRY, p+q=n (p,g=>1)

avec 0, o’ réels > 0.
Nous traiterons d’abord le cas n = 2. Puis nous terminerons par I’exemple d’un potentiel proposé

par Feynman

U(xy)=Ix Ayl, x€IRP, yeIRP, p>2.
On considere donc, comme dans le § Il, pour chacun de ces potentiels, I’espace de Hilbert :

HY =HY(R) = {ueH (IR, v u e L2(R") | ot v =U1/2

et on étudie le ki€Me diametre de la boule unité de Hl, dans L. On établit d’abord une propriété

des espaces Hl/ .

PROPOSITION 3.0. 2 (IR") est dense dans H, .

Démonstration. Par troncature et régularisation. Soit ¥ € 2 (IR") telle que W(x) =1 si IxI<1

¥(x) =0 si Ix|>2. Posons V. (x) \II( ) jEIN*.SiueH (IRn) on sait que \1/ u->u(j>+)
dans H (IR") De plus V \I/ u->Vu (svmplement) et par hypothése V u € L2 avec IV \II ul<|vul

D’aprés le théoreme de la convergence dominée, V \Il u -V u dans L2(|Rn) On en déduit que

‘I/ u converge vers u dans HV Donc I’ensemble des fonctlons a support compact est dense dans

Hl, Soit alors u € HQ/ a support compact. Par regulansatlon on obtient une suite (u. )I EN -
uE€ 2D (IR") qui converge vers u pour la topologie de H (IR”) Soit B(0,1) la boule unité fermée
de IR".

On a, supp Iui—u | C supp u + B(0,1) = K, avec K compact. Alors, il existe une constante C >0,
C= sup V(x) , (V continue) telle que

x €K
/ IVu,-Vul?dx<cC / lu;~ul? dx.
IR IR"

D’ou (”i)i € |N converge vers u dans Hl/ .



218 R Desplanches

3.1.Espace H) _,

Soit V(x,y) = IxI° IyIO’ , (xy) € IR2, o> 0, ¢'>0. L’espace HL sera noté H}, o

Onale:

THEOREME 3.1.
a) L’injection Hl o & L2 o5t compacte

b) Soit S H), . la boule unité de H] L2).

- 1
5,0 4 =dy(SH

0,0'’
Alors

1. 5 ,
I)sio’<o dy =~ (?)0/(1+0+o)

log k
2sio=¢’ dkz(———i o/ (1+20)

1 ,
3sic’>a  d (;)0/(1+o+a )

3.1.1. Démonstration de la partie a) du théoréme.
Elle est basée sur la proposition suivante :

PROPOSITION 3.1.1. // existe une constante C > 0 telle que pour tout u € Hl o’

f Ix120/(1%0") 1412 gxdy <cC Iu 12,
IR2 0,0’

f 1y12070%0) 142 g4y gy <clu 12,
IR2 Ho,a’

Démonstration. A cause des symétries évidentes, il suffit de montrer que pour x >0,y >0, il

existe C > 0 telle que :

I=f X20/(1+o’) lul? dxdy<Cllu||2]
IR?I_ Ho,o’

pour tout u € 2 (IR?) (Proposition 3.0).
Soit
A=y, x0Ty <) Ay = f(xy), x40 >0

. Pour ¢’ < 1, écrivons

I=f x2a/(1+a’) lul? dx dy +f x20/(1+0') lul? dx dy=11+1,.
A1 A
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Ona
I = f x20/(1+0')-0 0 1=0 01 | 12 4 dy
A1
<‘/";2 xay",_1 lul? dx dy, car o’ <1.
+
D’ou .
) u
I <Cf x?y% lul [—|dx dy (en intégrant par parties).
IRZ
<Clul?,
Hg o
De méme

= f x20/(140)-20 2020 20" | 12 4, 4
A2

</ x2°y20’lu12dxdy<cllull2] (car ¢’ >0)
A2 Ho,a’

Pour2"-1< <2t (n>1), on a par itération :

n+1 ) n+1_. ou
I<C(f x2 0/(1+°)y2 2|u|2dxdy+f l—
IRZ IRZ 19y

En appliquant la méthode précédente a la premiére intégrale du second membre, on obtient le

2
dx dy>.

résultat.
On montre de méme que :
f y207(1+0) 1412 4 ay < C Il 12,
IR_% Ha,o’
D’ou la proposition.

Si W(x,y) est un potentiel tel que W(x,y) - + oo lorsque | (x,y)| > + o on sait que
dans ce cas I'injection de H\1N = {u € H1, W”2 ue L} dans L2 est compacte. Prenons
W(x,y) = | x|20/(1+0) + Iy|2°'/(1+°). D’apres la proposition 3.1.1., I'injection de H; o dans

H&V est continue. Donc I’injection de H; o dans L2 est compacte.
)

3.1.2. Subdivision de IR>

A cause des symétries, on se limite encore ici 3 x > 0, y>o.
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Soit € >0, 0 < e < 1.0n considére un réseau  de carrés Q, de cdté €, les cotés étant paralleles

aux axes. Pour un carré Q, de centre EQ = (xQ,yQ) nous notons

VS = sup  V(xy), Va = inf  V(xy)
(xy)€Q (xy)€Q
Soit E le domaine constitué par les carrés tels que Va <el

Soit D le domaine constitué par les carrés tels que Va >¢l

On partage E en trois domaines D1 ,D2,D3 : 02 étant constitué par les carrés Q tels que
_1+a _ltg
0<y<ex>e 9 | D3 par les carrés tels que 0 < x <€,y > € o

LEMME 3.1.2. Pour u € H1

oo » i existe Pz u, fonction de L2(IR2), polynomiale dans chaque

carré Q, telle que :

lu—Pzull H<Cellul
L 0,0

C étant une constante > 0, indépendante de € et de u.

Démonstration.

a) Dans chaque carré Q de D, on définit PQ u =0 puisque :

f |ul2dxdy<f 62V2lu|2dxdy<62||u"21 '
D D Hs.o

b) Dans chaque carré de D, , D3 , on prend PQ u = 0 compte-tenu de la proposition
3.1.1., puisque I'on a €2 x20/(1+o') > 1 ou 62 y20'/(1+a) > 1 sur chaque carré de D2 , D3 .

c) Dans chaque carré de D, , on définit PQ u comme le polyndme (de degré 0) tel
quef (u—PQu)dx dy =0.
Q

En utilisant I’inégalité de Poincaré, on obtient :

f Iu.—PQu|2dxdy<C62 > ID%u 2 dx dy
Q lal=1 Q

<célul?,
0,0’

)

D’ol le lemme.

On a ainsi approché a € pres tout élément de la boule unité de H}, o' parun élément
)

d’un sous-espace vectoriel de L2(IR2) dont la dimension k(e) = k est une fonction de € et de V.

On considére maintenant comme dans 2.2. une fonctionp C & (IR2) a support dans
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le carré ¥ =([-1,1] )2 et les fonctions pQ=Ye TQ . Soit Ek , ’espace vectoriel engendré par les
fonctions 9Q Qe D1 , muni de la norme L2. Il est clair que

(1) E CHl et dimE, =k

k
On obtient le

LEMME 3.1.3. Soit S Ey la boule unité de Ey . Alors il existe une constante B indépendante de €
telle que

-1 1
SEkCBe SHO’,U"
Démonstration. On reprend la démonstration du lemme 2.2.2.
1l suffit de remarquer que, pour les carrés traversés par la frontiere de Dq, c’est-a-
dire les carrés de D4 tels que Vg >¢ , il existe une constante A > 0, indépendante de € et de
Q telle que

A
+
(2) VoST Qe

Ceci se démontre en utilisant, par exemple, le théoréme des accroissements finis.

3.1.3. Estimation de k = k(¢)

Des comparaisons sur les aires (en utilisant (2) par exemple) donnent

1
k(e)z—/ _ 140’ dxdy
2 Josv<e ©

_1+?
o<y<e ¢
V(x,y) < ¢l
D’ou
1+g+0’ _1+ot0’
krne O +e O e
®) _1#20
k~e O Log— sio=¢’

3.1.4. Démonstration du théoréme 3.1.b)

La majoration de dk est immédiate en utilisant (3) et le lemme 3.1.2. La minoration

de d, s’obtient en utilisant (3), (1), le lemme 3.1.3. et le théoréme de Krein [§ 1.1].
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3.2. Généralisation

On considére n=p + q, x € IRP, yEIRY 0>0, 0’>0
Vixy) = IxI% 1yl Ixl=lxql+ .. + Il Iyl=lyy 1+ + y |

Soit

Hys = {u€H(R™) ; vue (R},

On obtient alors :

THEOREME 3.2.
a) L’injection H(]J’g, et conpacte.

; 1,n "y 1,n = in (2
b) Soit S Ha,a'/” boule unité de Ha,a’ . Notons d | dn(S Ha,o’ , L*) alors

1)siqo<pd’, d, = (lk-)"/(l’(1 +o+0’))

Logk o/ (p(1+0+0')
k

2)siqo=pa’ , dkz(
1 . ,
3)siqo>po’, dk“(z)"/(q““’””.

Dénp nstration. La proposition 3.1.1. donne pouri=1,...,p.

_[n x29/(140') 112 ge < (/ X2 y39" 1412 gg + f
IR

n n
IRT, IRT

u2>
d¢

ay1

<Cllyl?
- H],n

0,0’

De méme pouri=1,2,...9

J,

yiz"'/(”") lul2dg<Cllu 2
IRT. H

1,n

0,0’

On en déduit la compacité de I'injection de HJ,’L" dans L2 comme dans 3.1.1. Puis on considére de
)

meéme dans IR"+ un réseau de cubes Q de c6té € et les domaines E et D constitués par les cubes tels

_1+0’ _1+0o

que Va <eTet VE) > 6_1, puis les domaines pour lesquels x; > ¢ o y;>€ o
Les lemmes 3.1.2. et 3.1.3. s’écrivent immédiatement.

Estimons k(e). On a :
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1
k(e) = d ,
(e) €p+q E _]+0’
0<xi<e 0 i=1,..,p
_te
o<y.<e 7 i=1,.9

En procédant par exemple par minoration et majoration, on obtient :

_] +0+0’ p _ 1+o0+0’

— 4
si qo #po’ ke)~e © +e ¢
_l+o+0’ _1t+0
qo =pa’ kfey~e O 9 Loge ¢

En raisonnant comme dans 3.1.4., on obtient le théoreme.

3.3. Le «modéle» de Feynmam
Soitq>2, x€IRY, y€IRY, (x,y) € IR%M
Wixy) = Ix AyI=[ 2 (v —x v 212
i<j

Dans [11], B. Simon montre que |'opérateur
-Ax—Ay +W

a un spectre purement discret. Nous donnons ici une autre démonstration de ce résultat que nous
complétons par une estimation du k'®™M® diamétre de la boule unité de I’espace associé dans L2.

Pour des commodités d’écriture, nous considérons le potentiel

U(x,y) = Z Ix; yl-—xjyj!
i<j

et I’espaceH3/=zu€H], VueLzz. oﬁuV=U]/2.
PROPOSITION 3.3.1. // existe une constante C > 0, telle que, pour tout u € Hl,

(4) , > (Ix123 + 1y 123y w2 dxdy <c hu 112 .
IR49 Hy

Démonstration. En vertu de la proposition 3.0. il suffit de considérer u € 2 (Iqu). D’autre part,

les X Y jouant des roles symétriques, il vous suffit de démontrer par exemple, pour i,j quelcon-

ques, i #j, que :
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au
! |

(S)f lxi|2/3 lu|2dxdy<C(f Ixiyj—xjxillulzdxdy+f
IR29 IR29 IR29

On en déduit immédiatement (4).

Posons
— 2 -2/3 —1p2
B, —-{(x,y)EIR q Ixiyj—xiyil lxil / <1},B2—IR q—B1 .
Ecrivons
I=f |xi|2/3 Iul2dxdy=f ixi|2/3 |u|2dxdy+f lxi|2/3 |u|2dxdy
IR2 B, B,
=f ixil Ixi yj—xjyil_”2 lxil—1/3lxiyi—xjyilll2 lul? dx dy

B
By

Alors

IR% IR%

dxdy+f Ixiyj—x].yillulzdxdy>
IR

D’ol I'inégalité cherchée en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On obtient alors le :

ou

<C(f |xiyi—xjyi|1/2 lul
IR2q a

Yj

THEOREME 3.3.2.
a) L’injection de H:/ dans L2 est compacte.

b) Soit S HY, la boule unité de WY, , d, = d, (S HY, , L2) alors

g~ (%,1/(4(q+1 ).

Démonstration. On procéde comme dans 3.1.1. et 3.1.2 . La compacité de I'injection est immédiate

(corollaire de 3.3.1.). On considére le réseau laticiel Z de cubes Q (de IR2q) de coté €, les domaines

D= { Q; VE) >¢ } JE= { Q ;V6< 6_1} et les sous-domaines D, de E pour lesquels x; > 6“3,

et D} pour lesquels y; > €3 Soit F = {Q €E; Ixil <eJet Iyil <ée pour i = 1,2,...,q1. On
approche u par 0 dans D, D;, Di’, et par un polyndme de degré 0 dans chaque cube de F. Le lemme

3.1.2. s’écrit immédiatement.

De méme pour établir le lemme 3.1.3., il suffit de démontrer qu’il existe une constante
A >0, telle que

A
“+

+2 ¢ A
, VQEF,ouencoreVQ <—2—.
€
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1
Orsi QEF, il existe (xo,yo) tel que V%(xo,yo) < = Alors pour
€

(oY) €Q, IVE(xy) - Vilxgyg)I<CeM

ou
av2| |av2
M =sup —_— |
ij, (xy)€Q (|9 | |9y

Comme M <ﬂ3- pour tout cube Q de F, on a bien I’inégalité (6). L’estimation de k = k(e) s’obtient
€
comme précédemment. (k(e) étant le nombre de cubes du réseau) on a :

1
k~— dg
24 Ix; I<e3 = 2,9

lyl<e3  i=1,2,..q
V(x,y) <!

ce qui donne

1
cAa+1)

(7) k ~

On acheéve la démonstration comme dans 3.1 .4.

Montrons (7). Le résultat peut s’obtenir en majorant et minorant I’intégrale

Iq(e) = 4 dx dy

ol
G= (xy)€IR¥M;v(xy)<e, Ix|<e3, lyl<e3 =120
1) Majoration. Pour q = 2, écrivons
12(6) = f dx dy + dx dy
G,lx21<lx]l G,lx] I<lx2|
Or
dx dy < f dx, dx, dy
_ — 177257
’/(;,Ix2l<lx1l Ix;I<e 3, ly;I<e 3,|x21<|x1| ezlxll

2
< — dxq dy1 <C

1
X< €3, 1y I<e3 e 8

Pour > 2, on a de méme

Iq(e) =f dx dy +f dx dy
G,lxq|<|x1l G,lx]|<lqu
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f dx dy<f dx dy.
G, Ixg 1< Ix, | Ix1<€73, ly;I<e3, Ixg 1< gl 12,9

Z Ixi Y7 yi|<e_2, Ix1 Yq™%q 12 I<e2
1 Ki<j<g-1

En intégrant par rapport a Yq» puis Xq» on obtient

f dx dy < — dx dy
G, IxI< qul 2 Ixi|<e_3, Iyi|<e_3 i=1,2,...,q-1

> |xiyj—xjyi|<e_2
1<i<j<g-1

<C
\'3 |q_—l(€)

C C
D’ol Iq(e) <-3 Iq—1 (€). Comme I2<e§ ,ona Iq(e) <

2q+4
2) Minoration. Posons
I’(e) = dx dy <1 _(e).
a e<x]<6_3 0<xi<e_3,i=2,...,q a
lyi|<e_3 i=1,...,q
V(x,y)<e—]
Ona
la(e)>/ dx dy
€<xq <e_3,0<xi<e—3, i=2,...,9
_ 1
IYi|<€ 3; i=1:"‘;q; Z lxi y]_xly||<_
1<i<j<el 2¢2 ,
-
<X:y,.— .= 0™ Ly - V< —
0<xX¥q™XqY» = 1207 3 (x¥g XqVi) 2

=
0<q xq<x1 +x2+...+xq_1

On integre en Yq puis Xqon obtient :

’ > —_ i)

(€)= — 1 4(e)
qe

Pourg=2,0na

I5(€) >f dx dy
e<x, <€_3,0<x2<e~3, lyi|<6—3 i=1,2

’

1
0<x4 Xy "Xy Yq <—2—2-,0<2 x2<x1
€
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R 1
D’ou I’2(e) > 3
€

On en déduit | _(e) >
q q
€

1
Finalement,on al_(e) ~ . D’li (7).
q c2a+4

227
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