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SUR L’EXTENSION DES FONCTIONS CR

Stéphane Maingot (1)

(1) Université de Paris-Sud, Centre d’Orsay Mathématiques Bt 425 - 91405 Orsay Cédex.

Résumé : Dans cette theése, on considére M, une sous-variété C R de CN, passant par O et on
donne des conditions suffisantes, liées a la forme de Levi en 0, pour que toute fonction C R sur
w, un voisinage ouvert de 0 dans M, soit la restriction a w d'une fonction holomorphe au voisi-
nage de O dans CN.

La méthode utilisée consiste en la construction de disques analytiques dont le bord
est sur M et .qui contiennent un voisinage de 0 dans CN, d’abord dans un cas modele puis dans le

cas général par approximations.

Summary : In this thesis, we consider M, a C R submanifold of CN, which passes through 0, and,
we give sufficient conditions, related to the Levi form at the origin, so that each C R function
on w, an open neighborhood of 0 in M, is the restriction to w of a holomorphic function defined
on an open neighborhood of 0 in cN,

The method used is to construct analytic discs whose boundaries lie on M and which
contain a neighborhood of 0 in CN, first in a model case, then in the general case by approxima-
tions.
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1.-INTRODUCTION

M étant une sous-variété CR, C°°, de CN et p un point de M, on cherche a quelles

conditions M est localement CR prolongeable au voisinage de p.

On rappelle qu’une fonction CR sur un ouvert de M est une fonction qui, sur cet

ouvert, s’annule sur les champs de vecteurs anti-holomorphes tangents a M.

M est localement CR prolongeable au voisinage de p, si pour tout voisinage ouvert
w de p dans M, il existe un voisinage ouvert §2 de p dans N tel que, pour toute fonction f conti-

nue CR sur w il existe une unique fonction F holomorphe sur £ avec F = f sur w N §2.
Les conditions cherchées sont liées a la forme de Lévi au point p, Lp .

Dans le cas d’une hypersurface réelle S de € N, Hans Lewy a montré, le premier, que
si Lo n’était pas identiquement nulle, alors toute fonction f CR suffisamment réguliére sur un
voisinage w de o dans S, s’étendait 2 une fonction F holomorphe dans un ouvert 2 de CN, repo-
sant sur un coté de S, c’est-a-dire que w N & est un voisinage de o dans S et F = f sur w N Q
(pour le cas N = 2 voir [8], pour n > 2 voir [7] et [10] ).

De plus, si I'image de L, est tout IR alors S est localement CR prolongeable au voisi-

nage de o (extension des deux cdtés de S).

Ce théoréme de Hans Lewy a été généralisé a des sous-variétés CR, C°°, de C N, M,
de codimension plus grande, ainsi le théoréme 1.2 dans [5] : si I’enveloppe convexe de I'image
de L, est tout NO(M) (NO(M) est I'orthogonal, dans IRQN, de I’espace tangent réel 2 M en o),

alors M est localement CR prolongeable au voisinage de o.

Considérons maintenant le cas ou L, est nulle. On sait déja que si Lp est identique-
ment nulle pour tout p de M alors il n’y a pas d’extension CR locale possible [11] . Néanmoins
on peut montrer que, sous certaines conditions, M est localement CR prolongeable au voisinage
de o. Pour préciser, supposons que M est donnée au voisinage de O par p(z,w) = o ol :

(z,w) = (24 yeZp W1 ,...,wd) sont les coodonnées dans €N

w=u-+tiv

p:eN>RI ¢

et p(z,w) =v—h(z,u) avec h(o) = 0 et dh(o) = 0.

2
9
Si la forme de Lévi en o, s'annule c’est-a-dire ici 3 ; (0) = o pour j et k dans
N 3 7;07)
- . Z 0°p = n d
{1,...,n} et si I’espace engendré par < Re (0) ZiZkZQ ,zEC" ) est tout IR

i,k,Q=1 Bz]azkaiQ
alors M est localement CR prolongeable au voisinage de o. Ce théoréme a été démontré par

Al Boggess (théoréme 1.1 dans [4] ).
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a3p
La seconde hypothése entraine que les 5—5—;— (o) sont non tous nuls. Ici on va
2.0z, 0Z
a3p ) KR LA
justement s’intéresser au cas ol non seulement — (0) =0 mais aussi (0) = o pour

aZjaZk oz [.127
tous les multiindices ©, 7 tels que |@!+ [yI<p—1 (ol p est un entier impair).

Dans ce cadre, en s’inspirant des méthodes, liées a la construction de disques analy-

tiques, qu'utilise Al Boggess, on montrera un théoréme d’extension CR (le théoréme 2.2).

On peut voir aussi les travaux de Baouendi et Tréves sur les distributions CR, qui

n’utilisent pas la méthode des disques analytiques [2] .

Je tiens a remercier Monsieur Derridj, qui m’a aidé dans I’élaboration de ce travail,

ainsi que les membres de I’équipe d’Analyse Complexe d’Orsay.

2. - DEFINITIONS, RAPPELS ET ENONCE DU THEOREME PRINCIPAL

Soit M une sous-variété CR, C°°, de CN, de codimension d, passant par o, alors il
existe un systeme de coordonnées dans CN, (z,w) = (z1,...,zn,w1,...,wd) avec w = u+iv tel que
au voisinage de o, M soit donnée par p(z,w) =o ol :

(oo}

p:cN- R C
(z,w) = (p1(z,W),....04(z,W))

pj(z,w)=vj~hj(z,u) et hj(o)=o dhj(o)=o VjE{l,...,d}

De plus, il existe Ll,...,L n champs de vecteurs holomorphes tangents a M ;

n

T],...,Td d champs réels tangents a M tels que : (Ll’“"Ln’[1""'[n’T]""’Td) soit une base du

complexifié de I'espace tangent a M, CTM.

Notations 2.1. Posons L, = Es et 9z, = 0Z  pour s dans {1,...,n} . Pour | = (il""’ik) (S
{1,.‘.,2n}k on pose

=k
L= [Li"" [Lik—1 ,Lik]...] ou [Lj’Lr] = Ler - LrL‘.
k k 101+ 1yl
a*h. 9"h; 9 .
et —l=—+ 1 néanmoins pour © : (@1,...,8 YEINety= (71,...,7 )€ INT S
dz;  0z; .0z n n

i 0, 229077
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désignera, comme habituellement :

el 1,

e, 6 v 7
821 ]...Zn n 21 1 ...inn

n n
avec |®|='Z 8, lyl= Z Y -
i=1 i=1
Enfin L désigne (L,...,L), L désigne (L,...,L) et {L,T_} I’espace engendré L et L.

Nous pouvons maintenant énoncer les deux hypotheses (H1) et (H2) dont nous

avons besoin :

Il existe p un entier impair tel que

(Hy) si [11<p-1 alors L (0) € {L(o),L (o)}

d
(H2) Il existe I,...,1 4 tels que Il1 I=..= |Id|= p avec L‘i 21'51 Yij Ti modulo {L,[} ol

(7“-)(”-) c f],...,d }2 est inversible en 0.
Le théoréme principal que I’on veut démontrer est le suivant :

THEOREME 2.2. Soit M une sous-variété CR, C*°, de ¢N de codimension d, passant par o.Si M

vérifie les hypotheéses (H1) et (H2) alors M est localement CR prolongeable au voisinage de o.

Remarque 2.3. En corollaire de ce théoréme on obtient un théoréme analogue en remplagant o

par un point z quelconque, il suffit d’envoyer z en o par un biholomorphisme local.
Remarque 2.4. Le couple d’hypotheéses (H1 ,H2) ne dépend pas de la base de CTM choisie.

La méthode utilisée ici pour démontrer le théoreme 2.2 est la méthode de construc-
tion de familles de disques analytiques due a Bishop [3], on va donc énoncer quelques résultats

classiques sur les disques analytiques.

DEFINITIONS 2.5. Soit A un ensemble de paramétres dans IR2N, D= f{ eC ;I¢lI 1} ,
d={recC:lfi=1}.

Sig:D~ €™ est continue sur D et holomorphe dans D on dit que ¢ est un disque

analytique, dans ce cas ¢ | 5 est appelé le bord du disque.

Si g : A X D~ €™ est continue sur A X D et si pour tout t dans A ; ¢(t,.) est un
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disque analytique alors ¢ est appelée famille de disques analytiques et ¢ [AX 3D st appelée le
bord de la famille.

On confondra souvent le disque analytique et son image dans C™, ainsi on dira qu’une
famille de disques analytiques ¢ : A X D > €™ a son bord sur w si (A X 9D) C w et contient
sip(AXD)D Q.

THEOREME 2.6. (Voir les théorémes 2.1 et 2.2 dans [4] ). Si pour tout voisinage w de o dans M,
il existe une famille de disques analytiques dont le bord est sur w, et, qui contient un voisinage

ouvert de o dans CN alors M est localement CR prolongeable au voisinage de o.
Pour démontrer le théoréme 2.2 il suffit donc de démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 2.7. Soit M une sous-variété CR, C*°, de cN passant par o et vérifiant (H1) et (H2),
alors pour tout voisinage w de o dans M on peut construire une famille de disques analytiques dont

le bord est sur w et qui contient un voisinage de o dans CN.

La démonstration de ce théoréme se fera en trois temps

- on construira d’abord explicitement une famille de disques analytiques a bord

sur une variété modeéle M associée a M, et qui contient un voisinage de o dans tIZN.

- on construira ensuite une famille de disques analytiques a bord sur M, en résol-

vant I’équation fonctionnelle de Bishop.

- on conclura en comparant les deux familles.
On va donc faire quelques rappels sur I’équation fonctionnelle de Bishop.

DEFINITION 2.8. Soit f : 0D > IRd, C”, alors il existe f = (?1 ""’?d) :D - IRY harmonique dans
D, continue dans D telle que? = f sur 0D. On définit g = Tf : aD — le comme étant 'unique
fonction valeur au bord de g = (51,...,§d) ou gl est la conjuguée harmonique de ?i vérifiant

70 =o.
Alors =Tf + /=1 f: D - cd est la valeur au bord d’un unique disque analytique
G : D - €9 vérifiant Re G(o) =o.

T est la transformée de Hilbert sur le disque et s’étend en un opérateur borné de
L2(aD) dans L2(aD).

Remarque 2.9. M étant un voisinage de o par v = h(z,u), supposons que I’on sache résoudre ’équa-

tion fonctionnelle de Bishop & savoir : pour Z : D - C" un disque analytique, et, u une constante
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dans IRd, il existe U : 0D ~> IRd telle que :
T(h(Z(§),U()) =u—-UE) V§€EaD

Alors U + v/=1h(Z,U) : 3D » €9 est valeur au bord d'un disque analytique G : D ~ c9 avec
ReG(o)=uetA=(Z,G):D~ N est un disque analytique dont le bord est sur M car

Im G(§) = h(Z(§),U(5)) = h(Z(S), Re G(§))

pour tout ¢ de aD.

La résolution de I’équation de Bishop permet donc la construction de disques analyti-
ques A a bord dans M. Pour cette résolution on va utiliser les résultats obtenus par Hill et
Taiaini [6] .

DEFINITION 2.10. Soit K un compact de €,  un réel dans [0,1] on définit :

CE(K): {Z:K_’CnHZfﬁ: sup 1Z(§)1+  sup ____lZ(f)—Z(@")I <oo$

feK ek lgiP

@E‘—‘ ;Z -D->C";z¢€ Cg(—D') et Z holomorphe sur D}

.@=@§ X IRd, P est un espace de Banach
avec la norme définie par I(Z,u)IgDI IZIB + lulavec (Z,u) dans 2 .
THEOREME 2.11. (Théoréme 5.1 b) dans [6] ). Soit B dans 10,1] fixé, B un voisinage de o dans
P, il existe U : B > Cg(aD), continuement différentiable telle que : ¥ (Z,u) € B, U(Z,u)est
l'unigue solution de I'équation de Bishop

T(h(Z(§),U(Z,u) () =u - U(Z,u)E)

pour tout § dans oD.

Remarque 2.12. Fixons § € ]0,1[ pour toute la suite. U(0,0) = 0 d’aprés I'unicité de la solution.

Or |U(Z,u) —U(0,0) — U’(0,0) . (Z,u)lﬁ= 0( (Z,u) l@ ). Donc quitte a restreindre Bon a :
(2.13) |U(Z,u)|B<c(|Z|ﬁ+ lul)

pour tout (Z,u) dans B, ¢ étant une constante positive.



Sur 'extension des fonctions CR 257

3. - PROPOSITIONS PRELIMINAIRES

LEMME 3.1. M étant donnée comme précédemment, par p(z,w) = o avec p(z,w) = v—h(z,u),

oo la
nC , h(o) =oetdh(o) =o,si ek (0) = 0 pour tout a dans IN™ tel que |a|< k alors il existe un
az%
changement de variable holomorphe ¢ qui envoie o en o, tel que dans les nolulie//es variables
0'®p

(2,w), M soit donnée pariJ(z,Cv)=V—iA1 (2,w)=00u h est c”, H(o) =o, dﬂ(o) =oet (o) =0 pour
tout a dans IN” tel que lal < k+1. 0z
Démonstration. Faisons un développement a 'ordre k+1 de h, on obtient alors
h(z,u) = Z ag,y 9.7+ R(z,u)
101+ lyI<k+1
ol
R(z,u) = Z fo o 7(z,u)u°‘ ©27+ Z ga(z,u) u®
lal=1 " lal=2
1O+ lyl=1
+ z 25 . (z,u) 237 ouf g ety . sontC™
0,y\" 0,y’%a " "0,
1O+ [yl=k+2 o Y
h(z,u) = Z d@y 2977 + Re Q(z) + R(z,u)
IO+ lyI<k+1
|®@l#0 lyl#o0
3 Iozlh
ol Q est un polyndome, homogeéne de degré k+1, holomorphe (homogéne car (0) =0 pour

az%
tout a tel que lal< k) faisons le changement de variables, holomorphe, suivant ¢(z,w) = (Z,W) ol :

=1z

w=w - iQ(2)

et posons p(Z,W) =p o (b_] (z,w) =p(z,w)onaVv=v—Re Q(z) etu=0~- im Q(z) donc

b =i— 2 29, 2237 - R(2,0)
@1+ yI<k+1
l@l#0 lyl#o

(3,0) (G- Im Q(2))*2© 37

01+ lyl=1
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+ 2L g 20)E-ImQE)®
lal=2

2 g ()17
eI+ lyl=k+2

a

= 1 5 = ) -1 5 = —1 00
fa,@,‘)’_fa,@);y° ¢ ) ga_ga ¢ ’ Q@Y—Q®70¢ sontC .

Ialﬁ

oz

Q étant un polyndme homogéne de degré k+1 on a immédiatement (0)=o0

pour tout a tel que lal <k+1.

Remarque 3.2. On pourra donc considérer que M est donnée au voisinage de o par p(z,w) = o avec

alalp

(0)=0 Vau telque lal<p
oz

p(z,w) =v—h(z,u)
h(o)=o0 dh(0)=0 h C~

il suffit pour cela d’appliquer p—1 fois le lemme 3.1.

3 e+ I'ylp
LEMME 3.3. Sous I’hypothése (H]) ona e (0) = 0 pour tous les multiplets ©, vy véri-
fiant 1©1+ lyI<p-1. 0z° 02"

Pour démontrer ce lemme on a besoin de plusieurs propositions intermédiaires. Quel-
ques remarques sur les champs de vecteurs tangents a M sont aussi nécessaires.
a d a . e .
On prendra L. =— + Z B.o — pour jdans {1,...,n} , B;g étant une fonction
Cc”au voisinage de o.

Lj doit étre tangent a M au voisinage de o on a donc :

Bpi d api
34 —+ D By

= 0 au voisinage de o pour i dans {1 U | } .
azi 0=1 an

De plus on peut trouver d champs N1 ,...,Nd tels que

d
d
N. = 2 b.g — pour j dans %1,...,d§ , et,
J _ * ow
=1 L
€ NJ.,api )= 6] jau voisinage de o, ou
) n Z)pi d E)pi
)€ {1,.,d}2 . 80,= D, — dzg+ D — dwg
Q=1 9z Q=1 9wy

et 8i i désigne le symbole de Kronecker.
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On pose alors Tj =+/= (Nj - N-].) pour j dans {1,...,d} . T]. ainsi obtenu est bien un

champ réel tangent a2 M au voisinage de 0.

Alors (L4 ,...,Ln,T_1 OO Y s T 4) forment une base de CTM, qui est celle fixée pour

toute la suite.
DEFINITION 3.5. On définit CUX) pour i € {1,...d} et (k) € {1,....2n} 2 de la fagon suivante
S :
[I.J.,Lk]=z1 Mt moauto {LLY.
I:
On de’f/'nit‘CiI pour i € {1,...,d} etl= (i1""’ik)€ {1,...,2n} ken posant

I i ’le =)

On peut remarquer que si (j,r) € {1,...,n} 2 ou fn+1,..,,2n} 2 alors [Lj’Lr]E {L,—L} et
C(J: )—_—: 0.

PROPOSITION 3.6. Soitk = 2
Si 1Jl=kalors

ZC’T+Z 2 d'mle 3 ey

i=1 1)I<k-1 1) 1< k-1

ou M!’j est un opérateur différentiel du ler ordre @1 )’ est une fonction C™ au voisinage de o.

n d .
Démonstration. Si J = (j,r) alors Ly =1L plel = Z J r)l_ + Z J r) L+ Z Ci(”)Ti
i=1 i=1 i=1

donc L Z Cg T; + Z @] ) L] la proposition est donc vérifiée pour k = 2.
i=1 =1 7

Supposons maintenant que la proposition soit vérifiée pour tout k < ko . Soit | tel que
=k, +1,alors | = (i,)) avec 1) |=k0 donc :

d d 1 ’
L,=[L,-,L,1=[Lj,lZ dr+> X w2 ®J,J’LJ’]

i=1 i=1 1)I<k 1 1) 1<k, 1

d d N
=|:Lj, > d Ti] +[L]., > > d MiJ’J]+[Lj, 2. G)”,LJ]

lj’l<ko—1

d
P=> L T+ZCJ[LT ZCT+ZCJLT]

1 i=1 i=1 i=1
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d d
=3 S dumieS 3
i=1 |]’|<ko"1 i=1 U’|<k0—1
d
or Lj(Ci')=Ci|’ o I'=(,)) et IVI<k, doan=Z Z Cil,ﬁi':l’ oumbl’

est un opérateur différentiel du Ter ordre. i=1 “,Kko

R= Z GJ,]’[Lj’L]’]+ Z LJ-(G)“,) Lj’

1) i<k 1 1) 1<k 1

= Z @I’l; Llp

|I’I<k0

N . (oo} . . .
ou ®l |’ est une fonction C™ au voisinage de o. Finalement
)

L, =P+Q+R

1]

d d
2. cr+ > . c'mbl+ 2. O, Lps

i=1 i=1 ||’|<k0 ||’|<ko
la proposition est donc vraie pour k < k0 +1.
COROLLAIRE 3.7. Sous /'hypothése (H) on a
CIJ (0) = o pour tout ) tel que 2 < |]I<p-1 et pour tout i dans f] ,...,d}
L] (0)= Z Cg (o) Ti(o) modulo {L(o),-l-_(o)f pour tout | tel que |}1=P.

La démonstration est évidente d’apreés la proposition 3.6. Dans la suite, § désigne la matrice

(BJQ)(i,Q)E {10} X {14} .

PROPOSITION 3.8. Soitr =0

aI’y|+ I@lp al‘yi-%—l@lﬁ
Si————— (0)=0 désque lyl+ 10I<r+2etsi —— (o) =o0dés que
317629 32752®
8|7|+I®|ﬁ
[yl+ 1@I<r —— (0)=odés que Iyl + IOI<r+1.
22797°

Démonstration. Soit © et y deux n-uplets tels que |yl + 1©l=r+1. Fixons (j,i) dans {1,..,n} X

9p; d op,
:1,...,d} d’aprés (3.4)ona — + Z Big —
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donc
» ) i d api
o (&-+ Z ﬁ]gi‘)—)
i 2=1 Ve
(0)=o0
22" 32°
Soit -+ i
—— )+ ) ——— (0)=o0
oz,02" 2z® 9=1 327 97°
or par hypothése ————(0)=ocet
62-827829 0p:
] ar-H( X ___l. )
]Q an a[‘"‘] B,Q apl
By = (0) = (0) — (o)
32797® oY 22 Owg

ap; 0p:
mais h(o) = o et dh(o) = o entraine que —' (o)=osii# et 3—'- (0)=~- T donc By = o pour

we Wi
r+1
e T
R#i et B,=—— (o
2 az“’az@
J! ..
or Z By = 0 donc ——— (o) = o pour (j,i) fixés dans {1,...,n} X {1,...,d} donc :
2=1 azY 979
(0) =0 on a alors immédiatement le
227 37°
COROLLAIRE 3.9. Sous les mémes hypotheses, on obtient Li1 e Lih(B)(o) pour (i1,...,ih) S

(1,2 Pern<rtt,
Remarque 3.70. Soit (j k) € {1,...,n *2 ona

d .
(L= Ll = D Cimte) 7 modulo {LL]
i=1

donc C(j'"+k) = (Csj,n+k)’m‘c((j,n+k)) est la forme de Lévi appliquée a (Lj’Lk)' Etant donné
le choix de (T1,...,Td), un calcul standard nous donne

2 2 2, 2
0“p: d 0“p. d 0“p: d 0%p.
; 1. P P; P Pi -
C_(;,n+k>:_.( Ly gLy b+ S — g3
i — = o K, s jR = kJ’
VA \ozozy (T 02)0W, ST awedz, ) Q=1 OWgdW, »
op: d op.

i i
or d’apres (3.4) — (o) + Z B-Q(o)——— (o) =o pouri € {1,._.,d} et j dans {1,...,!1} , mais
aZj Q=1 J an
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op: op:

i i vl . .
;z; (0)=ocet vy (0) = ) 8i,92 donc Bji(o)—opourle fl,...,d} et;e{],...,n}.

De plus sous [’hypothese (H1) on a immédiatement Ci(j’"+k)(o) = o. Donc

3%, lal
P (o) = o pour (i,j,k) € {1,...,d} X {1,...,n}2 or d’apreés la remarque 3.2 (o) =0 dés
2,07
i~k plal+101 0z
que lal<p finalement : ————— (0) =0 dés que lal+ 18I<2 (3.11).
32757°

PROPOSITION 3.12. r=0

a|7|+|®ip
Si ——————— (0)=o0 pour, Otels que lyl+ |@I<r+2etsi
22792°

BI7I+IGIB
———— (o) =0 pour v, ® tels que lyl+ |GI<r alors
22797°

(o) pour 1= (i1,...,ir+1,j,n+k)

(i iy p) € P20 5 kel n}.
Démonstration.

.I = . . .(j’n+k)
C: (o) Ll1 L'r+1 (& )

2 2 2
SN (LA SR N
P = e ks _ PiQ
I] lr+1 \/'__-l aZ]aZk S=-I aZJ'aWS Q:] aWQaZk l

d azpi )
&y g, 1) ©

Il

or 62

Lol (—— B )= 2 A (L L (B ) =0
o (azia\TvS ks g1 I T g ks ©

P

d’apres le corollaire 3.9.

De méme
0%, %, _
L, ..L o) (o) = o) =0
i i (awsazk B o)=Ly Ly (e i) (©)
donc 1 : azpi
Clo)= (0)
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mais
d
]
L=—+> 8 —
0z =1 e g
donc
it ez /O o e azz ©
] k | ir+-l ] k
'Q ahﬂl ar+3pl
+ 2 2 0% 5 (0= (0)
h<r ] 0270z oz,
donc r+3
| A
c! (o) = — (0)
V-1 9z,
COROLLAIRE 3.13. 0<r<p4.
alyH—I@lp
Si o (0)=o0 pourvy, ®© tels que lyl+10I<r+2
9270z
al7|+l®lp
etsi . T (0)=0 pourv,® telsque lal+10I<r
02707
a|7|+l®|6
alors T o (0)=0 pour~y, ® tels que lyl+10I<r+3
0278z

Démonstration. Soit | = (iy,...;i 1 1,i,n+k) avec 0 St < p=4  (ifiyq) € {1,.,20} 711 et,
(i,k) E{],...,n}z, on aalors 3 < |1I<p-1 et donc Cil(o) =0 d’apreés le corollaire 3.7.

6r+3pi

La proposition 3.12 nous permet de conclure que (0) = o pour tout

aZI

i= (i1, o] ,j,n+k) ot 0 <r < p—4 donc d’aprés la remarque 3.2

alvl+ !G)lp
———— (o) =o pour tout 7 et tout © tels que |yl+ |@I<r+3.
02757°
al v+ l@)lp
La démonstration du lemme 3.3 est alors évidente en effet ——————— (0)= o pour
82757®
v, © tels que [yl + 1@< 2 voir 3.11. En appliquant successivent la proposition 3.8 et le corollaire
alvl+ l@lp

3.13 on obtient ——————— (o) =o pour v, © tels que ly|+ 1@< p-1.

37797°
LEMME 3.14. Sous les hypotheses (H1) et (H2) on a : il existe I]""’Id de longueur p tels que
la matrice (S;I—,—)(i»i) c !1,.",d}2 soit inversible en o

J
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Démonstration. En appliquant successivement la proposition 3.8 et le corollaire 3.13 jusqu’a

al®|+|'y|p al®l+!7lﬁ
I’étape r = p—4 on a obtenu ————— (o) = o pour 10|+ |yI<p-1et ——— (0) =0
0.9z Yol
pour |@1+ lyI< p-3. Appliquons la proposition 3.12 on obtient :
L1
C;(0) = — — pour tout | tel que | = (i1,...,ip_2,j,n+k)
\ /_‘] aZI

(]; .l 2) € {1) »2n}p 2 et (];k) 6{1,---;“}2-
D’aprés I’hypothése (H2), il existe I,...,] | de longueurs p tels que :

= 2 ¥, T; modulo {L L} pourhefi,...d}
i=1

et (7hi)(h,i) e{],...,d}z est inversible on a.

Si I'on avait I, = (i1,...,ip) avec (ip_1,ip) S {1,...,n}2 U {n+1,..,,2n}2 alors on aurait

L( {L L} et donc LI = C Llh mais d’apreés (H1) on aurait alors

lp-1/ip)
€ {L(o),l(o)} soit L, I, (0) {L(o) Lo } c’est-a-dire 7,;(0) =0 pour i € fl,...,d} ce qui

est impossible. Donc on peut supposer que I, = (i1,...,lp_2,],n+h) avec (i1 ,...,ip_z) S {1,...,2n}p_2,

(k) €r,...nl.

Alors on a d’apres le corollaire 3.7 :

| 1 P,
Yi(0)=CN(0) = — —— (o)

0z
Na ™
6ppi
et donc (a—— )(i,h) c {1,...,d}2 est inversible en o.

Z|

LEMME 3.15. Sous I'hypothése (H;) on a

p
h(z,u) =2 Z Re qk(z,...,z) + R(z,u)

- ak . . )21 ...Z k+1
(iy-sip) € 1, P (pip) i i e

o)
-
~
—
N
3
|
N
o 5

avec
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k k. ok d
2iq50rdp) (a(j],...,jp)J P33 ,...,,p),d) €t
3.15.1
( ) ak. . o . =ak_ .
UO(] )”]O(k)’lT(k+])”JT(p)) (]‘]))’p)

pour toute permutation g de 1,...k et toute permutation 7 de {k+1 ,...,p}.

R(z,u) = Z ) 7(z,u) u%* 2937
lal=1 Y
|01+ lyl=1
(3.1522) v
+ Z g,(zu) u* + Z Q@,Y(z,u)z@i'y
lal=2 iyl+18l1=p+1

avec Qa,@,‘)’ ) 8 52@,7 C™ au voisinage de o.

Démonstration. Un développement de Taylor de h a I’ordre p donne :

a|a|+ |®|+|7|h u% 057

1O+ |yl 0.y
0 h
h(z,u) = Z z? + Z

° o
@1+ lyl<p 82937 O al+iel+ Iyi<p  au%z® 8z al@ly!

+R(zu) ot R(zu)= > 0g - (z,u) 2027
O+ lyl=p+1
or Vh(o) = o donc dans la deuxiéme somme | al > 1 de plus d’aprés le Lemme 3.3.

1+ |yl 1O+ |yl 05y

) 0 h A

P (o) =0 pour 101+ |yI< p-1 donc h(z,u) = Z ———— (0) — + R(z,u)
229077 101+ lyl=p 8%zY O

ol R(z,u) vérifie (3.15.2), on peut donc écrire :

p—1

k — _

h(z,u) = Z Z 31 i) %y 5 T I, +R(zu)
) . . ] ,...,J ) J J J J s

k=1 (J-I,---,Jp)etl,...,nfp Pelp) i ik T

«k , .
ol a(i],m,]p) vérifie (3.15.1)

alalh
(k#0etk #p car

a (o) =0 pour lal<p).
0z

De plus les coefficients de z; ... z. Z. .Z.oetz. ..Z. z ... Z. sont conju-
) o kk+1 Jp I Jkk+1 T dp
gués donc
p’ K
h(z,u) =2 Re Z Z 3 ) By ZJ. ...Ei
K=1 (y.0) € {10 PV 0T Tk kAT p

p,
+ Re(z,u) =2 Re q
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Enfin la construction des disques analytiques dans le cas modéle nécessite quelques
lemmes techniques que nous allons aborder maintenant.

q
DEFINITION 3.16. Soit r € IN on pose Alr) = {(ay,...a;) €29/ q€ N et0< > lol<r}.
i=1
—1
LEMME 3.17. Soit p € IN, p impair et k €IN te/ que 1 <k <p'oup’ = E;— alors il existe un

ensemble E1 = {n1 ,...,np} de p entiers positifs distincts, tel que :
(1) npteFn=n gt +np

(2) j1+...+jQ=jQ+1+...+jp L=k

i € Eq

{j1,...,jk} = fnr...,nk}
1<2e<p’

{ jk+'| ,...,ip‘ ={nk+-| ,...,np‘
Démonstration. On veut définir des entiers positifs NrenNe-1 vérifiant pour q = k-1

(3.17.1)

q
Z an, #0 dés que (a1,...,aq)€A(p2)
i=1 _

On pose ng = 1 et 'on construit les suivants par récurrence. Ainsi supposons que
I’on ait défini Nypeely vérifiant (3.17.1) pour g =r, on pose alors :

Zr: -
B, = (-—
.

i=1 %

! ) ni/ (a],...,ar) EA(pz) et o #0

On a card Br < oo, on peut donc choisir Nt dans IN* \ B, et alors NNt ] Véri-
fie (3.17.1) pour g =r+1.

De la méme fagon on définit des entiers positifs nkH,...,np vérifiant pour q = p

q
5 2
(3.17.2) Z o n; ¢ B dés que (ak+]""’°‘p) € A(p?)
i=k+1
k—1 5
ou B= Z a "i/ (a1,...,ak_])€A(p ) UfO}.
i=1

De plus on peut prendre Ny >n1 +

+ Ne—1 et alors en posant
nk = nk+1 +..+n

p My T Mg On obtient p entiers positifs Ny vérifiant le (1) du

p
lemme.

Démontrons la propriété suivante :
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k p

p p
Si Z o n; = z o n; avec Z lo I<p et Z le, I<p alors o= o pour i et ]
i=1 i=k+1 i=1 =k+1

I
dans {1,....p} (3.17.3). '

En effet d’aprés le choix de n,on obtient :

k-1 p
(ozi~0zk)nI Z (¢xi~()zk)nl
i=1 i=k+1
soit
k-1 p
ai’ni= z oz'nl avec o —a-ap
=1 i=l+
mais
k—1 k—1 k=1 5
Z Iail< Z Iai|+ Z Iak|<p+(k—1)p<p+(p—1)p=p
i=1 i=1 i=1
et
p p p
Z 1< Z lai|+ Z Ia I<p+(p—k)p <
i=k+1 ' ik i=k+1
k=1 p
Si Z |oz;|>0 et Z laf1>0 alors (ai’,...,al’(ﬂ)et (al’<+1,...,a’)sont dans
i=1 i=k+1
p
A(p2) et Z an Z ajn; est impossible d'apres ( 3.17.2).
i=1 i=k+1
k-1 p k-1
S Z |a§|>0 et Z latl=0 alors Y ajn; =0 et (a],.. % 1) EAlp )
i=1 i=k+1 =1
ce qui est impossible d’aprés (3.17.1).
k—1 p
De méme Z Iai’|=0 et Z laj1 >0 est impossible d’aprés (3.17.2).
i=1 i=k+1
k-1 p
Finalement on a : .21 la§|=. %1 Iai’I: 0 c’est-a-dire &; = & pour (i,j) E{],...,p}z.
1= 1=

Montrons maintenant le (2) du lemme 3.17 : Soit

R [ TR I
J‘I) )JpEE‘l
1<e<p’

alors j1 + ..+ jg est la somme de ¢ entiers n;, un méme n, pouvant étre pris plusieurs fois, donc
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p
]-1 +..+ ]-Q =qyn, +..+ qpnp ol q1,...,qp sont p entiers positifs ou nuls tels que .21 g =Qde
l:

méme jgyp Tt ip =hn, +.+ hpnp ol h1,...,hp sont p entiers positifs ou nuls tels

p
que Z hi=p~§l on a donc
i=L+
p p
Z qlnlzz hlnl
i=1 i=1
soit
p p
Z (qi_hi)nl_ (hi=a)n;
i=1 i=k+1
mais
k k k
2 lahl< Y a+ 2 h<+(p9)=p
i= i=1 i=1
et p p p
> i< 3 oht > q<EoH=p
i=k+1 i=k+1 i=k+1

donc d’aprés (3.17.3) on a
g,-h=a pour i€ {1,k

hi—qi=a pour i€ {k+1,...,p}

donc
k k k
> grhi=2 gD h=ka
i=1 i=1 i=1
et
p p p
Z ah;= Z a4~ Z h; =—(pk)a
i=k+1 i=k+1 i=k+1
donc
p p
Z q;~ h; = (2k-p)a
i=1 i=1
soit
2= (p—0) = (2k-p)a
c’est-a-dire
20-p
a:
2k-p

orQ<T, k< soit 2¢p<o et 2k—p<o donca>o.
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Supposons £ < k. S'il existei € {1,...,k} tel que g, = o alors hi =-a donc hi< o
ce qui est impossible, donc pour tout i dans {1,...,k} on a q; # o mais alors q1n1+...+qpnp
contient au moins une fois TP, mais £ <k donc a1 +...+qpnp contenant £ termes contient

au plus k termes, donc contient en fait exactement Nyl Soit 8=k et {jp...,jk} = {n1,...,nk}.

De plus q; = o pour i€ {k+1,...,p} donc hk+1 =.= hp =a>odonc h1n1+...+hpnp

contient au moins p—k termes non nuls a savoir "k+1""’"p mais £ = k, donc h1n1+...+hpnp

qui ne peut avoir que p—k termes est égal a N+ +...+np c’est-a-dire ’ij,...,jp} ={"k+1""’np}'

Supposons maintenant que 2=k c’est a dire p—£ < p—k on montre comme précédem-

ment que h; # o pour i € ¥k+1,,..,p} donc de méme 2 = k et “k+1'""ip} = {nk+1""'np} et
{igaiid = {0 g ) -

Remarque 3.18. Si j1+...+}‘Zv = +,_.+j; avec j1,...,j; dans Eq et ; < p alors ; est pair. En

R
N +1
effet si p était impair alors de chaque coté de I’égalité on pourrait ajouter n; , un nombre de fois

pour obtenir p termes :

n1+...+n1+j]+...+j?2/ = n1+...+n]+j'Q~+]+...+jbv
—_———~— ——
¢ termes p—¢ termes
si £ < p_;]- d’apres le lemme 3.17 les p—X termes de droite sont A une permutation prés
nk+1""’"p c’est-a-dire n; € ¥"k+1""’np ce qui est impossible si £ >-p% alors p—12<p~;— et
d’aprées le lemme 3.17 les ¢ termes de gauche sont 4 une permutation prés "k+1""’np ce qui est

impossible.

LEMME 3.19. Soit p un entier naturel impair, d un entier positif et k un entier vérifiant
., _pl Lo d
ke {1,...,pr} ol p = —2_ , alors il existe Eq= y {"r,]""’nr,p§ un ensemble de dp entiers

distincts positifs, tel que

(1) Vre h,...,d} ne 1 +..+ Ll R +.+ M n
jq to.tijp=j +.+j =
(2) I Jg= e+ Ip 2=k
et il existe r dans {1,...,d} avec
j])'")j EEd = . . _
P g]],..,,]k = gnkj"”'"r,k}
1<e<yp’

{jk+1 ,...,jp: = gnr,kH""’nr,p}

Démonstration. Le cas d = 1 est réglé par le lemme 3.17, on va donc faire une démonstration

par récurrence.
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Supposons que le lemme 3.19 est démontré pour d = d’ donc il existe
d)
Eg= U1 ,nr,P‘"’"r,p} vérifiant (1) et (2) avec d’ au lieu de d.
r=
On va alors démontrer que le lemme 3.19 est vrai pour d = d’+1. Prenons
p
a€IN* a >sup |iZ1 on| n; €Ey, (a1,...,ap)€A(p) .

Soit F = {"d’+1 P41 p} ou Ng+1i = % On pose alors Eg41 =Egp VY FetEyyiq
vérifie (1) et (2) du lemme 3.19 avec d’+1 au lieu de d en effet : Soit

i+t ig =igar et
iy € Egra
1<2<p.
Ter cas : i1 ,...,jp S Ed’ alors par hypothése de récurrence c’est terminé.
2eme cas : jq,...,j, € F alors comme F vérifie le (1) et (2) du lemme 3.17 c’est terminé.

p

3éme cas : il existe io, i1 € {1,...,p} tels que ji S Ed’ et ji1 € F ; aprés un réarrangement d’indices
(0]

on obtient
jp Het js tigpp Htig=igeq i t jp4q Tt jp
ol
j1ig €F ;jSH,...,jQ €Egiigpqrdp €F ;jr+]""’jp €Ey
soit
11 +.+ JS _]Q+1 __Jr:]r+-| ++ ]p —js+—l 7_]Q
ou encore
avec ji,..ig 5 ig41r-lp € {"1,1 I n1’p} et j; = aj; on a donc « Ij’1 ST M | WY —...—j;|=
ljpq ot ip gy T le< a par définition de a. Soit

a lj’1 i i —...~j;|<a or aEN*

donc j’1 +..+js =ig4q t..F iy ce quientrame que j 4 +..+ jp =jg4q ttigors+ r9)<p
car j; €Eg donc iy .t s =jpiq ot jLetnigioppiir € {0 g5 n1,p} implique que

s + (r—2) est pair d’aprés la remarque 3.18.
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Un raisonnement identique montre que (p-r) + (%—s) est pair car

Jppp ot jp Zjs4q ttig Jr419ig EEgr et (pr) + (&) <p puisque ji] E€F.

Donc p =s + (r—8) + (p-r) + (fs) est pair ce qui est impossible par hypothése.
Donc ce troisiéme cas est vide.

LEMME 3.20. Soit p un entier naturel impair, d un entier positif alors pour tout k dans {1 ,...,p’} ou

P ek k . ok
p —T il existe Ed_sl=J1 {"5,1 H nS,p} tels que

(1) les nk- sont des entiers positifs distincts
S,i
(2) nbﬂ +o+ nfk=n§k+] +o+ nf,p Vs€l,..d} Vke|l,.p}
. .. ) . Q
(3) ,1+m+m-m+1+m+b i1rip € Eg
.  CE= P’ k et il existe s dans h,...,d‘ tel que
‘.I,...,‘p E"kl-_!‘l Ed =

{}] "’Qi = {ngl] r--;ng'Q}

1<e<p’ {jQ+]t""jp} - ‘”S,QH"“’ng,P}

Démonstration. Ea est déja construit, voir le lemme 3.19 (k = 1). Supposons que I’on ait construit
EYy,--, Eg vérifiant :

j1 Tt ijo=j +..+j 1<€e<i

I Je = e+ o

I . . . .
. R j1,lg €EE et il existes€ {1,....d
J]""’Jpe U Elé 1 ¢ d { }
=1

3.201) K = = tel que
.20. . . _ .R ¢

firigl = g g ]

1<e<p’
Herript = gy o

d
On peut construire |J {nr el p; vérifiant le lemme 3.19 avec k = i+1.
r=1 ) »

p i
Prenons & € N* tel que a > sup < | Z a]-njl o, e U EE, (a],...,ap) €A(p) §.
j=1 k=1

||CQ_

Posons ELH =
r

{ni+] ri+]} ot nitl =an

1T p i ri en distinguant 3 cas comme

1

au lemme 3.19 on montre alors que Eé,...,EEH vérifient (3.20.1) avec i+1 au lieu de i.

On peut donc construire Ea,...,Eg, vérifiant le lemme 3.20.
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4. - CONSTRUCTION DES DISQUES ANALYTIQUES DANS LE CAS MODELE

Dans toute la suite, M sera une sous-variété CR de C N passant par o, vérifiant les
hypothéses (H1) et (H2) alors d’aprés le lemme 3.15, M est donnée au voisinage de o par
v=h(z,u) ol :

p’
h(z,u)=2 Z Re qk(z,...,z) + R(z,u).
=1

A M on associe M une variété définie au voisinage de o par v = h(z) ou

Re q¥(z,....2

i [\/]-o

On va donc construire explicitement une famille de disques analytiques a bord sur
M et démontrer le théoréme 2.6 pour M.

Considérons Z(a) : D - C" un disque analytique défini par Z(a)(¢) = Z ajfj ,
_ j=o
o eC”et Z lajl < o On cherche G(a) : D - Cd, un disque analytique tel que,
j=o

Ala) = (Z(a),G(a)) soit un disque dont le bord est sur M. 1l faut donc :

Im G(@)() =h(Z(@ )  Vi€aD

p (o] . oo
_ k g ip
Im G(a)(§) =2 k; Re q (Z aj]§ }; oszi'
= j1=0 ip=0
d k 1 .k —jk+1
=2 Re D a¥(eyy o iR (TP
K1 jpeady €N
en effet
k.1 .py_ k K sk+1 5p
q(z',.,z2")= a- .
i1yl 6{1 n} 'lp " Ik lkH 'p
‘I) }p ) )
donc
qk(z] 2+7) . P = qk(zl,...,zj,...,zp) + qk(z],...,;’,. ,ZP)
et
qk(z1, .,Rz’,...,zp)“)\qk(z], ZP) si j<k et AEC

=$\qk(z1,...,zp) si j>k et MNEC.

Mais pour ¢ € D E=§'_] c’est-a-dire
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& ot~y g o)
jq et +i
ImG@)§)=2Re > > qk(“ﬂ""’“jp)f] k Uk+1 p
. K=1 j, €N
= k
=2 Re Z ' +Z+ . o q (a”,,alp)
k=1 jyteti =i T
(4.1) ,
p it gt
k T T p
+2Re Z Z q (al]) ’a]pk

k=1 ]1 +...+jk > ik+] +..+jp

(4.1) est la condition nécessaire et suffisante pour que A(a) ait son bord sur M .

Posons maintenant pour { €D :

GE)=u+VT2Re Y Y qk(a”,...,ajp)
K= gty =g HHp

)

5 k
(42) +2v- <kZ] ‘ +Z+' o (07,105 )8
=Tt 2l T ]p

it )

)

— k
+24/ 1( Z ' > o 9 (aﬂ,...,ajp);‘
k=1 j-|+...+]k<}k+-l+...+}p

jk+'| +-'-+jp_(i1 +-'-+jk)

(u étant une constante fixée dans le).

G(a) ainsi défini est un disque analytique de D dans cd qui vérifie (4.1) et donc A(a)

a son bord sur M.

On a alors :
= k .
(4.3) Im G(a)(o)=2 Re kZ1 . +z+. e q (ah,...,a]p)
On pose | = {o} U E ou E est I'ensemble défini au lemme 3.20. Le disque

Z(a) = Z o §‘j sera pris tel que % =0 sij & 1. Le disque G(a) défini au 4.2 vérifiera alors :
j=o
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Im G(a)(0) =2 Re Z Z . . qk(aﬂ,...,ajp)
Iroip €F
k
+2 Re Z Z ' q (a”, -,O‘ip)

k=1 j1+...+jk :ik+1 +...+jp
j‘];"')iPEI
Jeeft,..p} tig=o0

mais

d
. q ) ’J Z '(p k)l k(a k »” lank )
]1 +..+]k = ]k+-l ++]p = S 1 s,p
j1seenj €EE
]1: ’,p
en effet d’apres le lemme 3.20 :
j1+...+]k Jk+1+ +] il existe s dans 1,...,d tel que
. P T O 4 k
. . = {]-I,,]kg ~{ns,1,...,n5’k}
]1,...,]k€E

%ij ,...,jp‘ = { nls(,kH’"""ls(,p}

et pour s fixé dans {1, ,d} il yak! k-uplets (]1, ”k) telsqueg”, ,Jk% {n ol sk‘ et
(p~k)! (p—k)-uplets (jk+],...,]p) tels que { e+1 ""”p } { NGt 1o l d’autre part pour
de tels multiplets on a d’aprés (3.15.1)

k _ K
q (a“,...,ajp) q (ank @ )

5,1 ns,p
Donc
P k k
Im G(a)(o) =2 Re Z Z b (a k @ )
k=1 s=1 s,p
(4.4)
+2Re ZS 25 ) ol bK =Kl (pk)!

Quand a = (« J)J € |N V@ varier dans un ensemble convenablement choisi, il va engendrer Ala)

une famille de disques analytiques dont le bord est sur M avec A(a) = (Z(a),G(a)) ou
Z(a)() = Z ozjfj, o =0 pour j & | et G(a) vérifie (4.4).
jE€IN
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DEFINITIONS 4.5. Soit n = (z,u ,t) € €" X iRY x le, on définit un ensemble de paramétres
A par
p

A={mneex R2x RT; Ini< P},

On définit aussi K A~ C" en posant

o(n,r) =0 pour j &

a (nr)=z
tS
« k (n;r) = F' §-S
nS,] 1

o ('n,r)=rp_1 fs pour 26{2,...,pf
N5 0

)

aj(o,o)=o Vi€IN

ou¢ 1 yeensS 4sont des éléments fixés de C" qui seront choisis ultérieurement.

p

Comme (n,r) € A vérifie Inl< P o : A~ €" est continue, et donc

A:AXD-C"

((n)g) = Alaln,))

est une famille de disques analytiques, de plus A(A X aD) C M, A étant continue sur A X 3D
et A(a(0,0))(¢) = o pour ¢ dans D on a : Pour w voisinage de o dans M, il existe rj >0 tel que
Ala(n,r))(§) Ew pour (nr) EA, €D et o<r<r,.

Dans la suite on écrira A(a(n,r)) = A(nr), Gla(nr)) =Gnr), Zlamr)) =Zn,r)..

DEFINITION 4.6.
Q" ={AMm,)(@), mr) €]

Ar={n€¢n>< Ide;(n,r)eA}
AT A"X DN

n,$) > Aln,r)(§).

Soit w un voisinage de o dans M, il existe 1 > o tel que pour o <Sr<r o’ A" soit
une famille de disques analytiques dont le bord est sur w. Si I'image de A" contient un voisinage

de o dans CN alors d’apres le théoréme 2.6, M est localement CR prolongeable au voisinage de o.
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En fait il suffit de montrer que Q, contient un voisinage de o dans CN.
Soit AT A" >N

n = A(n,r)(0) = (z,u+i Im G(n,r)(0))
et G A"
n +>G(n,r)(o)

Posons enfin DnAr la matrice jacobienne de A par rapport 27 ; DZ Im G' la matrice

jacobienne de Im G par rapport a z ; Dt Im G' la matrice jacobienne de Im G’ par rapport a t.
Ona

\

o 0 0
r _ \
DA = | 0 Id o
|

r r
D, Im G 0 D, Im G./

r_ r
donc ID,nA.|— IDt ImG.|.

Supposons que |D; Im G'l (o) #o0, alors on a IDnArl (0)#0 (4.5)or AT:Af > cN
et A" est un ouvert de CN donc le théoreme d’inversion locale implique : il existe V voisinage de o
dans CN, V C A", il existe W voisinage de Ar(o) = o dans €\ tel que A" soit un C’ difféormo rphis-
me de V sur W donc A(V) =W or V CA" donc

WCAl(AN)=q,

On a alors trouvé un voisinage de o dans ¢Ninclus dans 2. . Il reste simplement a montrer que

ID; Im G'l (0) # o et pour cela c’est I’hypothése (H2) qui va étre mise en oeuvre.

Auparavant quelques notations sont nécessaires.

Notations 4.7. Posons

AR=11= i) € 1105 <SGy et e <<

q = (q']‘,...,q'é)

k = . . _. —- i = i i
o (2) z”...zlkz‘kﬂ...z]p si ) (’1""”p)
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alors
o (z,..2) Zionl af ; ok(z)
= E'IJ(iai((z).
jeak >
On définit aussi V(z) = (V] (z),...,Vd(z)) par
- k~k _k
Vi(z) =2 Re kg1 ;‘Z‘Ak b* 3} ef(z)
n
D k~k k k~ "k
& J>e:Ak DTy TeT A agy)
n
D k >kt Kkt
=t J€ak t‘go A
ol
:}(:?=;i(l ,NIJ( |1 =a'J( , o)J(’o(z)=a;((z) et a}‘ﬂ(z):a}((z).

Enfin pour §1r-8 4 dans C" on note par abus Vlj = Vi(f,-) et Vi=

277

V(fj) on a alors

p p’ 1
2. Z Z bR ot y) . Y Z >, ofakl dota)
= t=o k=1 t=o
det(v! _ vd)=
b LK~k Kt b’ L kit
2 > Z b 3y §1)...kz1z > b ajg otd)
N3 t1 Kt
Jp ” Jdﬂ
= PIDIED WS I N B : k1 1&4)- akd’ d(¢d)
k €{1,...p"} J.EA o)
Koty Kty
a
J1d g d

or ol(’o(z) et o}J('1 (z) sont deux monomes en z, z linéairement indépendants car p est impair. Donc
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kq,t ,
(OCJ} 1(§1) ag d(i-d))t], ’tde{O]}
k']) yk 6{11 ;p}

J1 €A,
- k
J4E€AM
forment une famille libre de monomes en §1 ,...,{d,f1 ,...,fd .
Donc det(V1,...,Vd) polyndme en (1,...,§‘d, a""fd combinaison linéaire de mondomes

de la famille ci-dessus, sera identiquement nul si et seulement si les coefficients de tous ses mono-
mes sont nuls c’est-a-dire :

~k ,t kgt

P Fdd Vit € 0,

PR R P P =

=0 V Kqpkg € 1,0’
k k
k )t t 1 d
3 Jd d V(Jdg) EALT XX AL
1d dd
mais pour i G{L...,d} :
. p’ 1 ~,
pi(Z,W) =viT Z K z J It - R(z,u)
K=1 jeak (=o

donc pour tout | de {1,...,n%p il existe k € {1,...,p’} HES Aﬁ ,t 6{0,1} tel que

- (0)=C 3"](»} ot C est une constante
Z )
|

indépendante de i, ne dépendant que de |.

Or d’aprés le lemme 3.14, il existe I1 ’“"Id de longueur p tels que

Pp; oPp,
— (0) .... —— (0)
Z) Zy
1 d
. #0
appd ded
— (o)  — (o)
Z Z
1 d
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Lo : kg kg
Donc il existe kq,...,.ky dans {1,...,p } y Upeendg) dans AT XX AT, ety
dans{O,l} tels que
I\J( ’t )t
Fh et
)1 Jd
' : # (o)
k,,d k,t
79 3N
a a
Jpd o Ty g

Donc det(Vl,Vd) polyndome en §’1 ,...,fd,?],...,?d n’est pas identiquement nul et I’on
peut choisir §1,...,§ 4 dans C" tels que :

det(v! .. vd)£o0.

Mais d’apres (4.4)

d
Im G;(n,r)(0) =2 Re Z bK aK(a k r),..a 5 (ar)
i, p

s,1 s.p

+ 2 Re Z qik(...,ao,...)
ig

p d
4.8) =2Re > bt a(Eg8)

+ 2 Re

=2 Re

Ma =™

2 1T )
1 JEAK '

+ des termes contenant des zy ou des EQ Le ;1, ,df

donc
‘—'——a 'm Gilnr)e) (0)=2R 3 Z b3k ok
o ) k; j €Ak S
=V%
Soit

D, Im G"{ (o) =det(V! .,v9) %0
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5.-CONSTRUCTION DES DISQUES ANALYTIQUES DANS LE CAS GENERAL

On a construit des disques analytiques A(n,r) = (Z(n,r),G(n,r)) dont le bord est sur ﬁ,
on va construire, en utilisant la résolution de I’équation de Bishop due a Hill et Taiaini, des disques
analytiques A1(n,r) = (Z(n,r)), G1(n,r)) dont le bord est sur M. Enfin on comparera les deux
familles A et A1 pour obtenir le résultat.

5.1. - Premiéres estimations

Dans la suite C désigne une constante positive qui peut changer d’une ligne a l'autre.
8 8

t 1

s =
a(nr)=o0,z, —¢. ou rP 1 ¢. dou
j ;s s

1 1
Iaj(n,r) I<Kc(rP™'+—)<c P! pour (nr) EA.
r

Pour toute fonction g définie sur 9D, gl désigne sup lg(x)|
x €0D

|Z{n,r)1,= sup 1Z(n,r)(x)! or pour x € 3D
x € 0D

1

1Z(n,r)(x)I< Z |aj(n,r)|<C P71 car card 1 < oo
i€l

donc 1

1Z(n,r)l, <C Pl pour (n,r) €A

1Z(n,r)(x) = Z(n,r)(y)!
1Z(n,r)lg= sup_ IZ{n,r)(x)I+ sup _ . )
x€D x,y €D Ix=yl6
ol 0<B<1 (voir la définition 2.10) de méme
1
|Z(n,r)lﬁ<C (P pour (n,r) €EA

Dans la suite an désigne une dérivée quelconque du Ter ordre par rapport a 7.

Zon)@)= 2 ok

=3
0y ZNE)= 2. (3, ¢4lnr)) ¢
jel
or lanaj(n,r)|<% r petit

c
<& .
donc lan Z('q,r)lO - r petit
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5.2. - Construction de U(n,r)
Voir la définition 2.10 et le théoréme 2.11, soit P : A> P
(n,r) = (Z(n,r),u)

Soit A0 = {(n,r) EA/r< Mo } , la continuité de P implique que pour o > r assez petit,
P(A,) CB, donc d'aprés le théoréme 2.11 on sait construire U(P(n,r)) pour (n,r) € A, -

On notera U(n,r) =U(P(n,r)).

5.3. - Nouvelles estimations

U, < IU(n,r)|5<C( IZ(n,r)Iﬁ + lul) (voir (2.13))
1
U1, <1UmrIg<CP™ pour () €A,

Dans les estimations on pourra toujours prendre r aussi petit qu’on veut, quitte a

restreindre A . D’aprés le théoréme 2.11  U(n,r) vérifie I’équation fonctionnelle de Bishop :
T(h(Z(n,r)(€), Un,n)() =u-Ulmr)§) V€D
donc IU(n,r)IL2 < IT(h(Z(n,r), U(n,r))|L2 + lul on anoté par abus L2= L2(8D).
T étant un opérateur borné de L2 dans L2, on obtient
lU(n,r)|L2 < Ih(Z(n,r), U(n,r))lL2 + lul
mais d’apres le lemme 3.15 on a
Ih(zu) 1< C(1zIP + 1ul? + lul Iz!)
Soit

lU(n,r)|L2 <(C( IZ(n,r)lo)p +C lU(n,r)|L2 (U@, + 1Z(n,r)l,) + lul

1
mais |U(n,r)l, + 1Z(n,r)| ;< — pour r assez petit donc :
2c

1 P
; IU(n,r)IL2<C( lZ(n,r)lo) + |ul
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Soit

|U(17,f)|L2 <C((lf1/p_1 P+ rp/p—l) pour (n,r) EA, .

()l 5<C PP mnea,.

D’autre part le lemme 3.15 nous fournit les estimations suivantes :

IV, hizu) | <C(1zIP71 + lul)

v, h(zu)I<C(lzl+ lul).

S. Maingot

an Un,rE)=- T('dn h(z(n,r)(),Um,r () + an u car T commute avec les dérivations.

Donc :

or

et

donc

donc

<
IanU(n,r) | 2 |E)17 h(Z(n,r),U(n,r))lL2 +C

< |VZ h(Z(n,r),U(n,r))!L2 lan Z(nr) lo

+ 1V hZn,r),Um,r))l, 19, U(n,r)|L2 +C

19,z 5 <C(l 1Z,0)1 )P+ Ul o)

<Cr

1V, h(Z(m,r),Ula,n)l, <CU1Z(mn)l, + 1Umn)])

1
<c Pl

1
<Cr - p-1 +
lan Un,r)l 2 Cr—+Cr |anU(n,t) | 2 C

r

c P71 < = pourr assez petit

1
2

lanU(n,r)lL2<C pour (n,r) €A .
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5.4. - Construction des disques analytiques dont le bord est sur M

Pour (n,r) € Ay U(n,r) + V=1 h(Z(n,r), U(n,r)) : 3D - €9 est valeur au bord d’un
disque analytique G, (n,r) : D - €9 tel que Re G;(m,r)(0) =u, et, A (n) = (Z(n,r), G;(n,r)) de D

dans CN est un disque analytique dont le bord est sur M (voir la remarque 2.9).

Aq: Ao X D~ CN est une famille de disques analytiques a bord sur M, de plus
Z(0,0)(¢) =U(0,0)(¢) = o pour tout { de aD donc Aq (0,0)(¢) = o pour tout ¢ de aD.

Si w est un voisinage de o sur M, on peut réduire o » €t donc Ao , pour que
A (n,r)(€) € w pour (n,r) € A, et§ €D,

On a trouvé une famille A1 dont le bord est dans w, si I’on montre que I'ina ge de A1
contient un voisinage de o dans CN, on aura montré que M est localement CR prolongeable au

voisinage de o.

Pour cela il suffit de montrer que SZ"] = g A (n,r)(0); (nr) E Ao} contient un voisinage
de o dans €N.

5.5. - Comparaison de A et A1

On note par abus _
Gnr) (€9) =Gy

Ulnr)(e'?) =0,

Gy nnE?) =G,

Z(nn)(e?) =2,
Comme Im G1 myr)—ImG(nr):D~ iRY est harmonique sur D pour (n,r) € A, ona

2
Im G1(n,r)(o)—|m G(n,r)(o):zlf (fm Gw—lm G¢)d¢
o

s

mais

G¢€M,G1’¢€M donc ImG],¢=h(Z¢,U¢),lm G¢=h(Z¢)
or h(z¢,u¢)—F(z¢)=R(z¢,u¢) (Lemme 3.15)

, _ < . p+1
donc ”mGL(p lmG¢I<C|U¢|(IU¢I+IZ¢I)+CIZ¢I .

Soit
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2m
lim G, (n,r)(0) = Im G(n,r)(o)I<Cf IIm G, ¢ Im G¢Id¢

o

2n 2n
<Cf (1Ul4+1Z4)) |U¢ld¢+Cf IZ¢IP+1 dé
(o] o

2w

<c(lumnl,+ IZ(n,r)lo)f Uy ldg +C (1Z(n,r)1 )P
(o)

<C (U1, + 1Z)ig) Vel 5+ Cl1ZAI5H)

p+1

<c P! pour (n,r) € A ceci d’apres les estimations précédentes.

p+1
Soit A (n,1)(0) — Alnr) (o) I< C P

car A,(m,r)(0) = (Z(n,r)(0), u++/~T1m G, (n,r)(o0))
et Aln,r)(0) = (Z(n,r)(o) , u+ /=T 1m G(n,r)(o)).

De plus A(o,r)(o) = o voir 4.4 on obtient finalement :

ptl
(5.5.1) A0} <CrP! @ eny
1 2n
im Gy n)f0) = Im Gin)o) =5 | (im Gy o im G
1 2
Ian Im G, (n,r)(o) - an Im G(n,r)(o)|<.-2- . Ia77 Im G1’¢— an Im G¢| do
1 [ ~
< 2—17- Ian(h(2¢,U¢) —h (Z¢)) l d¢
‘l 2 ~ ~ ~
< > ] Ian(h—h )(Z¢,U¢) Id¢ en posant h (z,u) = h(z)

<C le(h—h)(Z(n,r),U(n,r)lLz 13,Z(n,r)1
+C IV, h(Zn,r),Umn)l, 19, U(n,r)IL2 =A+B

A < C( IU(n,r)lL2 + ( lZ(n,r)lo)p) lan Z(nr)l, car h~F(z,u) =R(z,u)
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et IVZ R(zu)I<Cllul+ 1zIP)
/p=1 ]
A<CPIPTIx —
r

A<cl /P

et

B<C(IZ(n,r)l,+ U(n,r)l,) Ian U(n,r)|L2 car |V h(zu)l< C(lul+lzl)

B<cr/P ¢

B<cr/pl,
Finalement :
12, 1m Gy (n,1)(0) =3, Im Gn,r)(o) I < C (/P71
donc
(5.5.2) ‘an Aq (n,r)(O) - an A(n,r)(o)I<C r”p_] (mr) EA

Il reste a estimer | (an A)(n,r)(o) = (an A)(o,r)(o)l
Aln)(0) = (zu++/=T Im G(n,r)(o))
(3, A)lnr)(o) = (8, 2,0, u + V=T (3, Im G)(n,r) (o))
(8, A)lo,r)(0) = (3, 2,0, u + VT (3 Im G)(o,r) (o))
car n=(zu,t) et a,7 zet an u sont des constantes donc
(3, An,r)(0) = (3, A)le,r)(o) 1= I (3, Im G)(n,r)(0) = (2, Im G)(o,r) o)
d’aprés (4.8)

Im G(n,r)(o) =2 Re

d
Z (gernis)

||[\/]v

+2 Re

||Mu

,Z
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or qk(...,z,...) est un terme du type

t, n t,.n . .k k
1)1 d\d 2.J1 Jns1 5%
c(=) .. (T) rzy.zn 42

S. Maingot

oiceCh, Ny s ji,...,jn , k]""’kn EIN, R€ IR+, et, un des j; ou un des k; est non nul.

Si 9= 0
' %n o
-
(3 I G)mr)0)=2Re D> b q" (§p--f;)
K=1
1 t;.n t. n._ t, n i g ks _k
+2 Re Z Cn, - (T L (—d) erz11...zn" 211...zn
n>=i r r r
i
Pk K
(3, Im G)(o,r) =2 Re > b a §peeky)
K=1
donc
C [+ / __-]
13, Im G)(n,r) = (3, Im G)(or)I<— lzl < - (PIP
n n r r
|3, Im G)(n,r) = (3, Im G)(o,r) | < C (/P71 pour (nr) €A, -
si 2= 2 alors 12 ImG)(nr)(o) - (3, Im G)(o1)(0)!
| — = — alors m n,rj\o)— m o,r)\o =0
an  du, n n
3 9
| —=
t, n t, n : : :
1M d iy G 0, K
2, Im G(nr)0)I< 12 Re D, G (=) =) kol 2T A o
]i>1
< crlfP
1/p—1 . . a a
donc 13, Im G(n,r)(0) — (3,, Im G)(o,r)(0)ISCr de mene si — = —
n n m 3z

finalement on obtient :

(5.53) (0, Aln.r)(o) =3, Al <CrP T en,

n
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5.6. - CONCLUSION
Posons Aq ‘AT > CN
n > A;(n,r)(o)

or d’aprés (4.5) ona 1D Af (o) # o et donc ID A | (n) # o pour (n,r) € A, etr assez petit.
On aura IDT’Ar1 [ (n) # o pour (n,r) € A, et r assez petit d’aprés (5.5.2).

On ne peut pas conclure immédiatement comme on l’avait fait pour M car ici
a, = Ay (o,r)(0) n’est pas nécessairement nul, mais anAﬁ | (0) # o donc (DnAq )—1 (o) existe

et il existe A positif tel que :
(5.6.1) 21D AL Vo) <1

ot II I désigne la norme usuelle des matrices.

De plus
I (D,,Aﬁr)(n) - (D,,Aﬁ,_)(o) <l (DnA'{,_)(n) - (D,,A._r )n) |
+1 (DnAY)(n) - (DnAF)(o) I+ 1 (DnA.r)(o) - (DnAg")(o) I
=A+B+C

A et C tendent vers o quand r tend vers o pour cela voir (5.5.2) B tend aussi vers o quand r tend

vers o, d’apres (5.5.3).

Soit I (DnAa )n)) - (DnAq )(0) <A pour (n,r) €A et r, suffisamment petit (5.6.2).
On utilise un théoréeme d’inversion locale précisé a savoir :
Soit f : IRM - IR™, clau voisinage de x |

A,v deux constantes positives

sit 20 11 Df(xo)"] I<1 et I Df(x) = Df(x,) I <X pour tout x dans B(xg), ol B(x,») est la

boule ouverte dans IR™ de centre X, et de rayon v alors f(B(x,v)) D B(f(xo),)\v)

(voir par exemple la démonstration du théoréme d’inversion locale dans [9] page 222).
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ici f.R2N 5 R2N
n>A (n,r)(0)

X, =0 et f(xo) =a

y=P/p-1
et d’apreés (5.6.1) et (5.6.2) on obtient pour r < fo
f(B(o,rp/p_1 )) D Bla,, )\rp/p~1)
Soit Qq D Bla,, Np/p——T) or lal<C PF1/p=1 2 (C rl/p—1)rp+p—1

d’aprés (5.5.1), donc Iarl < aP/P-1 pour r_ assez petit c’est-a-dire o € B(ar , Mp/p—1) C Q'i

donc Qq contient un voisinage de o dans cN .
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