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Annales Faculté des Sciences de Toulouse Vol.VIII, n°3, 1986-1987

Prolongement des champs de vecteurs
a des variétés de points proches

EUGENE Okassa(D) (2

RESUME.— Etant donné une variété différentielle paracompacte M de
classe C° et une algébre locale A de dimension finie sur R ayant un
idéal maximal de codimension 1, on note M# la variété des points proches
de M d’espéce A. On utilise la structure de A-module sur ’algébre de
Lie des champs de vecteurs sur M4 pour donner une caractérisation des
prolongements & M4 des champs de vecteurs sur M.

ABSTRACT.— Given a differentiable paracompact manifold M of class C*°
and a local algebra A of finite dimension 1 over R such that the maximal
ideal is of codimension 1 over R, we denote by M4 the bundle of near points
of A-kind on M. Using the A-module structure on the Lie algebra of vector
fields on M4, we give a characterization of the prolongations to M4 of the
vector fields on M.

0. Introduction

Dans tout ce qui suit, on entend par “variété différentielle” ou tout
simplement “variété’ une variété différentielle, paracompacte de classe C'*®
et par “algébre locale” une algébre commutative, unitaire de dimension finie
sur R ayant un idéal maximal unique de codimension 1. Si m désigne 'idéal
maximal, le plus petit entier k tel que m**! = (0) est la hauteur de I’algébre
locale.

Etant donné une variété différentielle M et une algébre locale A, d’idéal
maximal m, un point proche de ¢ € M d’espéce A est un homomorphisme
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38402 St Martin dHéres - France
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d’algebres ¢ de C°(M) [algebre des fonctions numériques de classe C*° sur
M) dans A tel que £(f) = f(z) mod m pour toute fonction f € C*(M)
([5]). Si M2 désigne l’ensemble des points proches de z d’espéce 4, M4 =
Uzem M2 est une variété différentielle de dimension n-dim A oun = dim M :
c’est la variété des points proches de M d’espéce A. On a une fibration
canonique m : M4 — M : c’est le fibré des points proches. Si (z1,...,%,)
est un systéme de coordonnées locales sur un ouvert U de M, si (aq)acs est
une base de A et si (a},)acs est la base duale, les applications ¢ — a%[é(z;)]
pour a € J et ¢ = 1,...,n sont un systéme de coordonnées locales sur

= 1(U).

Lorsque A = D = R[T]/(T?) est l’algébre des nombres duaux,
MP sidentifie & I’espace tangent TM. Plus généralement lorsque A =
R(Ty,...,Ts)/(Ty,. .., T)¥*t, M4 est espace JE(R?®, M) des jets d’ordre k
des applications de classe C° de R*® dans M ayant pour source 0 € R?. Plus
particuliérement lorsque A = R[T\,...,T,)/(T1,...,To)**! ot n = dim M,
l’'ouvert de M4 constitué des points proches de rang maximum est ’espace
P¥*(M) des repéres d’ordre k sur M.

Lorsque E est un espace vectoriel de dimension finie sur R, E4 s’identifie
4 A ® E. En particulier R4 s’identifie 3 A.

Si f € C°°(M), application f4 : £ — &(f) de M4 dans A est une
application différentiable de classe C® : c’est le prolongement de f sur M4
a valeurs dans A. L’application v : C®(M) — A ® C°(M*) qui & toute
fonction numérique f de classe C*® sur M associe son prolongement f# sur
M4 a valeurs dans A est un homomorphisme d’algebres. Si (aq)aes est une
base de A et si (a%)acs est la base duale, pour tout f € C*°(M), on a :
A(F) = Tacs da ® (a3 0 £4).

THEOREME 0 (Weil [5]). — Etant donné une variété différentielle M et
deuz algébres locales A et B, Uapplication n +— (ida ®n)o~y de (M4)B dans
MA®B st un isomorphisme de variétés différentielles.

Si ¢ : Fi — F, est un homomorphisme d’algébres, une application
0 : Fy — F, est une p-dérivation si 0 est linéaire et si 9(zy) = p(z)d(y) +
9(z)p(y) pour tous z,y dans Fj. Lorsque F} = F3, une dérivation de F) est
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une id p, -dérivation.(®)

1. Conséquences du Théoréme de Weil

Si £ est un point proche de M d’espéce A, on note Der, (C°°(M),A)
I’espace des ¢-dérivations de C°(M) dans A.

PROPOSITION 1.— Pour tout £ € M4, Uapplication W — (ida @ W)o~y
de TeM# dans Derg (C°°(M),A) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. — Soit zg € M et £ un point proche de zo d’espéce A.
L’application W + (ida ® W) o v de TeM4 dans Derg (C°(M), A) est
R-linéaire.

Surjection. Si D est ’algébre des nombres duaux sur R, on désigne
(1,€) une base de D ou 1 est I’élément unité de D, ¢ un élément tel que
e? = 0 et (1*,&*) la base duale. Soit ¢ : C®°(M) — A une ¢-dérivation.
L’application ¢ : f — {(f) @ 1 + ¢(f) ® ¢ de C°(M) dans A @ D
est point proche de zy d’espéce A ® D. 1l existe, d’apres le théoréme de
Weil, un point proche ¢ : C®(M#A) — D de MA d’espéece D tel que :
(ida ® ¥) o v = @. On vérifie que ¥ est un point proche de & d’espéce D.
L’application €* 0 ¢ : C°(M4) — R est un vecteur tangent en ¢ tel que :
ida® (* o) 07 = .

Injection. Si (ida ® W)o~y =0, on a: W(a% o f4) = 0 pour tous « € J
et f € C°(M). 1l s’ensuit que W = 0.

Un champ de vecteurs de classe C* sur M (resp. sur M#) sera iden-
tifié & une dérivation de C°(M) [resp. de C°(M4)]. On note X(M)
[resp. X(MA4)] le C°(M)-module des champs de vecteurs sur M [resp.
le C*®(M#)-module des champs de vecteurs sur M4].

PROPOSITION 2.— L’application X — (ida®X )o~ est un isomorphisme
du C°(M*A)-module X(M*4) sur le module Der,[C®(M), A ® C®(M4))].

Démonstration. — Injection. Evident. Surjection. Pour tout £ € M4, on
note £ : F F(€) de C=®°(M#) dans R : c’est un point proche de £ d’espéce
R. On a : (ida ® E) oy = £ Soit p: CF(M) — A® C>®(M*4) une 7-
dérivation. L’application (id4 ® ) 0o : C°(M) — A est une {- dérivation.
1l existe, d’aprés la proposition 1, un vecteur tangent 3 M4 en £ et un seul

(3 Je remercie Monsieur le Professeur Jean-Louis Koszul dont les remarques et les
suggestions ont permis 1’élaboration de cet article.
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We tel que (ida @ We)oy =(ida ® Z) o ¢. L'application W : M4 — TM4A
qui & £ associe W, est un champ de vecteurs de classe C*® sur M4. Le
champ de vecteurs W considéré comme dérivation de C°°(M4) vérifie :
(da®@W)oy=¢.

2. Structure de A-module dans Te M4 et X(M*4)

1.— Etant donné a € A, on note p, : A — A la multiplication par a dans
A.Soit ¢ € MA et W € TeMA. Pour tout a € A, (pa®@W)oy : C®(M) — A
est une £-dérivation. D’aprés la proposition 1, il existe un vecteur aW dans
Te M4 et un seul tel que (ida ® aW) oy = (pa ® W) o 4. L’application
(a,W) + aW est une structure de A-module dans T¢M#. Pour tout
¢ € MA, TeM4 est un A-module libre de rang dim M.

PROPOSITION 3.— Si I est un idéal de A, pour tout £ € M4, I - TeMA
est un espace vectoriel de dimension n-dim I ot n = dim M. En particulier
pour tout a € A, dim(a - TeM4) = n - rang(p,)-

Démonstration.— Soit =9 € M et £ un point proche de zo. Soit
(z1,...,Tn) un systéme de coordonnées locales dans un voisinage de zo.
On note encore (z;)i=1,...,n les coordonnées sur M4 définies au voisinage de
n1(zo) par: z;om o ™ : M4 — M est la projection canonique. Pour toute

base (ao)aen de I, les vecteurs (ao,g‘z—':)(ﬁ) pour tout a € H et pour tout
i =1,...,n forment une base de I - T M4.

Soit X un champ de vecteurs sur M“4. Pour tout a € A, on note aX
le champ de vecteurs sur M4 défini par : (aX)(£) = a- X(£) pour tout
£ € M4, Si X est de classe C, alors aX est de classe C'°.

Puisque pour tout £ € M4, (aX)(¢) = a- X (&), alors
lida ® (aX)(§)] oy =[ida®a-X(§)] oy =[pa ® X({)] 0.

Il en résulte que (idg ® aX) oy = (e ® X) 0 v. Comme (o ® X)o7 :
C®(M) - A ® C>®(M?) est une vy-dérivation, on déduit, d’aprés la
proposition 2 que aX est I'unique champ de vecteurs sur M# caractérisé
par (ida®aX)oy = (ke ®X)oy. L’application (a, X) — aX de Ax X(M4)
dans X(M#4) est une structure de A-module dans X'(M4).

Ezemple.— Lorsque A = R[T]/(T3), M#4 est le fibré tangent d’ordre 2.
Soit (1,e,€e?) avec € = 0 une base de A et (1*,e*,(e?)*) la base duale. Soit
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(z1,.--,Zn) un systéme de coordonnées locales dans un ouvert U de M. Les
applications (z; = 1*oz!; y; = e*ozf; 2; = (e?)*oz?) pouri = 1,...,n sont
un systéme de coordonnées sur 7 ~1(U). On a: Y(zi) = 1Qz;+eQ@yi +e2Rz;.
Si X est un champ de vecteurs sur M# dont I’expression sur 7#=}(U) est

X = ZP: +Zq. +Zr,a

(ot pi,gi,Ti pour ¢ = 1,2,,...,n sont des fonctions C* sur n~}(U)), en
écrivant (idg ® aX) o y(zi) = (e ® X) o y(z;) avec a € A et pour tout
t=1,...,n on obtient :

eX = Zp. +qu

=1

2
X = i —
x-Yong

PROPRIETES .— &) a(¥ - X) = ¢ - aX pour tous a € A , ¢ €
Co(MA), X € X(M4)

i) [aX,aY] = a[aX,Y] + a[X,aY] — a®[X,Y] pour tous a € A, X et Y
dans X(M*4).

Démonstration.— ii) Calculons :

[ida ® ([aX,aY] — alaX,Y] — a[X,aY] + a®[X,Y])] 0 v

= (ida ® [aX,aY]) 07 — (ka ® [aX,Y]) 07 — (ka ® [X,aY¥]) 0y
+ (a2 ® [X,Y]) 0y

=(Gda®aX)o(ida®aY)oy—(idag®aY)o(ids®aX)oy
—(pa®aX)o(ida®Y)ovy+ (Ha ®Y)o(ida®aX) oy
—(La®X)o(ida®aY)oy+ (pa®aY)o(idg® X))o~y
+(la®X)o(Ha®Y )0y —(La ®Y) 0 (a ® X) o0

=(idg ®aX)o(ida®aY)oy—(idg®aY)o(ida®aX)oy
—([da®aX)o(ida®aY)ovy+ (pa ®Y)o(ida®aX)oxy
—(ba®X)o(ida®aY)oy+ (idg ®aY)o(ida®aX) oy
+(a®X)o(ida®aY)oy - (ka®Y)o0(ida®aX)oy=0

D’ou l’assertion.
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2.— Soit I # A un idéal de A et ¢ : A — A/I la surjection canonique.
On note §: M4 — MA/T Papplication de classe C™ qui & ¢ € M associe
gofet gl : TMA — TMA/T Vapplication linéaire tangente. Un vecteur
W € Te M est vertical pour §: M4 — MA/T si gT(W) = 0.

Soit y4/r : C°(M) — A/IQC>®(MA/T) Phomomorphisme d’algebres qui
a toute fonction numérique de classe C° sur M associe son prolongement
sur MA/T 3 valeurs dans A/I. Etant donné W € T;M*, on vérifie que
lida/r ®3T(W)] ovayr = (@@ W)oy. Comme (¢@ W)oy: C®(M) — A/I
est une g-dérivation, on conclut, d’aprés la proposition 1, que g7 (W) est
I'unique vecteur de queMA/I tel que [id 4,1 ®qT(W)] o Yayr =(@@W)on.
Il en résulte immédiatement :

PROPRIETES .— i) Un vecteur W € TeM#4 est vertical pour §: M4 —
MAT i et seulement si (g @ W) oy = 0. En conséquence un champ de
vecteurs X sur MA est vertical pour MA — MA/T g et seulement si

(g®X)oy=0.
i) §T(aW) = g(a)gT (W) pour tout a € A et pour tout W € T MA.

Conséquence.— équence Il résulte de la propriété ii) ci-dessus et de la
proposition 3 que pour tout £ € M4, §7 : TeMA — Tpoe MA/T admet
pour noyau l'espace I - T¢eM#. Ainsi 'application §: M4 — M4A/! est une
submersion.

3. Champs de vecteurs sur M# associés aux dérivations de 4

Etant donné une dérivation d de A, pour tout £ € M4, dof : C®(M) — A
est une {-dérivation. Il existe, d’aprés la proposition 1, un vecteur dps(€)
de TeM* et un seul tel que : [ida ® dpm(€)] oy = —d o & Le champ de
vecteurs dps @ & > dp(€) sur M4 ainsi défini est de classe C*°. Comme
[ida®dar(€)]oy = —dof pour tout £ € M4, il s’ensuit que : (id4a®@dp)oy =
(—d®idge (pr4y)07. Puisque (—dQidceo (pray)oy : C°(M) — AQC(M*4)
est une v-dérivation, le champ de vecteurs dps est caractérisé, d’aprés la
proposition 2, par : (ida @ dy) 0y = (—d ® idges (ar4)) 0 7-

Ezemples.—1)Si A =D = R®Re, o1 €2 = 0, est ’algébre des nombres
duaux sur R, alors MP est la variété TM des vecteurs tangents 3 M et si
d est la dérivation de D telle que d(¢) = —e, dp est le champ de vecteurs
sur TM qui engendre le flot des homothéties dans les fibres.

2)Si A =R[T)/(T?) = R®ORedRe?, ot e® = 0, M4 est le fibré tangent
d’ordre 2. En reprenant les notations de I’exemple du paragraphe 2, on a :
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¢ Si d est la dérivation de A telle que d(e) = —e, alors

n a n a
dy = ;y.’% +Z;2z,-5;.

e Si d est la dérivation de A telle que d(e) = —e?, alors
n
0
duy = ; Yi 6_2.

Lorsque d est une dérivation de A, pour tout ¢t € R, les applications
®; : £+ exp(—td) o & de M4 dans M* sont un groupe & un parameétre des
difffomorphismes de M4. Géométriquement, le champ de vecteurs dps est
la transformation infinitésimale de {®¢}:cr.

PROPRIETES .— 1) Pour toute dérivation d de A, le champ de vecteurs
dy est vertical pour la fibration © : M4 — M.

i) Quels que soient a € A et d € Der(A), (ad)y = adp.

1) Quels que sotent d et d' dans Der(A), [d,d'|m = [dum, dy].

iv) Quels que soient d € Der(A4), X € X(M*), on a :

[dm,aX] = d(a)X + aldm, X].

Démonstration. — i) Soit aug : A — R Paugmentation. Si d € Der(A),
ona:
(aug ®@dar) o v = laug @ id oo (ar4)] 0 (ida @ dar) 0 7.

Puisque (aug) od = 0 alors (aug ®dpr) oy = 0. Compte tenu de la propriété
ii) du pararaphe 2, on conclut que djs est vertical pour 7 : M4 — M.

Les autres assertions se vérifient facilement.

Remargque.— Soit A une algébre locale différente de R, d’idéal maximal
m et de hauteur k. Soit é une dérivation non nulle de A dans R par rapport a
l'augmentation. Si a est un élément non nul de m*, ’application z — a-§(z)
est une dérivation de A qui n’est pas nulle. Ainsi ’espace, Der(A), des
dérivations de A est nul si et seulement si 4 = R.
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4. Familles de champs de vecteurs sur M4 associées
aux dérivations de A dans son quotient

Soit I # A un idéal de A et ¢: A — A/I la surjection canonique.

PROPOSITION 4.— Soit 6 : A — A/I une g-dérivation. Il eziste des
champs de vecteurs Z sur M2 tel que : [q® Z(€)] oy = —6 o & pour tout
€€ MA. De plus [(¢® Z)] oy =[-8 ®idge(pray] 0 7.

Démonstration.— Soit £ € MA. Puisque § : A — A/I est une ¢-
dérivation, 60 est une gof-dérivation. Il existe, d’apres la proposition 1, un
vecteur W dans qufMA/I et un seul tel que : (id4/; @W)ov4/r = —60¢&.
L’application § : M4 — MA/! étant une submersion, il existe un vecteur
Ve dans Te M4 tel que g7 (V) = W: ce qui donne (¢ ® Vg) oy = —60¢. En
chaque point { € M4, on se fixe un supplémentaire V¢ de I - TeM“ et on
note Vs la composante de V; suivant V¢. L’application Z : £ — V¢ de M4
dans TM# est un champ de vecteurs tel que [¢ ® Z(£)] oy = —6 0 ¢ pour
tout £ € MA. Ce champ de vecteurs ainsi défini est de classe C*°. On vérifie
que : (¢® Z) oy =[-8 ®idow(ma)] 0 7.

Pour une g-dérivation § de A dans A/I, les champs de vecteurs Z sur M4
tels que (¢ ® Z) oy = [-6 ® idgee (ar4)] © ¥ ne sont parfaitement déterminés
par 6 que modulo les champs verticaux pour §: M4 — M4/,

Ezemple.— Soit A = R[T]/(T?) = R®Re®Re? o1 € = 0. En reprenant
les notations de ’exemple du paragraphe 2, on a :

* I = (e) 'idéal de A engendré par e. Si § est la dérivation de A dans
A/(e) = R telle que 6(e) = —1, alors les champs de vecteurs Z sur 7~ (U)
tels que (¢ ® Z) oy = [-6 ® idceo(pr4)] © v sont de la forme :

n

5] - 53] i 0
Z=Zy;5x—i+§f.‘5!;+;gia—zi

=1
ou les f; et gi sont dans C=[r~1(U)].
* I = (€?) est 'idéal de A engendré par e?.
a) Si 6 est la dérivation de 4 dans A/(e?) telle que §(e) = —1, alors
= 17} ” o = 0
Z= i3 2zi— inT
2V et & o

ou les f; € C®[x~1(U)].
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B) Si é est la dérivation de A dans A/(e?) telle que é(e) = —&, alors

- 0 - 0
Z=;yia—y‘;+;fiéz

oules f; € C>[r~1(U)).

Soit @ un élément de ’annulateur de I c’est-a-dire az = 0 pour tout
z € I. On note 7, 'unique application linéaire de A/I dans A telle que
Ta © ¢ = Hg. Pour toute g-dérivation § de A dans A/I, Papplication 7, 0 §
est une dérivation de A.

PROPOSITION 5.— 87 é§ est une g-dérivation de A dans A/I et si a est
un élément de Uannulateur de I, alors pour tout champ de vecteurs Z sur
M4 tel que (g ® Z) oy = [—6 Q@ idow(ma)] 0 v le champ de vecteurs aZ
est le champ de vecteurs sur MA associé a la dérivation 7, 0 6 c’est-d-dire
aZ = (1a08)m.

Démonstration. — Si Z est un champ de vecteurs sur M4 tel que
(g®Z)oy =[-8 ®@idce(mayloyona:

(ida®aZ)oy=(pa® Z) oy
=[(ra0q)® Z] oy
= [T ®idoo(mayl 0 (9@ Z) 0y
= [ra @ idceo(pr4)] 0 [—6 @ idge(ara)] 0¥
= ([ra 0 (=8)] @ idce(ama)) 0 7
=[ida®(1a08)m]o07.

On conclut, d’aprés la proposition 2, que aZ = (7, 0 §) p-

5. Le prolongement 4 M“ des champs de vecteurs sur M

Soit V un champ de vecteurs sur M considéré comme dérivation de
Palgébre C*°(M). Pour tout £ € M4 £oV : C®(M) — A est une
&-dérivation. Il existe, d’aprés la proposition 1, un vecteur VA(£) dans
TeMA et un seul tel que : [idg ® VA(€)Joy = £ o V. Le champ de
vecteurs VA4 : € +» VA(£) ainsi défini est de classe C*®. Puisque yo V :
C®(M) - A® C®(M*A) est une y-dérivation, le champ de vecteurs V4
est caractérisé, d’apres la proposition 2, par : (ida @ VA) oy =v0V: VA
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est le prolongement de V a MA. Si {¢:}¢ est le groupe & un paramétre
sur M engendré par V, le champ de vecteurs V4 est la transformation
infinitésimale du groupe & un paramétre {¢7'}¢ sur M4 ot pft : M4 — M4
est tel que @2 (€)(f) = &(f o p¢) pour tous £ € M4 et f € C(M).

De la définition du prolongement, il résulte immédiatement :

PROPRIETES .— Si V' est un champ de vecteurs sur M, on a :

i) VA est projetable sur M et a pour projection V.

1) L’application V +— VA de X(M) dans X(MA) est un homomor-
phisme injectif d’algébres de Lie.

i11) Pour tout d € Der(A) , [VA,dp] = 0.

iv) Pour tout a € A et pour tout champ de vecteurs X sur M4,
[VA,aX] = a[VA4, X].

v) Pour tout f € C®°(M), (fV)A = fA.VA cest-d-dire (fV)A(E) =
E(f) - VA(E) pour tout £ € MA.

) Si6: A — A/l est une g-dérivation, pour tout champ de vecteurs Z

sur M4 tel que (¢® Z)oy = [—6 ®idceo (amra)l 07, alors le champ de vecteurs
(VA, Z] sur M4 est vertical pour la submersion §: MA — MA/T,

Soit P¥(M) le fibré des repéres d’ordre k sur M et J¥(TM) I’espace des
jets d’ordre k en ¢ € M des champs de vecteurs sur M. Si V est un champ
de vecteurs sur M, on note P¥(V) le prolongement de V a P¥(M). 1l est
bien connu que lorsque u est un repére d’ordre k en z € M, 'application
JEV) = P¥(V)(u) de JE(TM) dans T, P¥(M) est un isomorphisme. On

va donner dans ce qui suit, la version pour les points proches.

PROPOSITION 6.— Soit £ € M#A. Le sous-espace vectoriel de T¢M#
engendré par les VA(E) ou V est un champ de vecteurs sur M est de

dimension dim M -r¢ ot r¢ est le rang de lapplication linéaire £ : C°(M) —
A.

Démonstration. — Soit Pe = {V4(£) € TeM#/V champ de vecteurs sur
M}. Soit zg € M et £ un point proche de zo d’espéce A. Soit (z1,...,Zn)
un systéme de coordonnées locales au voisinage de x¢ et (fo)aen une famille
de fonctions C® sur M telles que {&(fo)}a € H est une base de £[C°(M)].
On vérifie que les vecteurs (fq - 3—‘?;'_-)’1(5) forment une base de P;.

De la proposition 6, il résulte qu’étant donné £ € M4, point proche de z €
M, Papplication J¥(V) — VA(€) de J¥(TM) dans Te M4, ol k est la hau-
teur de A, est de rang dim M -r¢. Lorsque A = R(T, ..., Tn]/(T1,. .., Ta)*+?
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avec n = dimM, si £ € M est un repére en z € M, Papplication
JE(V) > VA(€) de J¥(TM) dans T M est un isomorphisme.

6. Le A-module engendré par les prolongements

Notons X4(M#) le sous-espace de X(M#A) formé par les champs de
vecteurs X tels que [X,aY] = a[X,Y] pour tout a € A et pour tout
Y € X(MA). Un champ de vecteurs X sur M4 appartient & X4(M*4)
si et seulement si

(ida®aY)o(ida®@X)oy=(1da®Y)o(ida®aX)oy

pour tout a € A et pour tout Y € X(M#). On vérifie quesia € Aet X €
X4(MA) alors aX appartient & X 4(M#). L’application (X,Y) — [X,Y] de
Xa(MA) x Xa(M*) dans Xa(M#) est bilinéaire sur A : 'espace Xa(MA)
est une algébre de Lie sur A.

PROPOSITION 7.— Pour toute dérivation d de A, on a [dM,XA(MA)] C
Xa(MA) et Vapplication X — [dpr, X]| de Xa(MA) dans X4(M*) est une
dérivation de R-algébres de Lie qui n’est pas intérieure pour d # 0.

Démonstration.— i) Soit X € Xa(M*) et d € Der(A). Pour tout a € 4
et pour tout Y € X(M4), on a :

[[dM,X],aY] = [dm, [X,aY]] - [X, [dm,aY]]
= [dum,alX,Y]] — [X,[d(a)Y + a[dm, Y]]
= d(a)[X,Y] + a[du, [X, Y]] — d(a)[X, Y] — a[X, [dm, Y]]
=a([dm,[X,Y]] — [X,[dMm,Y]])
= a[[dMaXLY]

Ainsi [dpr, Xa(MA)] C Xa(MA).

ii) Soit d # 0 une dérivation de A. Supposons que X s [dpar, X] est
une dérivation de X4(M4) qui est intérieure. Il existe donc ¥ € Xa(M4)
tel que : [dp,X] = [Y,X] pour tout X € Xa(M“4). En particulier
[drm,aX] = [Y,aX] pour tout X € X4(M4) et pour tout a € A. On a donc:
d(a)X + a[dp,X] = a[Y, X] = a[dum, X]. Ce qui implique que d(a)X = 0
pour tout X € X4(M*4) et pour tout a € A. Il s’ensuit que d = 0 : ce qui
contredit I’hypothése d # 0. La dérivation X + [dar, X] de Xa(M*4) n’est
donc pas intérieure pour d # 0.
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D’aprés la propriété iv) §5, le prolongement & M4 d’un champ de vecteurs
sur M appartient & X4(M#). En réalité I’espace X4(M*4) est parfaitement
déterminé par les prolongements & M#A des champs de vecteurs sur M.

THEOREME 1.— L’application bilinéaire (a,V) +— aV4 de A x X (M)
dans Xa(M#) induit un isomorphisme de A ® X(M) sur Xa(M*4) compa-
tible avec la structure d’algébres de Lie sur A.

La démonstration utilise les deux lemmes suivants :

LEMME 1.— Si 0 : M — M4 est Uinjection canonique et si o* est
I’homomorphisme de C®(M#A) dans C®(M) qui ¢ F € C°(M*4) associe
F oo, alors :

[ (| (da®aY —p.® Y)_I(O)} N [(ida ® 0*)71(0)] = (0).
Ye;'e(ll\‘lﬁ)

Démonstration.— Soit m 1'idéal maximal de A et k la hauteur de A.
Pour tout r € N, r > 1, les idéaux m" sont des sous-espaces vectoriels
de m. Pour ¢ = 2,3,...,k, on note S; le supplémentaire de m* dans m‘~!,
En posant Sy = R et Sgyy =mF,ona: A=5,®5:® - ® Sky1. Pour
it =1,2,...,k + 1, soit (aq;) une base de S; et (a},) la base duale. Ainsi
(@a;)i=1,2,...,k+1 est une base de A et (a},)i=12,..,k+1 la base duale. Soit
Z:(m)‘_:l‘ziMH_1 Go; ® Po; un élément de A ® C°(M*4) qui appartient &

(| (da®a¥ —p @) (0)| N{(ida ® 0*)7*(0)] = (0).

agA
YEX(MA)
On a:
pour tout a € A,
(aY)(pa;) = E a} (aaq; )Y (pa;) pourtout ¥ € X(MA),
i y — e
=12, k41 pour tout i =1,2,---,k +1,
Pa; 00 =0

pouri=1,2,---,k+1

En particulier :
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A _ A pour tousa €m, V € X(M),
(aV Wpa:) = Z a:‘_.(aaa,.)V (‘Pai)eti=l,2,~--,k+1, ( )(1)

gpa..ocr=0 pouri=1,2,---,k+1 (2)
lercas:1=1

(VM) (pay) = Z ay, (aaaj)VA(qpa’.) pour tous a € met V € X(M).
j=1,27.j..,,:+l

Pour tout j = 1,2,...,k + 1 et pour tout a € m, aas; € m. Comme aq,

est une base de S;. Ainsi (aV4)(¢a,) = 0 pour tout a € m et pour tout

V € X(M). Dol : 9o, = fo, 0T Ol fo, € C®(M) et 7 : MA —» M la

projection canonique. Compte tenu de (2), on déduit que ¢4, = 0.

2émecas:t =2

(@VA)(pay) = Z al,(aaa; )V*(¢a;) pour tous a € met V € X(M).

*j
§=2,3,... k41

Pour tout j = 2,3,...,k+1 et pour tout @ € m, aaq; € m?. Comme a,, est
une base de S, supplémentaire de m? dans m, alors (aV4)(¢a,) = 0 pour
tout a € m et pour tout V € X(M). Ainsi o, = fa, © © OU fo, € CP(M)
et 7 : M4 — M. Puisque ¢4, 0 0 = 0, alors pq, = 0.

La suite de la démonstration se fait par récurrence.
LEMME 2. —

(| (da®aY —pa @Y)7H(0) = A-v[C=(M)].

a€EA
Yex(M4)

Démonstration.

lére inclusion.— Puisque pour tout a € A et pour tout ¥ € X(M4),
(ida®aY)ovy = (. ®Y) 0 alors

Fex)c () (da®aY —ua@Y)7(0).
Ye}e(:lA)
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1l s’ensuit que A - v[C°(M)] C ﬂyeag?M)(idA ®aY — pa @ Y)71(0).

2éme inclusion.— Soit (aa)acs une base de A. Si ) 7 aa ® @q est un
élément de A ® C°(M#) qui appartient 3

(| (da®aY - p. @Y)71(0).
yel:\*e(‘:lA)

On vérifie que : 3 c 7 8a ® Pa — 3 4ec7 GaY(Pa © 0) est un élément de

(| (da®aY —pa®Y)"H0)| N [(ida ® a*)7}(0)] .
Ye:l\'e(:lA)

Compte tenu dulemme 1, on conclut que : 3 ¢ 7 3a®Ya = 347 2a¥(Pa®
o). Ainsi

(| (da®aY —p, @Y)7H(0) C A-4[C®(M)).

a€CA
Yex(MA)

Remarque.— Démonstration du théoréme 1— On vérifie que 'applica-
tion bilinéaire (a, V) — aV4 de A x X(M) dans X4(M#) induit un homo-
morphisme d’algébres de Lie sur A de A ® X(M) dans Xa(M4).

Injection. Soit (aq)acg une base de A et (Vy)aes une famille de champs
de vecteurs sur M tels que : 3 .~ asV4 = 0. Pour tout £ € M4,
Yacg @aVi(€) = 0. Dot Y s fia, © € 0 Vo = 0. Pour toute fonction
f e Co(M),ona:y craq-EVa-f) =0 pour tout £ € M4, En
particulier pour tout point proche f +— f(x) de C°(M) dans A, on a :
2 acs(Vaf)(@)aa = 0 pour tous z € M et f € C°(M). Ainsi (Vo f)(z) =0
pour tous a € J,z € M et f € C®(M). On déduit que V, = 0 pour tout
a€J. Ainsi 3 c70, @V, =0.

Surjection. Soit X € X4(M#4). Puisque (id4 ® aY) o (ida ® X) oy =
(ida®Y)o(ida ® aX) oy pour tout a € A et pour tout Y € X(M#4), alors
(lda®aY —p, ®Y)o (ida ® X) oy = 0. Compte tenu du lemme 2, on a :

Im(ida ® X)ov]C () (ida®aY¥ — pa @ Y)71(0) = A-~[C=(M)).
Ye‘:\'e(:d"‘)

Etant donné une fonction ¢ € C°(M), il existe une famille unique
(fa)aeg de fonctions de classe C° sur M telle que : (ida ® X) o v(g) =
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Y weg @a¥(fa). On définit les applications : Vy : g — fo de C>(M) dans
C>*(M) pour tout a € J. En écrivant 3, ¢ 7 @a¥(Vag) = (ida ® X) 0 y(g),
on vérifie que V, : C°(M) — C®(M) est une dérivation. Dot :

(ida®X)ov(9) = Y aar(Vag)

I

> [Haa ®idoe(a4)] 0 7(Vag)

a€J a€J
=" [Haa ®idoe(ma)] 07 0 Va(g).
a€J
Alors :
(da® X))oy = Z(,l% ®idge(may) 070 Va
a€d
=" (Hao ®idgeo(ma)) 0 (ida ® V) 0y
a€J
= [idA ® Z aaVc;A] 0.
a€ET
Ainsi :
X = Z aaV,f.
a€J

7. Caractérisation du prolongement des champs de vecteurs

On a vu que le prolongement 3 M4 de tout champ de vecteurs sur M
appartient & X4(M#) et qu’il commute avec tout champ de vecteurs sur M4
associé a une dérivation de A. Ces deux conditions ne donnent pas toujours
une caractérisation du prolongement & M4 des champs de vecteurs sur M.
On va dans ce qui suit construire une suite décroissante de sous-algébres
locales de A qui permettra de donner une caractérisation du prolongement.

Soit A =Ag D A1 D -+ D A, D --- la suite des sous-algebres locales de
A définie par la condition : pour r > 0, A, est 'intersection des noyaux des
dérivations de Ar_;. On a A, = R & partir d’un certain rang.

Ezemple.— Soit a un idéal de R[Ty,...,T,]. Si on note P l'image de
P ¢ R[T\,...,Ts] dans R[T},...,Ts]/a par la surjection canonique, pour

toute dérivation d de R[T1,...,Ts]/a, on a : d(P) = Yi_, %d(?;).

Par conséquent si a = (g—g,...,ga%), P appartient & ’intersection des
noyaux des dérivations de R([Ty,...,T,]/a. Dans R[T},T>], en prenant

P = T} — IWT§ + T], alors P est dans l'intersection des noyaux des
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dérivations de A = R[Ty,T2)/(3TZ — T5,7T§ — 5T1T5,T5). On vérifie que
P #0. Donc 4; # R.

La suite décroissante des sous-algébres locales (A;)ren détermine une
suite décroissante (M4 )ren de sous-variétés fermées de M A,

PROPOSITION 8.— Pour r > 0, MAr est l’ensemble des points £ €
MAr-1 tels que dpr(€) = 0 pour tout d € Der(Ar-1).

Démonstration.— 1) Soit £ € M4 et j, : A, — A, linjection
canonique. Puisque j. 0 & € MAr-1 alors pour tout d € Der(A4,_;), on
a: [ida,_, ®dm(jr0€)] 074,, = —dojr0&=0. Dot dy(j,o£) =0.

2) Soit £ € MAr-1 tel que dp(€) = 0 pour tout d € Der(4,-1). On a
donc d o ¢ = 0 pour tout d € Der(A,—). Par conséquent {[C°(M)] est

contenu dans l’intersection des noyaux des dérivations de A,_; c’est-a-dire

E[C>(M)] C A,. Dot £ € MAr.

THEOREME 2.— Soit [X(M)]4 l’espace des prolongements & M4 des
champs de vecteurs sur M. Si X € A [X(M)|4, alors :

1) X est tangent a M4
2) Pour que X € A1 - [X(M)]A il faut et il suffit que :

(Cy) [dp, X/M#Ar] = 0 pour tout d € Der(A,) .

Démonstration. — 1) Soit V un champ de vecteurs sur M et soit V4 le
prolongement de V & M4, Si j, : A, — A est l'injection canonique, alors
pour tout £ € M4+ et pour tout a € A,, on a : (aVA)(j,0&) = a- VAr(£).
Ainsi tout champ de vecteurs X sur M4 qui appartient & A, - [X(M)]4 est
tangent a M4,

2) On va démontrer pour r = 0 c’est-a-dire que si X € A-[X(M)]4, pour
qu'il appartienne & A; - [X(M)]4 il faut et il suffit que [dp, X] = 0 pour
tout d € Der(A).

Condition nécessaire. Soit X € A; - [X(M)]“. Soit (@a)acs, une base
de A; et (Va)aes, une famille de champs de vecteurs sur M telles que
X =Y ez aaVs' Pour tout d € Der(A), [dy, X] =Y ez d(aa)V3 =0.

Condition suffisante. Soit X € A - [X(M)]4. Soit (@a)acs une base
de A et (Va)acs une famille de champs de vecteurs sur M telles que
X = Y .e7 Vs Supposons [da,X] = 0 pour tout d € Der(A) :
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ce qui donne Eae_,,d(aa)VuA = 0. Ainsi ) ;7 d(aa)¢[Vaf] = 0 pour
tous d € Der(4), £ € M# et f € C(M). En particulier pour tout
z € M,3 c7(Vaf)z)d(ax) = 0 pour tout f € C>(M) et pour tout
d € Der(A). On déduit que pour tout £ € M et pour f € C®(M),
Y ac7(Vaf)(z)aa appartient a A;. Pour tout f € C°°(M), la fonction
z EQEJ(Vaf)(z)aa est une fonction sur M a valeurs dans A;. D’ou
pour tout f € C®(M), 3 c7 % ® Vo(f) appartient & 4; ® C*°(M). Alors
X =Y 4c7 V4 appartient & A, - [X(M)]A.

COROLLAIRE .— Pour qu’un champ de vecteurs X sur M#A soit le
prolongement & M4 d’un champ de vecteurs sur M il faut et il suffit que :

1) [X,aY] = a[X,Y] pour tout a € A et pour tout Y € X(M4)

2) X vérifie la condition (C;) pour r =0,1,2,...

Dans tous les cas usuels en géométrie, A est une algébre graduée par des
éléments de degrés strictement positifs. Dans ce cas, il existe une dérivation

d° de A telle que (d°)71(0) = R. On a alors A; = A, = --- = R et la
condition 2) se réduit a
(29 ((d*)m, X]=0.

8. Autres caractérisations du prolongement
lorsque A est une algébre de polyndmes tronquée

Soit A = R[Ty,...,Ts]/(Th,...,Ts)**!, m l'idéal maximal de A et
q : A —» A/m¥ la surjection canonique. Etant donné une g¢-dérivation &
de A dans A/mF¥, on note M(§) I’espace des champs de vecteurs Z sur M4
tels que (¢ ® Z) 0y =[-8 Q@ idges(pmr4y] 0 ¥ et M le C°(M4)-sous-module
de X(M#) engendré par les M(8) ot § décrit l’espace Der(A4, A/m*) des
g-dérivations de A dans A/mF.

PROPOSITION 10 [3].— On suppose dim M > s. Il existe une application
C®(MA)-linéaire et une seule w : M — C°(M*A) @ Der(A, A/mF) telle
que w[M(8)] = Llowpay ® 6 pour toute q-dérivation § de 4 dans A/m* et
dont le noyau est le C°(M*)-module des champs verticauz pour la fibration
MA — pA/mE

On a la caractérisation suivante :

THEOREME 3.— Si X est un champ de vecteurs sur M4, les assertions
suivantes sont équivalentes :
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1) X est le prolongement ¢ M4 d’un champ de vecteurs sur M.
2) 1) [X,aY] = a[X,Y] pour tout a € A et pour tout Y € X(M*)
1) [X,dm] = 0 ot d est une dérivation de A telle que d(A) = m.
8) Pour toute g-dérivation § de A dans A/m* et pour tout Z € M(§), le
champ de vecteurs X, Z] est vertical pour la fibration M4 — MA/m*,
4)1) X, MlcM
i) Oxw = 0 c’est-d-dire X - w(Y) — w[X,Y] =0 pour tout Y € M.

En effet, d’aprés le théoréme 1, 1) est équivalent & 2). La propriété

vi) §5 donne : 1) implique 3). Dans [3], se trouve une démonstration de
P’équivalence entre 3) et 4).

Remarque.— Lorsque dimM = s et lorsqu’on se restreint a l'ouvert
P¥(M) de M# constitué des repéres d’ordre k sur M, le module M décrit
le C°°[P*(M)]-module X[P*(M)] et 'application w est la forme canonique
de Kobayashi sur le fibré des repéres d’ordre k. Dans ce cas, I’assertion 4)

se réduit & Oxw = 0 et ceci n’est autre que la caractérisation classique du
prolongement & P¥(M) des champs de vecteurs sur M ([1}).
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