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Une modification multiplicative des
nombres g normaux

JEAN-MARIE DUMONT() et ALAIN THOMAS(?

RESUME. — Soit (@n)neN une suite d’entiers, de limite infinie, telle que
a =g 0,ay az --an --- soit normal en base g (g entier > 1).

Soit (Cr)neN une suite bornée d’entiers non nuls. Alors, si
a* =4 0,(Cra1)(Czaz)---(Cnan) -+,
chaque produit Cpan étant écrit en base g, a* est normal en base g.

ABSTRACT.— Let (an)neN be a sequence of natural numbers such that
limn— o0 @n = +00 and & =4 -ajaz ---an - - - is normal to the base g (integer
> 2).

Then, if (Cn)neN is a bounded sequence of positive natural numbers, and
if a* =4 «(C1a1)(Caaz) -+ (Cnan) -, each product Cpa, being written in
the base g, we prove the normality of a* to the base g.

1. Introduction

Soit g un entier > 2. On dit que le réel a est normal en base g (ou :
g-normal) si et seulement si la suite (ag™)nen est équirépartie modulo 1

[4].

Plusieurs exemples de nombres normaux ont été construits sous la forme :
a=g0’5152...an... (1)

ou a, € N et 7 désigne ’écriture de ’entier m en base g.

1) Département de Mathématiques-Informatique Faculté des Sciences de Luminy, 70
route Léon-Lachamp - 13288 Marseille Cédex 9

(2) Département de Mathématiques Faculté des Sciences de St-Charles Université de
Provence, 3 place Victor Hugo - 13331 Marseille Cédex 3

- 367 -



J.M. Dumont et A. Thomas

Ainsi, lorsque a, = n ([1]), ou bien, plus généralement, quand la suite
(an) vérifie la condition de “densité” suivante :

Ve >0, INo(e€) tel que : VN, N > Ny(e) => card {n/a, < N} > N'~¢,

incluant notamment le cas an = ni®™€ nombre premier ([2]), ou encore :
an = f(n), f polynéme a coeflicients entiers ([3]), alors, dans tous les cas,
le nombre a correspondant dans (1) est normal en base g.

En 1979, B.VoLKMANN ([5]) a prouvé le théoréme de “modification de
nombres normaux” suivant :

aé étant comme dans (1) avec a, suite croissante non bornée, et a* =4 0,
ay a3---af --- ou al = an+ Jn avec J, entier, log(J,) € o (loga,), alors la
g-normalité de a implique celle de a*.

Sa démonstration repose sur une évaluation de la fréquence limite de
chaque bloc de chiffres, en base ¢, dans a*.

Pour parler rapidement : cette fréquence étant asymptotiquement “nor-
male” dans a et la longueur de ’écriture de J,, en base g “petite” devant
celle de ayn, les blocs -a—:‘: et @, ne difféerent que d’une fagon asymptotiquement
négligeable; d’ou le résultat.

Nous proposons ici de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME .— Soit (an)neN une suite d’entiers, de limite infinie, telle
que & =4 0, ay az - an -+ s01t normal en base g (g entier > 2).

Soit (Cn)neN une suite bornée d’entiers non nuls. Alors, s
a* =g 0, (Clal)(C2az) te (Cnan) ceey,
chaque produit Cpa, étant écrit en base g, a* est normal en base g.

Notre démarche, en vue d’obtenir le résultat énoncé, est sensiblement

différente. Elle repose sur le critére de Weyl pour ’équirépartition modulo
1 et le lemme suivant :

LEMME . — Soit g un entier au moins égal @ 2 et soit « un nombre normal
en base g. Pour tout entier C et tous réels € et n strictement positifs, il existe
une partie E de N et un entier N qui vérifient les conditions suivantes :

(1) pour tout entier n de E et tout entier relatif ¢ tel que 1 < |c| < C,

on a:
(n+1)N-1
1 m \ b ’ .
N Z e(acg™)| < € ot l'on a posé e(z) = exp(2inz)
m=nN
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(i) d(E) > 1 — 17, ot d(E) = limg_ oo 1/k card (E N [0, k]) désigne la

densité la densité (ordinaire) de ’ensemble E.

Ce lemme exprime qu’il y a “beaucoup” de tranches suffisamment longues
d’entiers consécutifs sur lesquelles les suites (acg™)nen pour 1 < [¢| < C
possédent simultanément une “bonne” répartition modulo 1.

Remarquons que g étant entier et donc les suites (acg™) non uni-
formément équiréparties (“well-distributed”, cf. [4] p.42) ’ensemble des en-
tiers n vérifiant l'inégalité de (i) n’est jamais un segment infini de N.

2. Démonstration du lemme

Soit ¢ un entier relatif non nul, pour tout entier n nous posons :
Fu.(c) = {a' € [0,1[/| Z e(a'cg™)| < en}.
0<m<n

Presque tout nombre, au sens de la mesure de Lebesgue A, étant g-normal,

on a, pour tout e >0 et c € Z* :

A( U N F,.(c)) =1.

NeEN n>N

Par suite, il existe un entier N(c) tel que :

/\( m Fn(c)) >1-—n/4C.
n>N(c)
Posons alors N = max{N(c)/1 < |c|< C}, Fn = Mi<e<c Fn (o).
Pour tout ¢, tel que 1 < |¢| < C, on a Fn(¢) D [,>n(c) Fn(c). Donc, en

notant A le complémentaire dans [0, 1[ de I’ensemble A, on trouve :

MFNS Y AE@) S Y 5=n/2

1<le|<C 1<lel<C

De plus, chaque ensemble Fy(c) étant ouvert, il existe F, union finie
d’intervalles, tel que FF C F et A(F) > 1 —1.

Maintenant, puisque par hypothése a est g-normal, a est aussi g™-
normal, et par suite :

d({n € N/a g¥" € F(mod 1)}) = \(F).
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Pour démontrer le lemme il suffit de considérer 'entier N et ’ensemble
E = {n e N/a g"" € F(mod1)}. En effet, pour tout entier n de E et pour
tout ¢ tel que 1 < |¢| < C, on a, modulo 1, ag™™ € F C Fn(c) et on trouve

l Z e(acgN"g'")| < eN.
o<m<N

3. Démontration du théoréme

Soit donc une suite d’entiers (a;)jen avec limj.tooaj = 400, et |af|
désignant la longueur de ’écriture en base g de l'entier a, soient, pour tout
j entier, 3 > 1:

Jj +oo a:

J

=3 llaell ot a=3 2L
k=1 j=1

On suppose que «a est g-normal.

Soient encore C € N*, une suite C, d’entiers avec 1 < C,, < C,et

Jj Foo %
Vj 21 aj =Cja; , S;———Z llakll et a*:Z g:;.
k=1 Jj=1

Posons
A(M) = Z e (a* ¢ g™) (pour M € N*).
o<m<M

Pour démontrer que le nombre a* est g-normal, il suffit, d’apres le critére
de Weyl, de démontrer que, pour tout entier relatif non nul ¢, on a

limpotoo 1/M |A(M)| = 0. Nous fixons donc un entier relatif non nul
g pour faire la démonstration.

Celle-ci consiste dans un premier temps & approcher dans A(M) la somme
de la tranche relative & a} par celle correspondant dans la somme de Weyl

de Cj a g; puis a utiliser le lemme qui permet une majoration uniforme de
la presque totalité de ces sommes.

Soit pour M € N*, J(M) Dentier tel que :
sy S M < SGary4a-
On a donc, posant s§ =0et J = J(M) :

AM)= ) > e(atqg™)

1<<T 83 Sm<s}

+ Z e (a* g g™).

s;<m<M
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a*g™ +(Z

3?.
n>j+1 g

) ™  modulo 1.

Le second terme du membre de droite est majoré par 1/ g" -m,

Par suite, utilisant le fait que :

Pour tous z,y réels |e(z) — e(y)| < 27 |z —y|,

ona:
Y. ela’gg™) = D e(afa/giT™) + R, 2)
; 1<m<a a; 1<m<a
ou 0 ‘ |
—- T
IRjl <2nlgl > (/g% ™) < X
87 _1<m<s7

D’ou

AMY= D Y eldia/gm+

1<j<J0<n<s;—87_,

Z e (a%41 9/9™) + O(J),

a_‘,+1—M<nSa}+1—s;
enposant pour 1 <j < J+1:n=3sj—m.

Si, pour chaque j, 1 < j < J, on somme pour n €]0,||a}||], on modifiera
cette somme d’une quantité dont le module est majoré par ||Cja;l| — lla;l,
c’est-a-dire, puisque C; < C, par log, C.

On procéde de méme pour la derniére sommation en posant :
M' = (SJ+1 - 5}+1) + M < sj41

et on obtient :

AM)= 3 D elaq9T™)+
1<j<J0<n<]la;ll
+ > e(ayr ¢ 97 ™) +O(T) +0(1),

sy1—M'<n<llaspll
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étant entendu que la derniére somme est nulle si :
M < s541 = |lazsll

Utilisant alors pour chaque j, 1 < j < J + 1 une approximation analogue &
(2), ol maintenant o* est & remplacer par Cja, et s} par s;, on obtient :

AM)y= > > e(Cijaqg™)+

1<j<T 851 <m<s;

+ Y. e(Crrra g g™) +O@).
s;Sm(M

(On peut remplacer M' par M car M — M' est un O(J)). Clest ici
qu’intervient le lemme.

€ > 0 étant donné, on l’applique pour n = € et |¢|C au lieu de C. On
découpe chaque intervalle [s 71, s;[, ainsi que [s;, M| en tranches successives
d’entiers consécutifs, chaque tranche ayant la longueur N.

11 vient, utilisant le (i) du lemme :

J S; — 8j—1 M—sy
|A(M|<j:ZleN[——-—J L) e [ | +2Nn(7 +1)

M
+ N card {nEN/nS—N—etngéE}—}-O(J).

D’ot, utilisant la partie (ii), si M est assez grand :

|A(M)| < esg+ (M —s5)+ Ne(M/N) + O(J)
= 2eM + O(J).

Or, puisque limp—o0 @n = +00 et Cp # 0, on a limp—oo ||a} || = +00, et par
suite

* J
. Sivy . 1 w\ _
MR T AP (Zkzl lail) = +oo,
donc limps—4oo( J(M)/M) = 0, ce qui permet de conclure.

Remarque finale : Le théoréme devient faux si ’on suppose seulement
que a est simplement normal, c’est-a-dire si la fréquence asymptotique de
chaque chiffre de 'écriture de a en base g est égale 4 1/g.

Par exemple, pour g = 2 et an, = (4" —1)/3, @ =2 0,a1a2---an--- est
simplement normal puisque a, = 10101 - -- 01 (n fois 01); mais, si pour tout
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n : Cn = 3, le nombre a* correspondant n’est pas simplement normal (ici
a* = 1).
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