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Probléme d’obstacle pour une équation
quasi-linéaire du premier ordre

LOUISE BARTHELEMY(D)

RESUME. — Etant donné ¢ une application continue de R dans RN et ¢
un obstacle mesurable quelconque, on étudie le probléme

dive(u) < f(,u), u< ¢

ol une solution de ce probléme est sous-solution au sens de Kruskov de
Péquation div ¥(u) = f(.,u) sur RV. Nous montrons, sous des hypothéses
convenables sur f, que si ce probléme admet une solution, alors il admet
une solution maximum. D’une maniére analogue, nous montrons I’existence
d’une solution maximum pour le probléme d’évolution associé

B/t +divp(u) < f(,u), u< ¥, u(0,.) < u,

ABSTRACT.— Let ¢ be a continuous map from R into RN and v be any
measurable obstacle. We study the problem

dive(u) < f(,u),, u< P

where a solution of this problem is understood as a subsolution in the Krus-
kov sense of div p(u) < f(.,u) on RY. We show, under some assumptions
on f, that, if it has one, this problem has a largest solution. In the same way,
we show existence of a largest solution for the associated evolution problem

Bu/0t +div o(u) < f(,u) , u< ¥, u(0,.) < uo

Dans cet article nous étudions le probléme d’obstacle

divp(u) < f(,u) u<yp sur RV (1)

(1) Equipe de Mathématiques de Besangon, C.N.R.S. U.A. 0741. Université de Franche-
Comté, 25030 Besangon Cédex
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L. Barthélemy

ol ¢ est une application continue de R dans R"M et 1 est un obstacle
mesurable quelconque. La fonction u vérifiant (1) est une sous-solution
de I'équation divp(u) = f(.,u) au sens de Kruskov sur RN (cf [5]); plus
précisément : par définition, div¢(u) < v au sens de Kruskov sur RY si

div[sgn?(u — k)(p(u) — @(k))] < sgnf (u — k)v dans D'(RV)
pour tout k € R.

Dans le cas ou ¢ = 0 les résultats obtenus par J.I. Diaz et L. VERON
dans [4] donnent l'existence de la solution maximum dans L®(RMN) de
(1) lorsque f(.,u) = f —u avec f € L®(RN); c’est 'unique solution de
div(u) + B(u) 3 f —u ol B est le graphe maximal monotone défini par
D(B) =R~, B(r) = 0 sur {r <0}, 3(0) = R*.

Pour étudier le probléme (1) nous utilisons la théorie des opérateurs sous-
potentiels non-linéaires développée dans [1]. Nous considérons 'opérateur -
A de L®(RN) associé au probléme div¢(u) = v au sens de Kruskov sur
RN. En utilisant le fait que, sous une bonne hypothése sur ¢, A admet
des résolvantes partout définies et croissantes sur L(R"), nous montrons
simplement sous des hypothéses convenables sur 3 et f l’existence de la
solution maximum de (1).

Dans le cas particulier out f(.,u) = f — u nous montrons que la solution
maximum de (1) existe pour tout f de L®(R™) et est la limite de la solution
du probléme pénalisé

ue + div(ue) + % (ue — )t = f au sens de Kruskov sur RN

En suivant une démarche analogue, nous étudions le probléme d’évolution
associé a (1)

du

p +dive(u) < f(.,u), u <9 sur]0,T[xRN, u(0,.) <u, sur RY (2)

la premiére inégalité ayant le sens de Kruskov sur |0, T{xR".

Dans la section I nous précisons le cadre de notre travail et les hypothéses;
nous donnons les définitions et rappelons les résultats utilisés. Enfin nous
donnons les résultats obtenus pour les problémes stationnaires et d’évolu-
tion. Les sections II et III sont consacrées aux démonstrations.
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Probléme d’obstacle pour une équation quasi-linéaire

I - Position du probléme. Enoncé des résultats

1.— Préliminaires : définitions, notations, hypothéses.
Q étant un ouvert de R? et ¢ une application continue de R dans RP?,

nous rappelons (cf [5], (2], [4]) les

DEFINITIONS 1.— Soit v € L;OC(Q), u est sous-solution (resp. sur-
solution, solution) au sens de Kruskov de divp(u) = v sur Q, noté
divg o(u) < v (resp. > v, =v) sur (1) siu € L}’;’c(ﬂ) et

/ﬂa[(cp(u) —¢(k)).tz + v€]dz > 0 pour tous E € DF(Q) etk e R (3)

ot o = sgn}t(u — k) (resp. sgn, (u — k), sgno,(u —k)), avec pour r € R

-1 s r<0
sgn, r=4¢ 0 si r =0, sgnTr =sup(sgn, r,0),sgn; r = —sgn¥(—r)
+1 s r>0

et {; = grad .
Nous utiliserons les

Remarques 1.— On a facilement (cf. [2])

i) divg @(u) < v (resp. > v, = v) sur & = divep(u) < v (resp.
> v, =v) dans D'(2).

ii) divg p(u) = v sur Q@ <> divk p(u) < v (resp. > v) sur Q et
div(u) = v dans D'(Q).

ii1) Si up, — u dans Lioc(Q), {un} bornée dans L2 (), vn — v dans
Lfoc(Q) et pour tout n, divi ¢(un) < v, (resp. > v,, = v,) sur Q,
alors divg p(u) < v (resp. > v, = v) sur .

Rappelons le résultat de Kruskov (cf 5], [2]),

LEMME 1.— Soient u,u € L (2)v, ¥ € L) () tels que divk p(u) < v
et divg (%) > v sur Q alors, pour tout £ € DT (), il eziste a € L™°(Q) tel
que a(z) € sgnt (u(z) — W(z)) p.p. T €N et

[ alletw) = o@) & + (- 9 2 0 @)

(1) Ce sont les notations de [3]
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ou pourr € R

0 8 r<0
sgntr = {[0,1] st r=0
1 st 7>0

Etant donnée ¢ une application continue de R dans R", nous nous
intéressons au probléme stationnaire avec obstacle

ue L°RY) divgp(u) < f(.,u) u <y sur RY (5)

ainsi qu’au probléme d’évolution qui lui est associé. D’aprés la remarque 1,

pour (u,v) € Lﬁ‘;c(]O, T[xRN) x Lioc(]O,T[xRN)

divg (u,¢(u)) < v sur ]0, T[xRY =
Ou

Ei div, ¢(u) < v dans D'(J0, T[xRN).

Nous écrivons donc le probléme d’évolution sous la forme
u € L®(J0,T[xRN), divk (u,(u)) < f(.,u), u <% sur]0,T[xRY (6)

Counme nous n’imposons aucune condition sur le comportement de u pour
|z] — oo, nous serons amenés a faire I’hypothése sur ¢ pour N > 2.

Pour tout r > 0, il existe k > 0 tel que
N-1)/N
le(r1) = @(ra)| < kfry — 2| NN ey ry € (=) (M
Enfin nous considérerons des applications f : @ x R — R (2 ouvert de R?)

vérifiant :

(])  f est Carathéodory sur 2 x R
(i)  f(,r)eL®@)VreR (8)
(i) il existe w € Lio (R) telle que 3£ > —w

2.— Probléme stationnaire sur RY. Enoncé de résultats.

Nous donnons tout d’abord un résultat d’unicité, qui sera obtenu a partir
du lemme 1 de Kruskov, et d’existence prolongeant & L(R™) celui obtenu
dans [2].

LEMME 2.— Soit o : R — RN continue vérifiant (7).
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Probléme d’obstacle pour une équation quasi-linéaire

(i) i u, @ € L=(RN), f,f € LL (RN) vérifient divk o(u) < f —u et
divg @(@) > f — 4 sur RV, alors

Ju-aras [ (5-Praem ©®)
u2u
et
u < supessf, U > infessf (10)

() Pour tout f € L®(RYN) il eziste une solution (unique) de

u € L®RY),divk ¢(u) = f —u sur RV (11)

Enongons maintenant le résultat principal :

THEOREME 1.— Soient  : R — RN continue vérifiant (7) et f :
RN x R — R vérifiant (8) (avec @ = RN ). Soit {u;,i € I} C L°(RN)
majoré dans L°(RN) et tel que pour touti € I

divg ¢(u;) < f(.,u;) sur RN (12)

alors
divg cp(sqpu,') < f(.,sqp u;) sur RY.

Nous avons le corollaire immédiat suivant :

COROLLAIRE .— Soient ; : R — RN continue vérifiant (7), f; :
RY x R — R vérifiant (8) pour tout i € I et M : L°(RN) — Le(RN)
croissante. Sott

U= {ueL®R");divk ¢i(u) < fi(.,u) sur RN Vi € I,
u < Mu sur RN}.

Alors 3t U est non vide et majoré, U admet un élément mazimum.

Nous allons maintenant considérer le cas particulier oit M est définie par
Mu = u A ol ¥ est une application mesurable de R" dans R telle que
P~ € L®°RN) et ot f(.,r) = (1/A)(f —r) avec f € L°(RN) et A > 0.

Nous avons le

(1) pour u : RN — R mesurable, ut = sup(u,0) = uV 0, u~ = (—u)* = —inf(u,0) =
—(uA0)
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THEOREME 2.— Soient ¢ : R — RY continue vérifiant (7) et : RN —
R mesurable avec = € L*°(RN).
(i) Pour tout A > 0 et f € L°(RYN) il eziste une solution mazimum de
f-u
A

u € L2RY), divg ¢(u) < sur RN, u < ¢ sur RV (13)

On note J}‘bf cette solution

(i1) Pour tout A >0, f € L°(RN) et € > 0 il eziste une unique solution
de :

ue € L®°(RY), divk ¢(uc) = f__/\i - % (ue—9)t sur RNV (14)

On note J5f cette solution
(iii) Pour tout X >0, f € L®(RN), Jif | J}f’f{l} lorsque € | 0.
(iv) Pour tout A\, u >0, f, fe L®(RN) on a

/ Y - J¢ Ptz < / (f - Ptda (15)
RN RN

infess (f A¢p) < J:\/’f < supess f (16)

et Iéquation résolvante

str=ap (% 5+ 252 32) )

(v) Pour tout A > 0, J:\p : L®(RN) = L®(RM) est o-continue pour
Uordre, i.e. pour toute suite {fn} C L®(RY) bornée dans L®(RYN) telle
que fn — f p.p. alors J:\/’fn — J:\bf P.p.

Remarque 2.— (i) L’équation résolvante (17) permet de construire un
opérateur AY de L*¥(R") dont les résolvantes (I + AA¥)~! sont J:\/’ pour
tout A > 0, défini par

v € A¥u <= 3 X > 0 tel que u = JY(u + Mv).

(ii) Dans le cas ou ¢ = ¢ avec ¢ € R, I. D1az et L. VERON ont déterminé
AY dans [4] : AY est alors défini par v € A¥u si et seulement si

divip(u)+B(u—c)3v (18)

(1) ue | u lorsque € | 0 signifie : pour toute suite {€, } C]0, o0[ telle que €5 | 0, {uc,} est
une suite décroissante p.p., et ue,, — u p.p..
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Probléme d’obstacle pour une équation quasi-linéaire
ou f3 est le graphe maximal monotone de R défini par :
D(B)=R7, B(r)=0sir <0, B(0)=][0,00].
(18) signifie alors qu’il existe A € L°(RY) tel que
h(z) € B(u(z) — c) p.p. z,divk p(u) = v — h sur RV,

En fait compte tenu du lemme 2 et du théoréme 2, il est facile de vérifier
ce résultat en remarquant que, pour tout graphe maximal monotone de R

et u, f € L°(RN),

u+divg p(u) + f(u) 3 f =
v e L®RY), u+B(u)d v, v+divk o((I + )" 'v) = f sur RV

3.—Probléme d’évolution sur |0, T[xRY, énoncé des résultats.
On fixe T > 0. Nous poserons Q =]0, T[xRN.
DEFINITION 2.— Pour u € L}OC(Q) et u, € L}OC(RN), on écrira
u(0) < u, (resp. > uo,=u,) sur RN

si lorsque t — 0 essentiellement

(w(t) — uo) (resp.(u(t) — uo) ~, [u(t) — uo|)— 0 dans L} (RV)

loc

Nous avons les résultats analogues & ceux du probléme stationnaire.
LEMME 3.— Soit ¢ : R —» RY continue vérifiant (7).
(i) siw € R, u, 8 € L®(Q), f,f € L} (Q), u, @, € L} (RN) vérifient
divg (u, (1)) < f —wu sur Q, u < u, sur RV
divg (z’I, (,o(ﬁ)) > f— Wi sur Q, T > U, sur RN

alors
1) = B) "l s vy < €7 2to =~ Bo)* 1)+
‘ . (19)
/(; e—w(t—f)“(f('r) - f(m)) ||L1(RN)dT p.p. t €0, T[
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t
u(t) < e™“* supess u, +/ e =" supess f(r,.)dr p.p. t€]0,T| (20)
0

t
U(t) > e infess U, +/ et infess f(r,.)dr p.p. t€]0,T[ (21)
0

(i1) Pour tout w € R, f € L®(RN), u, € L®(RY) il eziste une solution
(unique) de

u € L®(Q),divk (u,p(u)) = f —wu sur Q, u(0) =wu, sur RN  (22)
De plus u € C([0, T],L}OC(RN)).
THEOREME 3.— Soient ¢ : R — RY continue vérifiant (7), f : QxR —

R vérifiant (8) (avec @ = Q) et u, € L¥(RN). Soit {u;;i € I} C L=(Q)
majoré dans L>®(Q) et tel que pour tout i € I

divg (uiv (P(ul)) < f("ui) sur Q, ui(O) < u, sur RN (23)
alors st u = sup u;

divg (u,(u)) < f(.,u) sur @, u(0) < u, sur RV,

COROLLAIRE .— Soient ¢; : R — RN continue vérifiant (7), fi :
Q x R — R vérifiant (8) pour i € I, M : L=(Q) — L°°(Q) croissante
et u, € L°(RN). On pose

U = {u € L®(Q);divk (u,pi(u)) < fi(.,u) sur Q Vi € I,
u < Mu sur Q et u(0) < u, sur RV}
Alors, 3i U est non vide et majoré, U admet un élément mazimum.

Donnons enfin le résultat relatif au probléme d’obstacle.

THEOREME 4.— Soient ¢ : R — RN continue vérifiant (7), ¥ : Q - R
mesurable telle que = L*°(Q).

(i) Pour tout f € L°(Q), u, € L®(RY) il eziste une solution mazimum
de ‘

u € L™(Q), divk (u,p(u)) < f sur Q, u <9 sur Q, u(0) < u, sur RV
(24)
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Notons J(u,, f) cette solution.

(%) Pour tout f € L°(Q), uo € L®(RN) et € > 0, il eziste une solution
unique de

ue € L(Q), divk (ue, p(ue)) = f—-l— (u§—¢)+ sur Q, ue(0) = u, sur RN
(25)

loc

(i4i) Pour tout f € L(Q), u, € L°(RN),

De plus u. € C([0,T]; L} (RY)). Notons J(u,, f) cette solution.

T (uoy £) L T (to, f) lorsque € | 0-

(iv) Pour tout £ F € L®Q), uoii, € Le(RN) posant u = J(u,, f),
U=J(U,f) on a

1) = 2) ¥ || pa gy <

(0 = 2)*lsmy + [ 17) = o) ¥l psgumyd pp. ¢ €10, 71
(26)

t
u(t) < supess u, +/ supess f(r,.)dr p.p.t€]0,T| (27)
O .

(v) Pour {fn, f} C L=(Q), {ton,uo} C L®°(RN) telles que fn 1 f (resp
f'l 1 f) et Uo,n T Uo (”'CJP Uo,n l uo) on a

J(uo,n,fn) T j(um f) (TCSP j(uo,na fn) l J(Um f))

Remarque 3.— Dans le cas ot ¢ = 0, d’aprés 1.D1az et L.VERON (cf. [4],
u = J (o, f) si et seulement si u est solution de

u € L¥(Q), divic (u,p(w)) + A(w) 3 £, u(0) < u, (28)

ou f est le graphe maximal monotone défini dans la remarque 2 et (28)
signifie qu’il existe h € L*°(Q) tel que

h(t,z) € B(u(t,z)) p.p. (t,z) et divg (u,0(u)) = f — h sur Q.
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II - Etude du probléme stationnaire sur RV,
Démonstration des résultats

Dans tout ce qui suit ¢ : R = RY continue est fixée. Nous lui associons
'opérateur A de L*(RY) défini par :

Au =v <= u,v € L®RN),divg p(u) = v sur RV (29)

Pour A > 0 nous noterons J) la résolvante de A, c’est-a-dire Jy = (I+1A4)™!.

Remarques 4 .—1i) Le lemme 2 montre en remplagant ¢ par Ap que
sous I’hypothése (7), pour tout A > 0 la résolvante Jy est une application
univoque partout définie et croissante sur L°(RY). En d’autres termes,

Pour tout A > 0, f € L*(2), il existe une unique solution de
vueL®() u+AAudf

et pour tout f,fe L>(9Q),

F<F=>T+24)f<T+24)7'F

(30)

otici @ = RV,

ii) En accord avec les définitions de [1], un opérateur de L°°(Q) vérifiant
les propriétés (30) est un prégénérateur de sous-potentiels.

iii) D’aprés la remarque 1.(iii), les estimations (9) et (10) du lemme 2,
et la croissance de Jy pour A > 0, il est aisé de remarquer que Jy est o-

continue pour l'ordre i.e. pour toute suite {f,} C L*°(R¥) bornée dans
L®(RN) telle que fp, — f p.p., alors Jafn — JAf p.p.

PROPOSITION 1.— Sous l’hypothése (7) sur ¢, pour u,v € L®(RVN),
divi p(u) < v sur RN si et seulement si u < Ja(u + Av) pour tout A > 0;
dans ce cas Ja(u + Av) | u lorsque X | 0.

Preuve de la proposition I .— Rappelons 1’équation résolvante vérifiée
par (Ja)a>o :
. \—
J,\f=J,‘(§f+ A“fo) VA u>0 feX (31)
d’ou

ux = Ja(u+ ) =J, (u+)\v+ (1—-%) (u,\—u))
donc si u < Jx(u + Av) pour tout A > O et si A < y,ona
Ia(u 4+ Av) < Ju(u + po)
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Pon en déduit que uy | @ lorsque A | 0. D’autre part nous avons

divg so(uA) = u -—/-\U)‘ + v sur RN, (32)

donc d’aprés la remarque 1

U — Uy

A

div(ur) = + v dans D'(RY)

Il est alors immédiat que uy — u dans D'(R"); donc u = @.
D’autre part, utilisant (32) et u < uy, on adivg p(ur) < vsur RY; donc
d’aprés la remarque 1.(iii)

divg p(u) < v sur RY

Réciproquement, si u,v € L®(RN) et divi ¢(u) < v sur RV, alors en
utilisant (32) on a

divg Ap(u) < u+ Av —u et divg Ap(ur) = u + Av — uy sur RN
donc, d’aprés le lemme 2, remplacant ¢ par Ay, on a u < uy.

Remarque 5.— D’aprés le début de la démonstration précédente, on a,

u < J(u+ Av) VA >0 < 3A, > 0 tel que u < Jy(u + Iv) VO < X < A,.

D’apreés la proposition 1, 'inégalité (12) du théoréme 1 est équivalente 3
u; < Ja (ug + A f(.,u,-)) VA > 0. Donc le théoréme 1 résulte du résultat trés
général suivant :

PROPOSITION 2.— Soit A un opérateur de L>®(Q) de résolvante Jy et
vérifiant (80), et ot Q est un ouvert de RP. Soit f : @ x R — R vérifiant
(8). Soit {u;, i € I} C L>®(Q) telle que u = supu; eziste dans L>(Q) et
vérifie ’

u; < J,\(ui + /\f(.,u,-)) pour tout A >0, i €1 (33)

Alors, u < Jx(u+ Af(.,u)), pour tout A > 0. «

Preuve de la proposition 2 .— Soit i, € I, alors u = sup(u; V u;,); il
suffit donc de montrer le résultat pour une famille {u;,7 € I'} minorée dans
L>(Q). 11 existe donc m et M € R tels que m < u; <™ Vi € I. Posons
w, = supess {w(r);r € [m,7]}.
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Par hypothése sur f, f(.,r) + w,r est croissante en r sur [m,m]; d’out
floui) S flhu) +wo(u—u;))  Viel
ceci implique, compte tenu de (33) et la croissance de J3,
wi < Ia(u+Af(ou) + Owo —1)(u —u;)) VA>O0 Viel
et, comme u; < u,ona
wi < Ia(u+Af(u)) VA>0avec dw, <1 Viel

d’ot
u< a(u+ M(,u)) VA>0avec dw, <1
et donc, d’aprés la remarque 5, pour tout A > 0.

Preuve du théoréme 2 .— Rappelons que pour A > 0 et f € L®(RN),
Jrf est la solution de divi Ap(u) = f —u. On peut toujours supposer A = 1
en remplagant ¢ par Ap.

1) Soit f € L°(R™N). Toute constante c telle que ¢ < f A ¢ vérifie
divgp(c)=0< f—¢c, c< 9

D’autre part, toute solution u de (13), d’aprés le lemme 2 vérifie u < Ji f.
Nous en déduisons, d’aprés le corollaire du théoréme 1, que (13) admet une
solution maximum notée J:\l’ f et (16) est vérifiée.

2) Soit € > 0. Montrons (ii). Soient u, @, € L°°(RN)f,f€ Llloc tels que

divg ‘P(ue) Sf—ue— l(ue - '/))+ et
€ 34)

~ 1 (

divicp(@) 2 F -l 7 (@~ $)* sur RV

D’aprés inégalité -
1 +_ 7y L " A+, L +
f_z\ue_"b) _f+'€_(ue""l/’) <(fF-1 +;(u6—u€) (35)
et le lemme 2.(i) nous avons

[ wemayr< [ _g-pr (36)

e2Ue
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Probléme d’obstacle pour une équation quasi-linéaire

Notons que plus précisément, d’aprés le lemme 1 de Kurskov et (35),
[ wemgares [ (oud = (@)
RN U DU

A (37)
+ / _(f-re veeD*®RY)
U >u,

On déduit de (36) d’une part 'unicité de la solution de (14) et d’autre part,
si Jif est la solution de (14) et u une solution de (13) les estimations

u < J{f < supess f, infess (f Ayp) < Jff < supess f (38)

Montrons maintenant 1’existence de la solution de (14). Pour u, € L®(RN),
nous avons, en utilisant (ue — ¥)* = ue — (ue A ),

u, est solution de (14) <

divic p(ue) = [1i€f+ (ue/\fb)*“‘] sur RY +=
we=1Js [1+€f+ ucl\t/)] (39)

Par récurrence on construit la suite {u,} de L¥(R")

€ 1 1

wo=Jof = Jg [1+€ FHis u,,], un = Jg [1+e f+m ,,_1,\¢]
(40)

Si u est solution de (13), d’aprés la proposition 1

u<N(u+Mf-u) YA>0
en particulier
<

u<ifetu<J [1+6 /\1/)] (41)

Alors en utilisant (40), (41) et la croissance de J./(14¢), on montre par
une récurrence immédiate que un | ue, et par o-continuité de J./(14¢) que
u. est solution de (39) et donc de (14).

3) Montrons (iii). Soit f € L®(RY), et notons u, = J{f pour ¢ > 0.
Pour 0 < 7 < ¢, u, vérifie

divKgo(u,,)zf—u,,—%(u,,—w)"' Sf—u,,—%(u,,——zp)"' sur RN
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d’aprés (34) et (36) on déduit que u, < u.; d’aprés (38) il existe u €
L>(RM) tel que ue | u lorsque ¢ | 0. Comme u, est solution de (14),
divig ¢(ue) < f —ue sur RN et donc & la limite divg e(u) < f—usur RY;
d’autre part, d’aprés (14),

(ue — )t = €(f —ue —div ¢(uc)) dans D'(RY)

et donc a la limite on obtient (u — ¥)* = 0, c’est-a-dire © < 1. En utilisant
(38), u est donc la solution maximum de (13); (15) s’obtient en passant &
la limite dans (36).

4) Montrons (v). J¥ étant croissante sur L=(RN) d’apres (15), il suffit
de montrer (v) pour les suites monotones.

Tout d’abord passant & la limite dans (37), on obtient pour f,f €
L>(RN)

Lors-rtives [t -euthre [ - Dre
RN 2 f RY

vé e DY(RYN) (42)

Soient fo T f, fa,f € L°(RN); alors up = J¥fn 1 @ avec & < u = JYf;
utilisant (42),

/ (U= )t < / ((u) = p(un)) £: + / (f - fa)€ VE € DHRY)
RN RN RN

et passant a la limite on obtient

L=< [ (o) -o@) & vee DH@RY)
RN RN

ce qui d’aprés le lemme 4 énoncé plus loin donne # = u. De la méme maniére
ou montrerait que f, | f = Jl'/’ fnl Jl'/’ f.

5) On montre I’équation résolvante (17). Soient A, u > 0 et f € L®(RN).
Pour tout u on a
A—
f—u [!)i‘f‘l'—f\ﬁ] —u

A 7 ’

et donc

-
Jf’fSJ"f’ga,vecg=§f+TﬂJ,'f’f.
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D’autre part I'unicité de la solution de (14) montre que

-

/\“ IS

JNf = J,g avec g = % f+

Comme J5f | J:\/’f, ge L g (resp. ge T g) sip < X (resp. o > )N), Jl'f"g€ — J“f’g
p-p- et donc

Tlge < J5ge = JSf = g < IS,

Preuve du lemme 2 .— Supposons (i) démontré. D’aprés la remarque
1.(iii) et les estimations (9) et (10)

fu L f(xesp. fu 1 f) avec fn, f € L®(RN),u, € L®(RY) avec
divg o(un) = fn — un sur RN =
Un | u(resp. un T u) avec u € L°(RN) et divi (u) = f — u sur RV,

D’autre part on sait (cf. [2]) que pour f € L'(RN) N L>®(RY), il existe
u € L'(RN) N L*°(RY) solution de (11); il est alors aisé de montrer
Pexistence de la solution de (11) pour tout f € L*(RY). Ce qui montre

(ii).
Les estimations (10) se déduisent de (9) en prenant f-—-— f et U = supess f
puis f = f et u = infess f.

11 reste & montrer (9). Si divk p(u) < f — u et divg (@) > f — @ sur
RN, d’aprés le lemme 1 de Kruskov, nous avons

L emwtes [ (o) -p@) bedor [ _(7-Ptedeve e DHRY)
RN uDu u>u (43)

alors (9) est une conséquence du

LEMME 4.— Si ¢ vérifie (7), u,@ € L°(RY), f,f € L} (RN) vérifient
(43) alors

w-dptdes [ (f-Fta, (44)
RN uDu

Preuve du lemme 4 .—Soient 0 < ¢t < r, p : Rt — R continue telle
que p(s) = 1 sur [0,1], p(s) = 0 sur [1 + ¢/r, +o0[,, et affine sur [1,1 + ¢/7].
Alors (43) est vraie pour {(z) = p(|z|/r). On a supp € C {|z| < r + t},
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supp ; C{r <|z| <r+t},0< <1, E=1sur {|z] <r}et |&] <1/t
On obtient

[ w-vr<i [ lw-e@l+

|z|<r Tt

r<|z|<r+t (45)
/A (F-Frvo<t<r
uDu|z|<r+t

On va distinguer deux cas

Cas N=1.—Onprendt=r

1 m ~
r /rsmszr o) = 2@ < 2]e(w) — 2@

r

donc d’aprés (45) si [ o~(f — Pt < oo, alors (u — @)+ € LY(R); il suffit
donc de se placer dans ce cas. D’autre part, d’aprés 'uniforme continuité
de ¢ sur {|s| < ||@]leo + 1} il existe ¢ continue sur [0,1] avec ¢(0) = 0 tel
quepour 0 <6 <1

/;I<u<72+5 lo(u) — p(@)] < 7 e(6)
r<|z[<2r
On a également

Jooste 160 = @] < o) = ¢@ el {r < fo] < 213 > 2+ 6} <
r<|z|<2r

<o) e @z [ -

z|<2r
1 A PR
< L o) - @)l - 7],

et done

l/rsmsw le(v) — p(@)| < <(6) + 51_1' lo(w) - 0@ [I(u = )%

r

en faisant r — oo puis § — 0 on obtient (44) a partir de (45).

Cas N > 2 .— Posons

:0=7 [se low (@)

r<|z|<r+t
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Utilisant I’hypothése (7) sur ¢ et 'inégalité de Holder on obtient

N-1

¥
frt) <c [g / e +t(u - a)+] Vo<t<r (46)

avec ¢ = ¢ (p,u,q, N). Donc si (u — @)+t € LY(RN), rlingof(r, r) =0 et de

(45) et (46) on déduit le lemme. Il suffit de montrer que si fuZ;;( F-Ht <o
alors (u — @)t € L}(RY).

Par contradiction, supposons [, ~(f — Pt <ooet (u—a)t ¢ LY(RN).
Alors pour r assez grand, B

N-1
[ =P <) s (Gem) T 0<isr
uZ; t
ol ¢, = flzl<r(u — @)% ; d’autre part d’aprés (45) et (46)

N-1

crﬁk(gcrw)_ﬁ_ pour 0 <t<retr>r (47)

avec k = k(¢,u,q, N). Ceci est en contradiction avec (u — @)+ ¢ L}(RY),
c’est-a-dire ¢, T 0o lorsque r T 0o, en utilisant le lemme suivant.

LEMME 5.— Soit {c,;r € Rt} C RY croissante et vérifiant
r a
er <k (? cr.H) pour VO <t <r

ot 0<a<1letkeRt. Alors {c,;r € R*} est bornée dans R.
Preuve du lemme 5 .— Pour r > 0, on construit r,, et ¢, par
te=rB" ro=r(1+8+---4+8"1) oud<p<1

de telle sorte que rpy1 = ry + t,. On pose ¢, = ¢, , on obtient

a o
Tn k Cnt1
<k{— <
- (tn +> = a-By ( g )

et par récurrence

a”
< a1+a+...+a"—1 Cnt1 k

e =0 Botzartgnan % 4= T pya
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Comme ¢p, <c_r;,ona c2t1 — 1 et donc & la limite ¢, < M(k,a, B).
III - Etude du probléme d’évolution sur [0, T[xR".
Démonstration des résultats.

L’application ¢ : R — RY continue est fixée.

Prewve du lemme § .—Si divk (u,p(u)) < f — wu, divg (4, e(@)) >
f - wil sur Q alors d’aprés le lemme 1 de Kruskov appliqué avec e “'v¢ €
DH(Q) ot v € D*(J0,T[) et £ € DH(RN) nous avons

JI - {iw=arteev+ [sont - 0)(o(w) - (@) e+
(f=Pree*]r} 20 ¥y eDH(0,T)) V¢ € DHRY)

Il est alors classique que cela implique, pour tout ¢ € DH(RMN) p.p.
s<ts,t€l0,T[

|, w-a@)ters [ o) -a) e +
RN RN
sgnt(u—1a u) — p()).E e
//] e = D) = (D) e+ (48)

//]”‘[*R",uzz;(f — fyteer

Si de plus u(0) < u, et @(0) > @, sur RN, alors en faisant s — 0
essentiellement on obtient pour tout £ € DH(RN) et p.p. t €]0, T}

/ (u(t) - (@) TE < e / (uo — o) Y€+
RN RN
// sgn (u — @) (p(u) — 9(8)) Lo ™D+ (49)
10, (xRN

/‘[0 ‘["R",u>.,(f f)+§ —w(t—r)

Alors (19) est une conséquence du lemme suivant; (20) (resp. (21)) se déduit
de (19) en prenant & = §(t) (resp. u = 6(t)) olt 5(t) est le membre de droite
dans (20) (resp. (21)), f=f (resp. f = f), et U = u, (resp. up, = U,).
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LEMME 6.— Si ¢ vérifie (7), u,%@ € L=(Q), u,, ¥, € L}OC(RN) vérifient
(49) alors p.p. t €]0, T

/ 1u®) = 2®) | 2 vy < €™l = Fo) llzacemy +

// (f - f)+e—w(t—f)
10,¢{xRN ,u>w

D’aprés la remarque 1.(iii),(19),(20),(21) et (49) nous avons la

(50)

Remarque 6.— Soient f, | f (resp. fa T f), ton | uo (resp. uon, T uo),
farf € L®(Q), tto,n,uo € LP¥(RY), un € L=(Q) nC([0,T}; L} (RV)),
avec divg (un,ga(u,,)) = fn — wup sur @, un(0) = u,, sur RV, alors
un | u (resp. us T u), u € L®(Q), up — u dans C([0, T];Llloc(RN)) et
divg (u,(v)) = f —wu sur Q, u(0) = u, sur RV,

Fin de la preuve du lemme § .— D’aprés [2] pour tout f € L} (Q)NL>(Q),
uo € L'(RN)N Le(RN), il existe u € C([0, T]; L*(RN)) N L=(Q)) solution
de (22); d’aprés la remarque 6 la partie (ii) du lemme se montre comme
dans le cas stationnaire.

Nous fixons maintenant u, dans L®(R”") et nous associons & ¢ et u,
I'opérateur d’évolution E de L*°(Q) défini par

Eu = v <= u,v € L®(Q),divk (u,(u)) = v sur Q, u(0) = u, sur RN
(51)
Onala

Remargue 7.— (i) Si v = Eu alors v = $% + div, ¢(u) dans D'(Q).

(ii) d’apreés le lemme 3, D(E) C C([0, TY; Lfoc(RN)).

(iii) Le lemme 3 montre que E est un pré-générateur de L(Q) (voir
remarque 4). En fait, pour tout w € R, (wI 4+ E)~! est une application
croissante partout définie sur L*°(Q) et o-continue pour 'ordre d’aprés la
remarque 6.

PROPOSITION 3.— Sous Uhypotheése (7) sur .

Pour u,v € L™(Q), divk (u,(u)) < v sur @, u(0) < u, sur RN s
et seulement si u < (I + AE)™! (u + Av) pour tout A > 0; dans ce cas

(I+XE)™Y(u+ Av) | u et u est s.c.s. (semi-continu supérieurement de
[0,T] dans L'IOC(RN )-
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Preuve de la proposition 3 .— Cette proposition se démontre exactement
comme la proposition 1 en utilisant le lemme 3 13 ou on utilisait le lemme
2 et en remarquant, avec des notations analogues,

u < uy = (u(s) - uo)+ < (u,\(s) - u,,)+ p-p- 8

et donc, puisque ux(0) = u,, u(0) < u,.

Preuve du théoréme 3 .— D’aprés la proposition 3, le théoréme 3 est un
cas particulier de la proposition 2.

Preuve du théoréme 4 .—1) Soit f € L°(Q), et ¢ une constante telle
que c < 0,c<u, c<Petc< f;alors

divg (cet,<p(cet)) =ce!<c<f, cet <y

donc ce? est solution de (24).

D’autre part si u est solution de (24) et si @ est la solution de
7 € L™(Q), divk (7,¢(w)) = f sur Q, %(0) = u, sur RV

alors d’aprés le lemme 3, u < % et donc, d’aprés le corollaire du théoréme
3, (24) admet une solution maximum et (27) est vérifiée.

2) Soit € > 0. On montre (ii). Soient uc, 4. € L®(Q), f.fe Lfoc(Q),
Uoy Up € Lioc(RN) tels que

divic (ver () < f = (e = )+ /e, divie (e p(@)) 2
f— (e — 1/))+/e sur Q, ue < Uo, Ue 2> U, sur RY.

D’aprés le lemme 1 de Kruskov et
1, + 2.1 . A7 P N +
Fot e gyt - FH D @—wt) SU-PTH T @ u)

on obtient

u —-a + Uy — o)t
() - 2ut) e < [ (wo—Bp*e +

RN
/ot /RN sgn(ue — Be) (p(ue) — o(e)) £z + (52)
/Ot/RN(f -fte  VeeDtppt
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et d’aprés le lemme 6, p.p. ¢
” (ue(t) - aé(t))+”LI(RN) < “(uo - t"Zt’)-'-IILl(IU") +

. R (53).
‘/0‘ ” (f(T) - f(T))+”L1(RN)dT

On en déduit d’une part I'unicité de la solution de (25); aussi notant
J (4o, f) la solution de (25), pour u solution de (24) alors

u < J*(uo, f) (54)

On montre ’existence de la solution de (25) comme dans le théoréme 2 en
remarquant que

ue € L=(Q) est solution de (25) <= ue = Ry/c(f + (1/€)(uc A %))

ou pour g € L*°(Q), R,g désigne la solution de (22).

3) Soit f € L*(Q). On pose ue = J*(uo, f); de maniére analogue au
théoréme 2 on montre a 'aide de (53) et (54) qu’il existe u € L*°(Q)
tel que ue | u et que 'on a ¥ > u pour tout u solution de (24), divyg
(u,go(u)) < fsur @, u < v sur Q, et enfin u(0) < u, sur RY, puisque
(u(s) — uo)* < (ws(t) —u,)™.

L’estimation (26) s’obtient en passant & la limite dans (53).

4) En passant & la limite dans (52), on obtient en posant u = J(u,, f)
et &= J (4, f)

[, wo-a0) s [ (et

RN RN

i W —e@)& + (55)
10, [ xRN ,u>u

J[  u-Pre veepr@Y
10, [ xRN

Soit fn T f, ton T Uo, avec fn,f € L®(Q) uon,uo € L®(RYN) alors
T (Uon, fn) T @ avec & < u = J(uo, f). On utilise (55) et on passe & la
limite, on obtient

Loao-oes [ ew-s@)e %ep @)
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ce qui d’aprés le lemme 6 donne % = u. La démonstration est la méme pour
les suites décroissantes.

Preuve du lemme 6 .— Ce lemme se montre comme le lemme 4 et
nous suivons le méme schéma. L’estimation (49) est vraie avec le méme
€ particulier et ’on obtient, V0 < R < R p.p. ¢

~ + —wt ~
/|x|sa(“(“" O <e [ -+

|zI<R

% / /R _lo(w) = p@|et=" + (56)

<lz|<R+R

t
/ / (f = ftett=n
0 Jiz|<R+Ru>u

Le cas N = 1 se traite exactement comme pour le lemme 4. Pour N > 2,
posons

~ 1 [t
iR = [ [ ) - e@|e D da

R Jo JR<|z|<R+R
D’aprés hypothése (7) et 'inégalité de Holder on a :

N-1

~ R [t e ~
f(R,R)Sc[-,: / / A(u—iI)“‘ VO<R<LR (57)
R Jo JR<|z|<R+R

avec ¢ = ¢(¢p,u, U, N,w, t).
Donc si (u—)* € L!(]0,t[xRY), Rlim f(R,R) =0, et de (56) on déduit
— 00
(50) p.p. s €]0,¢[. Il suffit donc de montrer que si

t
o =30 cury + [ [, (=P ards oo (9

alors (u — @)t € L!(]0,¢[xRY). Pour cela on suppose (58) et (u — @) ¢
L*(]0,¢[xR™), et alors pour R assez grand,

R = —
CRSk[EcR+§] 0<R<R (59)
ou k = k(p,u,u,N,w,t) et cp = fot flz|<R(u —a)t
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(59) est en contradiction avec le lemme 5 et (u — @)+ ¢ L!(]0, T[xRY). -
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