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Etude du nombre de solutions pour une classe
d’équations elliptiques non-linéaires qui se prolongent
en problémes a frontiére libre

MicHEL Misiti(V

RESUME.— Soit B la boule unité de R™, dans une partie on s’intéresse
a Dexistence et, en cas d’existence, au nombre de solutions classiques du
probléme aux valeurs propres non-linéaire suivant :

Au = :'\k— dans B
u
(Fo) u/8B =1
u > 0 dans B
ol : A >0 etk €]0,+o00[

On associe & (P,) un probléme & frontiére libre (Pr,r.) et la seconde
partie est consacrée a la recherche du nombre de solutions radiales de ce
probléme.

Au:ilc dans B — B,
u

u/8B =1

(Pr..) / ou

u/BBo = ;R;/aBo

u = 0 dans B,

ou A > 0 etk €]0,1]

B, est une boule de centre 0 et de rayon R, inconnu.

ABSTRACT.— The B the unit ball of R"; in the part of this paper,
we consider the nonlinear eignevalue problem (P,), and especially, we are
concerned with the number of solutions of (P,).

In the second part, we associate with (P,) a free boundary problem
(Pr.r.) and we deal with the number of radial solutions of (Pg.r.).

(1) Ecole Centrale de Lyon, Département Mathématiques-Informatique -Systémes, B.P.
163, 69131 Ecully Cédex
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I - Introduction

1.—L’étude de réactions isothermes en catalyse chimique conduit au
modéle de LANGMUIR-HINSBHERWOORD ([1-2])

e+1
e+ u

m+k
Au = u™ ( ) dans Q;u/0Q = 1. (I.1)

D’autre part, en cinétique enzymatique, on est conduit a considérer le
probléme ([3-4]) :
um

Ay = /\m dans ;u/00 = 1. (1.2)

Dans (I.1), le domaine Q est une pastille catalytique et dans (1.2) une
membrane enzymatique; la fonction u représente la concentration d’un
réactif ou d’un substrat diffusant a travers la frontiere Q. Dans les deux
problémes, les paramétres sont telsque : A >0, m > 1,k > 0 et € > 0 assez
petit. Pour m = 1, k = 0, (1.2) redonne la loi de MiCHAELIS et MENTEN
([13]); pour m = 1, k = 1, (1.2) est une version simplifiée d’un modéle
d’inhibition par excés de substract.

Dans le cas d’un ouvert de R", n > 1, de frontiére réguliére, des résultats
généraux d’existence et de convergence lorsque ¢ — 0 pour (L.1) et (1.2)
ont été établis par BRAUNER et NICOLAENKO (voir par exemple [3-6]). En
particulier, ces problémes admettent une solution positive réguliére pour
tout A > 0.

Formellement, le probléme limite associé & (1.1) (1.2) lorsque € est pris
égal & zéro est :

A
Au = oF dans Q;u/0Q = 1. (1.3)

Ce probléme appartient & la classe des équations de EMDEN-FOWLER
généralisées. Il est étudié par BRAUNER et NICOLAENKO ([3-4]) qui montrent
Pexistence d’une valeur critique A, du parameétre telle que (I.3) n’admet pas
de solution réguliére pour A > A,.

Puisqu’au contraire (I.1) et (I.2) possédent des solutions pour tout A > 0,
I’étude de la convergence des solutions maximales et minimales de ces
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Etude du nombre de solutions pour une classe d’équations elliptiques non-linéaires

problémes conduit & “prolonger” le probléme (I.3) par un probléme a
frontiére libre.

A
Au= oF X{u>0) dans Q;u /00 =1 (1.4)

Pour ) suffisament grand, la mesure de ’ensemble Q, = {u = 0} est
strictement positive. L’ensemble Q, correspond a un domaine intérieur a
la membrane ou la réaction enzymatique est “gelée”. Par analogie avec les
problémes de population on ’appelle aussi le “dead core”.

Dans ([7]), D.PHILIPPs établit la régularité “optimale” pour les solutions
“variationnelles” de (1.3) (I.4) obtenues en minimisant la fonctionnelle

PN I 6147 SN S
](u)-/ﬂ{ 5 +1_ku dx

sur le convexe K = {v € H(Q)/v/sa =1et v >0 p.p.}.

Un probléme analogue & (1.4) apparait aussi dans ’étude de la distribu-
tion de potentiel dans une diode cf CIMATTI ([8]).

Le cas k = 1 intervient dans les phénomeénes de polarisation dans les
conducteurs ioniques (cf. H. Kawarapa [9]).

Un probléme similaire & (1.4) intervient lors de la modélisation du com-
portement critique dans un matériau subissant une réaction exothermique

(cf. A.A. LacEY and G.C. WAKE [10]).

Dans le cas particulier ou ) est une boule de R", n > 2, les solutions
de (I.1) et (I1.2) sont & symétrie radiale d’aprés un résultat de Gipas-NI-
NIRENBERG ([11]). Par conséquent les solutions de (I1.3) et (1.4) obtenues par
passage a la limite lorsque € — 0 sont également a symétrie radiale. En fait,
d’aprés ([11]) toute solution réguliére de (1.3) est & symétrie radiale; mais,
un probléme ouvert est de savoir si (I.3) et (I.4) admettent des solutions
non-radiales.

J.M. DE LA Prapa ([12)] étudie les solutions radiales de (1.3) et (1.4)
pour n=1,2,3 et k €] — 1,+1].

Dans un ouvrage récent ([13]) Diaz fait, en particulier, la synthése sur
les divers résultats concernant les problémes (I.1) - (1.4).

2 - Dans ce travail, on prend 2 = B boule unité de R".

Au paragraphe II, on s’intéresse aux solutions classiques c’est-a-dire dans

C°(B)N C?*(B) de :

(Po){A“"—“ :—k dans B;u/sp =1
u > 0 dans B
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ou k €]0, o0

On montre tout d’abord que toute solution de (P,) est & symétrie radiale.
Ensuite, on note que pour tout a dans ]0,1], il existe un unique couple
(u, A) solution de (P,) tel que u(0) = ming u = a et on montre que 1’arc de
solutions (u(0), ) est paramétré de la maniére suivante :

2
[O)(0) = 7055 &t Mo) = grerry pEO 4ol (19)

ou Z est I'unique solution du probléme suivant :

z' €]0, 400
Z'(p) = Zk( P ] [ (L.6)
Z(0)=1 et Z'(0) =
En étudiant les valeurs -avec leur multiplicité- de la fonction p — .

on peut déterminer alors le nombre de solutions de (P,) pour A > 0 fixé.

Au paragraphe III, on s’intéresse aux solutions classiques & symétrie
radiale du probléme a frontiére libre :

Au = ;:l- dans B\Eo;u/ag =1

(Pr.L) / 5B, = @-/GB

=0 dans B,
ou :
k €]0,1[, XA € [0, +00]
B, = boule ouverte de centre 0 et de rayon R, si 0 < R, < 1 ou le point
{0}.
On montre que pour tout R, € [0,1], il existe un unique couple (u, \)

solution de (Pr.r.). On prouve ensuite que I’arc de solutions (R,, ) est
paramétré de la maniére suivante :

2
1 -
Ro(p) = P > ot Ap) = Zi+k(p) P €]1, +oo| (1.7)
ou : Z est I’'unique solution de :

Z"(p )+ — Z'(p) = Zk( ) dans |1, 4o0[ (1.8)

Z(1)=Z(1)=0
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En étudiant les valeurs -avec leur multiplicité- de la fonction p — 7;@:—(,,—,
on peut alors déterminer le nombre de solutions du probléme a frontiére libre
pour A > 0 fixé.

Notons que par un changement de variable et de fonction convenable

dans (I.6) et (I.8), on rameéne 1’étude des variations de —n%:z— -ou ce qui

z P)
revient au méme de -‘WZ(T‘%;— a ’étude d’une équation différentielle autonome.

Seules les conditions initiales changent. On utilise alors des résultats du type
théorémes de STURM.

II - Etude du probléme (P,)

Dans cette partie, B désigne la boule unité de R".

On s’intéresse aux solutions classiques -c’est-a-dire dans C°(B) N C2(B)-
du probléme suivant :

u > 0 dans B
(Po) —Au+ﬁ- =0 dans B
u/0B =1
ou : k €]0,+o0[ et A € [0, +cof.
Plus précisément, pour A fixé, on cherche le nombre de solutions du
probléme (P,).
Notons que si u est solution de (P,), on a nécessairement 0 < u(z) <1
dans B et u € C*(B). En effet :
. Au € C°(B) = u(z) > 0 dans B, donc dans B puisque u/0B =1 et
u € C°(B).
Par conséquent, A\/u¥ € C°(B) et avec le principe du maximum on a

u(z) < 1 dans B. Si A > 0, on a en fait u(z) < 1 dans B.

. D’autre part, en utilisant les estimations d’AGMoN-DoucLis NIREN-
BERG et de SCHAUDER on obtient u € C*™°(B).

Enfin, en utilisant un résultat de GIDAsS-NI-NIRENBERG [11], on peut
affirmer que u est & symétrie radiale. En effet :

. SiA =0, u =1 est 'unique solution de (P,)
. SiA >0, posons v=1—u. On av e C?B), avec :
v > 0 dans B

Av + f(v) =0 dans B
v/0B =0
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A
(1-v)

Et le résultat de [11] permet de conclure que v est a symetrie radiale et
4% < 0 pour 0 < R < 1. Donc u est & symétrie radiale et 7z > 0 pour

0 < R < 1. Ce qui implique en particulier mingzu = u(0).

ou f(v) = ke c'([0,1])

Si on pose w(R) = u(z) avec R = ||z||, on a w € C*([0, 1]) et est solution

de :
w(R) > 0 dans [0,1]
(Qo) { w"(R) + 251 w'(R) = E‘%R_) dans |0, 1]
w(0)=0etw(l)=1

Réciproquement, si w est solution classique de (Q,), on a w € C*({0, 1])
et u(z) = w(R) est solution de (P,).

Remarques .—1°) Pour k = 0, on a la solution explicite du probléme
Au =) dans B avec u/0B =1:u(z) =1— 2 (1—|z|?).

Par conséquent, si A > A. = 2n, (P,) n’a pas de solution et si A < A,
(P,) admet une solution unique.

2°) Si A =0, le probléme (P,) admet une solution unique u(z) = 1.

I1.1 - Existence et caractérisation des solutions de (P,)

THEOREME IL1.—Va €]0,1], 3)(u,)) solution classique de (P,) avec
u(0) = a. D’autre part, la courbe (a,);) est paramétrée de la maniére
suivante :

 a(p) = =i ha = Dalp) = =2 0
a—a(P)—E(—;, o= “(p)_zl+—k(p) p € [0, +oo]

ot Z est l'unique solution du probléme suivant :

(PI) { Z"(P)+ P Z( )— Zk( ) dans ]0 +OO[
2(0) =1 et Z'(0) = 0

De plus, Z étant strictement croissante de [0,+oo[ sur [1,+o00[ on a :

Aa) = at*[271(1/a))® @ €0,1]
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Démonstration.— On sait que (u, ) solution de (P,) < (w, ) solution
de (Q,) c’est-a-dire :

w(R) > 0 dans [0,1]
w"(R) + 2z w'(R) = ¥g dans ]0,1]
w(l)=1

avec w(R) = u(z) si ||z|| = R, donc w(0) = »(0) = mingzu(z) > 0.

Supposons démontrées 1’existence et I'unicité de Z solution de (Pr), avec
Z strictement croissante de [0, +oo sur [1,+o0].

Alors :
. Va €]0,1], 3!p, € [0,+00[ tel que : a = ‘Zﬁ' Et, (w,) défini par
w(p) = _ZZ(_&%Z =a Z(ppo) et A = 'Z'r-lgﬁ:(p_,,) = a't¥p2 est solution de (Q,)

avec w(0) = a.
. Réciproquement, si (w, A) est solution de (Q,) avec w(0) = a.
-Sia=1, (w,\) =(1,0) est I'unique sc+tion de (Qo)

a A

solution de (Pr). Par conséquent : 1 w (y/% p) = Z(p).

> w(l)=1= A =a'tF {z-l (%) }2

= w(R) =aZ (Z'1 (%) R)

Ceci prouve donc 'unicité.

- Si a €]0,1], nécessairement A > 0, et la fonction p — L w ( al¥d p) est

LEMME IL1.—3! Z € C*([0,1]) solution de (P;). Z est strictement
croissante de [0, oo sur [1,+o0l.
De plus, on a :
z(p) S 1+k
p2/1+k = 2n

Vp.

Démonstration. — . Notons que si Z est solution de (Pr), on a nécessaire-
ment Z strictement croissante sur [0, +oo[, Z € C*([0,1]) et 1 < Z(p) <

1+ 2%2{ Vp € [0,+00[. En effet :
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Si Z est solution de (Pr) on a :

, 1 P gn—1

" Z(p)=1+/opt—,71_7(/ot§:—(%ds)dt Vp € [0, 400[ (*)

Et, puisque Z(0) = 1, on en déduit que Z'(p) > 0 sur ]0,+oo[ d’ou :
Z(p) > 1 sur [0,4o00] et avec (*) Z(p) < 1+ % sur |0, +oo[. De plus, par
récurrence on obtient Z € C*([0,1]).

. Posons :
2
E = {v € C°([0,+00)/1 < v(p) < 1+ 5= Vp € [0, +oo(}

d(u,v) = sup {iu(p) —v(p)le~ L} avec L? > k
[0,+o00[

LS| t gn—1
(Tv)(p)=1+/; F(L v-k—(s—)-ds)dt
(E, d) est un espace métrique complet et T est une contraction stricte de
(E,d) dans (E,d) -on a d(Tvy, Tvz) < £ d(v1,v2).
Par conséquent, T' admet un point fixe unique Z € E.

1l est immédiat de vérifier que Z € C*([0,1]) et est solution de (Pr).

. D’autre part, on a {p"'IZ'(p)}' = %:{;15 Vp €]0,+o0c[. On multiplie
cette égalité par Z* et on intégre sur [0, p]. Il vient

dz1+k 1+k 1+k [ v, PURY
= - >
7 (p) el A = ) t"1Z'(){Z"(¢t)} dt, Vp >0

Z et Z' sont positifs, par conséquent le 2éme terme du second membre est
positif.

En intégrant & nouveau on obtient :
1+k
ZH(p) 2 14+ == g2, Vp € [0, +oo.

On en déduit en particulier Z(p) — +0o0 quand p — 400 et donc Z est
strictement croissante de [0, 4+oo[ sur [1, +oo].
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I1.2. — Principal résultat pour le probléme (P,)

Pour A € [0,+0co[ donné, on va maintenant déterminer le nombre de
solutions du probléme (P,).

D’apres le théoréme II.1, il suffit de “compter” les valeurs de p € [0, +o00[
telles que : A = p?/ z14x(,).

Autrement dit, on étudie les valeurs de la fonction p — p?/z14x(,) -ou ce

qui revient au méme de la fonction p — p—f,(l”—zg- avec leur multiplicité.

II.2.1.— Notations

On pose :

N 2%\ 2
cTI1xe\" T 1+k/)PTI¥E

_ B VA B n—2+p
A > 04 ABm =I5t T —\/n——2+ﬂ+\/ B
B(k,n) = A2(k,n) — 4( - k)

si

Pour (k,n) tels que k > 0 et n > 1, on définit les 4 régions suivantes :

- Ry = {(k,n)/B(k,n) < 0}
= {(k,n)/N~(k) <n < N*t(k)}
- Ry = {(k,n)/B(k,n) 2 0 et n > 2}
= {(k,m)/N* (k) < n}
- Ry = {(k,n)/B(k,n) > 0 et n < 2}

2%k _
={(k,n)/1+k<n§N (k)}
ou :
6k + 2 %
+ —
N=(k) = k+1 4 1+k

Notons que Ry U R; UR; = {(k,n)//\c > 0}.

2k

“Ry = {(k,n)/n < ﬁ—k} = {(k,n/A. < 0}

Pour le probléme (P,), on a n € N*.
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On peut alors noter que :

n=1 :k€)0,1], (k,n) € R
ke [1,+o0], (k,n) € Ry
n=2:(kn)€ER
3<n <10 :k€|0,ka], (k,n) € Re
k €]kn,+oof, (k,n) € R1
n>10 : (k,n) € Ry

n
10
R, -
R,
R, R,
/ i |
2 ;
1
o ez o k
1/3 1 2 3
Figure 1

I1.2.2.— Théoréme

THEOREME I1.2.— 1) (k,n) € Ry
Ih, Aex avec 0 < Ay < Ae < A tels que -
- Pour A € [0, Aux[, (Po) admet une solution unique.
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- Pour A € Ay A, A # Ae, (Po) admet un nombre fini de solutions.

(Ce nombre augmente lorsque A — \.).
- Pour A = A, (P,) admet une infinité dénombrable de solutions.
- Pour A > A, (P,) n’a pas de solution.

u(0)
/'y

1 e

*oe ¥ Figure 2

Q} (k,n) € R,
= A2 A, (Ps) n'a pas de solution

- A< Ae, (P,) admet une solution unique

u(0)
'y

1

Figure 3
3) (k,n) € R3
I > A tel que :
- Pour A € [0,\.], (P,) admet une solution unique.
- Pour X €]Ac, A, (Po) admet deuz solution.

- Pour A = A, (P,) admet une solution unique.
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T -

Figure 4

- Pour A > A, (P,) n'a pas de solution.
4) (k,n) € Ry
3. > 0 tel que :
- Pour A\ =0, (P,) admet une solution unique.
- Pour X €]0, \[, (P,) @ deuz solutions.
- Pour X\ = A, (P,) admet une solution unique.

- Pour A > Ay, (P,) n'a pas de solution.
u(0)

v
>

Figure 5

I1.3.— Démonstration du Théoréme I1.2

. 2 2k
I1.8.1.— Cas ou A\, = % (n— 1+k) >0

Cette partie concerne donc les régions R;, R; et R3. On pose

VY, w1 ) B -
p=e etp2/1+k Ae F(s)

p € [0,400], s €] — 00, +00]
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Notons que : \
__ P A
Alp) = Z1+k(p) — F1+K(s)

On étudie les valeurs de F avec leur multiplicité. F' est 1'unique solution
positive du probléme suivant :

F"(s) + A(k, n)F'(s) + F(s) — F—:(s—) = 0 sur ] — oo, +00| (IL.1)

,E@weﬁ”F(s) =N/ (I1.2)
: e [ B _

,B@wee— {F (s) + Viw F(s)} =0 (I1.3)

Par ailleurs, avec ’équation vérifiée par Z(p) ona Z"(p) = L qd p— 0

et donc glﬁ—”) — -'1; quand p — 0%. On en déduit que :

lim eVier {F’(s) +

8§—+—00

B _ 1
ew F(S)} =

(I.4)

Puisque § = # B —2 < 0 pour k €]0, 400, la relation (II.4) implique
en particulier :

lim {F'(s) + ‘/’;_c F(s)} —0. (IL.5)

8§——00

o Z k N
D’autre part, avec le lemme II.1, on a aussi : W(gg > 1—2'% d’otr :

1+%

> \U/1+k
F(s) > X, 2

(11.6)
On considére 1’équation :

(E) F"(s)+ A(k,n)F'(s) + F(s) — = 0 dans |s,, +oo[€ F

1
F¥(s)

Nous allons démontrer deux lemmes qui permettent d’étudier le com-
portement d’une solution de (E). Ces deux lemmes seront aussi utilisés au
paragraphe III pour le probléme a frontiére libre.

LEMME II.3.1a.— Soit F une solution de (E). On suppose In €
10,1[/F(s) > n Vs € [so,+00[. Alors :

slivToo F'(s)=0 et a—lir-ql:loo F(s)=1
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Démonstration. — On multiplie ’équation (E) par F' et on intégre sur
[s0, 8] Il vient :

(%)

SIFGI+ / PO d+HAF)s) = 3 [F (o)l H(AF)(s2) Vs € [so, +o0]
ou : - .

AF=-I;——1_’c si k €]0,1]

AF=E _logF sik=1

. Avec (%), on obtient :

-n<F(8)<M  Vs€[so,+o0[

- F'(s) bornée sur [s,, +00[

- F' € L*(so,+00)

En effet, les deux premiers termes du premier membre de (x) sont
positifs; si on suppose 3(sp) — +0o/F(sp) — 400, on en déduit que
(AF)(sp) — +oo ce qui est impossible.

Donc 3IM/n < F(s) < M Vs € [s, + oo[ ce qui implique (AF)(s) borné
et les deux autres résultats.

Par ailleurs, puisque F(s) > n > 0 Vs € [s,,+o0[, on a 0 < F+(3) < 171_"
Vs € [s0, +00], avec 'équation (E) on en déduit que : F"(s) est bornée sur
[$0, +00[.

Par conséquent, F' est lipschitzienne sur [s,, +00]

.Or:
=> lim F'(s)=0.

s—+00

F'e Lz(so,+oo)}

F' lipschitzienne

En effet, par 'absurde, si F'(s) - 0 quand s — 400, il existe a > 0 pour
lequel on peut choisir une suite croissante (z;)ien telle que :

z; — +00 qd 1 — 00
|F'(zi)| > a, Vi
Tip1 — Ti > % ot ¢ est la constante de Lipschitz associée a F'
Alors,Vi € N,Vz € [z; — &, =i+ -;—c] on a iF'(x)‘ > . Dou:
a
mes {x € [s0, +oo[/|F'(z)| > —2-} = 400
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Or ceci est impossible car F' € L%(s,,+00) implique :

F'(av)l2 dz < 400

+
mes {z € [So,+°°[/|F’($)| > g} < %/ s,

. Avec (x), on peut en déduire que (AF)(s) = L € R quand s — +oo.
Or : s — F(s) est continue sur [s,,+00[ e¢ G — AG est continue sur
[, max F] par conséquent, il existe £ > 0 tel que lir_*r_1 F(s)=¢.

8$—1400

Enfin, avec ’équation différentielle on a :

AP = (s~ F )

On intégre sur [s,,n], n € N, n > s,. Il vient :

F'(n) — eAlo™ Fl(5,) = /oﬂ—-’o e~ A {ﬁh —F(n— u)} du

Avec le théoréme de Lebesgue on obtient alors :

1 .
0=, —¢ lim F(s)=1.

LEMME I1.3.1b.— Soit F' une solution de l’éguation (E).

On suppose :

n €J0,1[/F(s) >n Vs € [so,+00[
F(s)#1
Alors :
(1) Les zéros de F'(s) et de {F(s) — 1} sont alternés.
(2) Si B(k,n) = A% (k,n) —4(1+ k) < 0, alors :

(F(s) —1) -et donc F'(s)- admet une infinité dénombrable de zéros
{ta}, avec t, — +00 et tpyy —tn > Cy > 0, Vn.

(3) 8t B(k,n) = A%(k,n) — 4(1+ k) > 0, alors :
(1) (F(s) = 1) s’annule au plus I fois si F(s,) < 1
(1) (F(s) — 1) s’annule au plus 2 fois si F(s,) > 1
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(iii) lim —) g 9F _-A+VB

s>+oo F(s) =1  s—oo dF' 2
Démonstration.— - (1) - Posons G(s) = F(s) —1.On a:

G"(s) + A(k,n)G'(s) + R(F(s))G(s) = 0 dans ]s,, +oo[

ou : Fitk(s) 1 .
R(F(s)) = { ORILONN ;8 -
+ s1 F(s) =

Puisque F(s) > n > 0 Vs, R(F(s)) est continue sur [s,,-+0o[. D’autre
part, F(s) #1 = G(s) £0.

D’aprés les résultats classiques sur ’équation du second ordre les zéros
de G et G' -c’est-a-dire de (F(s) — 1) et F'(s)- sont alternés.

De plus, si a,b,b > a sont 2 zéros successifs de G(s) on a :

max {R(F(s))} (b— a)? + 24(b — a) > II?
1+k

1-19
= (b—a) > C > 0 car R(F(s)) Sm

- Ce résultat est dit & OPIAL -voir REID [14]- si u est une solution
non identiquement nulle de : u"(t) + p1(t)u'(t)+po(t)u(t) = 0 avec p,,p1
continues sur I et |po(t)] < L, et |p1(t)] < Ly, alors si a et b sont 2 zéros
successifs de u, on a : Lo(b—a)? +2 Ly(b— a) > 12

(@) et (3
- On peut démontrer (2) par plusieurs méthodes.

D’aprés le lemme I1.3.1a, le point (F' = 0, F = 1) est un point
d’équilibre stable et asymptotiquement stable pour 1'équation (E). (2) est
alors une conséquence des résultats classiques sur la stabilité -voir par
excmple PONTRIAGUINE [15].

On peut encore obtenir ce résultat de la maniére suivante : Posons :

—As
2

G(s)=H(s) e

2

H"(s) + (R(F(s)) - AT) H(s) = 0 dans ]s,,+00[
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Or, d’aprés un résultat de KNEISSER -voir REID [14]-, pour ’équation
H"(s)+q¢(s)H(s) =0,0na:

Si s% ¢(s) = L quand s — +o00, alors L < 1/4 = H s’annule un nombre
fini de fois et 1/4 > L = H s’annule une infinité de fois.

Ici, F(s) — 1 quand s — +oo = R(F(s)) — ATz — (1+4+k)— ATz quand
s — +o00.

Par conséquent, si A% — 4 (1+ k) < 0, H(s) -c’est-a-dire (F(s) — 1)-
s’annule une infinité de fois.

[On donnera une autre démonstration du point (2) plus loin].

- Dans le cas ou B(k,n) = A%(k,n)—4 (1+k) > 0, considérons 1’équation :

2

H'(s) + {R(F(s)) _ AT} H(s) = 0.

On ne peut pas avoir H(s;) = H(s2) = 0 et H(s) > 0 sur |sy, s2[ -C’est-
a-dire F(sy) = F(s3) =1 et F(s) > 1 sur ]sy, so[-.

Ea effet, en multipliant par H et en iutégrant sur [s1,s2] on trouverait
alors H(s) = 0 sur [s;,s2] -c’est-a-dire F((s) = 1 sur [s;,s2]- ce qui est
impossible car H(s) # 0 sur [s,, +00[= les zéros de H sont isolés.

On peut alors en déduire que :

- 8i F(s,) < 1, seuls les 2 cas suivants sont possibles

Figure 6
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F(s)

v

Figure 7

- Si F(so) > 1, seuls les 3 cas suivants sont possibles

F(s)
1
»S
Figure 8
F(s)
3
1
- S
Figure 9
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F(s)

Figure 10

Remarque.— Dans les représentations ci-dessus, on a pris F'(s,) > 0 si
F(s,) < 1, on peut évidemment avoir F'(s,) < 0. -méme chose pour ’autre
cas-

- (3) il

"!-+15 allons maintenant démontrer i dernier point du lemme et par la
mérme occasion obtenir une autre démonstration du point (2).

L’équation F"'(s) + A F'(s) + F(s) — F+(s) = 0 on peut s’écrire sous la

forme d’un systéme :

X =F(s), Y = F'(s)

Supposons que (F(s) — 1) s’annule un nombre fini de fois sur |s,, +ool.
D’aprés le lemme I1.3.1a, on a F(s) — 1 et F'(s) — 0 quand s — 400, par
conséquent pour s > s; assez grand, seuls les 2 cas suivants sont possibles :

F(s)>let F'(s) <0 Vs>s;
ou

F(s)<let F'(s)>0 Vs>s;
On a donc :

{ y(2)y'(z) + Ay(z) = zF —z sur 11, 24
y(z) <0
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ou
y(z)y'(z) + Ay(z) = 7% — 2 sur |zs, 1]
y(z) >0

avec dans les 2 cas :

lim1 y(z) =0.

En dérivant I’équation on obtient :
k
y(2)y"(2) = - { V@) + Al @] + 5 + 1}

En étudiant le signe de y”, on en déduit que :

lim y'(z) =L € Rou lim y'(z) = —o0

On revient & ’équation vérifiée par y. On a :

, _m“"—x__1+k/c1+"
S o D)

avec ¢ €]1,z[ ou |z, 1|

On fait £ — 1, on note alors que le cas y'(z) — —oo est impossible donc
lim y'(z) = L € R avec :
1

L*+AL+(1+k)=0

Or, si A2 —4(1+ k) < 0, ’équation précédente n’a pas de solutions, dans
~ ce cas, on peut affirmer que (F(s) — 1) s’annule une infinité de fois ce qui
prouve & nouveau le point (2).

Si A? — 4(1 4 k) > 0 -on sait avec 3(i)(ii) que (F(s) — 1) s’annule un
nombre fini de fois- on a :

dF' —A++\/A2—4(1+F)
2

Y _dF'

cu encore :

F'(s) _ —A+ A —41+F)
2

F(s)-1

quand s — +oo.

On peut maintenant achever la démonstration du théoréme dans le cas
ou A, > 0.
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On sait que F vérifie (ILI) - (II.6); on a donc en particulier F(s) — +o0,
F'(s) = —o0, quand s — —oo et F(s) > > 0Vs €] — 0o, +00].

Par conséquent, F(s) > 1 et strictement décroissante sur | — 0o, 3,], et
sur [so,+00[, on peut utiliser les 2 lemmes précédents.

ler cas : A%*(k,n)—4(1+k)<0<= (k,n) Ry
I n}nen, {on}nen telles que :

-F(mn)=et F'(0n) =0 VneN

- Tn,0n — 400 quand n — 400

T L O KTy <

~Tn41—Tn 2C >0 VREN

D’autre part, {F(O’gp)} /' 1let {F(02p+1)} N 1L

On a donc la représentation suivante pour F
F(s)

\

e

Figure 11

- . " — s

To Oo 1 g1 T2 g9 T3 03

2¢me cas : A%(k,n) —4(1 + k) >0etn>2 e (k,n) € R,
Dans la région R;, on a en fait n > N*(k) > 2.

On peut écrire ’équation vérifiée par F sous la forme suivante :

F'(s) + A(k,n)F'(s) + (L+ k) {F(s) =1} = k F(s) + = — (1 + k)

F"( )
dans | — 0o, +00][.

Notons que le second membre est strictement positif pour F(s) # 1 -ce
qui d’apres le lemme I1.3.1b est le cas Vs €] — 0o, +-00[ sauf peut-étre en 2
points-
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Rappelons d’autre part que :

ej;:sF(s) — AL/1+k quand s — —o0

-2

e {F' A — L — —00
e {F (s)+ v F(s)} W quand s

Posons :
A— /A2 —4(1+k) A+ /A2 —4(1+k)
ay = y Qg =
2 2
G(s) = F'(s) + a1 {F(s) — 1}

Ona:

[e""’G(s)]' >0  p.p. s€]—o00,+00[

e*?*G(s) — 0 quand s — —o0
En effet,

e2°G(s) =—ay e + (al /W

e [oa-232] {657' (F’(s) + \/ﬂx—cF(S)) }

B )’e(“"V%)’ {eff‘c’F(s)} +

Or
B 1) B Vi B\ N
“2“¢_X;=§{ 3 ‘\/A_f’[( [ +¢X:) _4(”'“)] }>°

On en déduit que :
G(s)=F'(s) + ay(F(s) —1) >0 Vs €] — 00, +00[
Or

e (F(s) — 1) = —e™* + e(“"f*’c‘)’ {ej;_:aF(s)} -0
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quand s — —00, car :

B _ {\/’\_c__ B _[(x/XZ+ B )2_4(1+k)}1/2}>0.

1
Vi, 2

ay —

Par conséquent :
F(s)—1>0 Vs €]—o00,+00[

Et, puisque F"'(s)+ A F'(s) = —m— F(s),ona F'(s) < 0 sur ] — 0o, +00[.

On a donc la représentation suivante pour F :
F(s)
A

Figure 12

3éme cas : A%(k, n)—4(1+k)>0etn<2¢)(k n) € Rs
Dans la région Rj, on a en fait 1+k <n<N(k)<2

- Supposons que F(s) > 1 sur | — 0o, +00[. Avec ’équation on a :

A GG -9)}= (s ) 5 <o

de plus :
e\/;:a {F’(s) + —'B—F(s)} N quand s — —oo.
Ve nv e

En en déduit que :

(F(s)—1) <0 Vs €] - o0o,+00]
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d’ou

P _ A
o O, v

Or ceci est impossible car, d’aprés le lemme I1.3.1bon a :

. F'(s) _—Ax VA —4(1+k)
LN e 2
Et :
_ B < _A-*-\/A2 —4(1+k)
Ve 2 '
En effet :

\/ﬂi\_c_A+\/A_22—4Tk—)=%{(ﬂ «x)_[<ﬂ ﬁ?)z_

1/2
—-4(1 +k)] } >0

\/[f\_=”ﬂ+i_2>1puisquen<2etk>0.

Par conséquent, 33; €] — 00, +00[/F(s,) =1 et F(s) > 1 sur | — 00, S,][-

car :

- Pour le probléme (P,), seules les valeurs de n € N* interviennent, donc
(k,n) e Rg &n=1et k€]0,1].

En utilisant la remarque I1.3.3 ou les résultats sur le probléme a frontiére
libre (Pr)) -cf remarque IIL.3.3- on peut affirmer que F(s) < 1 sur
]S,,, +OO[

On a donc la représentation suivante pour F'
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F(s)

Figure 13

2 2k
9.9, — tde=—[n-——""]<
I1.3.2 Cas ou A 1+k(n 1+k)—0

Cette partie concerne la région Ry, et pour le probléme (P,),onan € N*,
donc A\, <0&n=1letk>1.

Comme dans les cas précédents, on doit étudier les valeurs de la fonction

p— ;,Z,({e-; avec leur multiplicité.

On pose :

Z(p)

p € [0,+oo]

F est 'unique solution positive du probléme suivant :

F(s)+ (/3 + %) F'(s) + Ae F(s) = FEI(T) dans | — o0, +o0]

e?*F(s) - 1 quand s = —oc0
eB=V L F'(s) + BF(s)} — 0 quand s — —oo

En outre, puisque Z"S") — % quand p — 0% et p—,Z,(lL_z; > l—;‘—k >0ona
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aussi :

eB=D¢{F'(s) + BF(s)} — % quand s —» —00

1+k
>-r® -
F(s) > o™ Vs €] — 00, +00[

- Notons que F'(s) s’annule au plus 1 fois. En effet, supposons que
F'(s,) = F'(s1) = 0, avec I’équation on a :

[ :l {F+M - ,\cF(s)} e—(B+3F)s 45 = 0

Or ceci est impossible car A\, < 0 et F(s) > 0.

- Supposons que F'(s) # 0 Vs € R, alors puisque F'(s) — —oo quand
s — —o0, on a F'(s) < 0Vs € R et donc F(s) \, £ >0 quand s — +o00.

Or ceci est impossible car avec 1’équation et les conditions initiales, on
a:

A
e~

F'(3)=~ﬂF(3)+me

du—)+ooquands—++oocar%c-$0

- Par conséquent,

3! s, € R/F'(s) < 0 sur ] — 00, 8o[
F'(se) =0
F'(s) > 0 sur ]s,, +00[

v

Figure 14
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I1.8.3.— Remarque

Pour n = 1 c’est-a-dire pour les régions R3 et Ry on peut démontrer par
une autre méthode les résultats obtenus.

D’aprés le théoréme II.1, ’arc de solutions (/\, u(O)) est paramétré par :

2
1. 1 —1
ou Z est la solution de :

n 1
(Pr) { Z"(p) = 7505) dans 0, +oo[
Z(0)=1et Z2'(0)=0

On multiplie ’équation par Z' et on intégre sur [0, p]. Il vient :

__Z'0) [ 2 70 de
\/m)—— T / m___ kp sik<1

- Z'(p) 20 e .
\/M =V2= / =v2psik=1

) e [ () e

k—_——fp sik>1

On en déduit que :
2

21—k 1 [ e\ :
A(e)—(l—_{—’;)—z{@‘/l‘ (:1;“—-1) dIC Slk<1

2(1 — k)
1+k°

oua= a €]0,2[

sik=1

. ,\(9)= %{_

2(k —
O =Gy {

2
} sik>1

a €]0,2|

oz}
7

(k+1)
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Dans les 3 cas on doit étudier F(y) = % fly f(z)dz, avec f décroissante.
Ona:

F(1)=0
lsik<1

En effet :
y—1 [
Fo) === [ fli+w-Dha y>1

et on utilise la décroissance de f.

D’autre part :
Fo)=-5 [ foe+ L= 1 {f(y>+ /ly(w—l)f'(w)dm}
=y—2{f(y)— [ (w—l)lf’(w)ldw} car f(z) <0

Or, y — f(y) est décroissante et y — [/(z — 1)|f'(z)|dz est croissante
par conséquent, F'(y) est décroissante.

De plus, quand y — 1%, f(y) — 400 et [’(z — 1)|f'(z)|ldz — 0, donc
F'(y) — +o0.

D’autre part, quand y — 400 on a

lsik<1
f(y)'*{osikzl

et
J4 si k<1/3,£>1

JICEEIE {+oo sy

Remarque.— Pour

0o a © (. a/2-1
0<k<1/3, /1 (z - DIf'(2)lde = 3 A ((z—l_)?f)—s/z“ de

— ® (tZ/a -1 dt
L (@2 -1pe

ou :
_2(1—k)
T 14k

a €]1,2]
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Donc :

oo t2/a -1 / / P dp _1
L - 1)3/2 (t2 — 1)3/2 (p? + 12
Par conséquent, 3|y, €]1,+o00| tel que :
F'(y) > 0 sur ]1,y,[
F'('yo) =0
F'(y) < 0 sur ]y,, +00[

Dot : 3 6, > 1 tel que A\(f) est strictement croissante sur [1,6,[ et
strictement décroissante sur ]6,,+o00[. En outre,

0(sik2)1
A1) =0et lim A(6)={21—k _ .
0—-+o00 T =Asik<l1

II1. Etude du probléme a frontiére libre (Pr.r)

Dans cette partie, on s’intéresse aux solutions du probléme a frontiére
libre suivant :

u & symétrie radiale, u > 0 dans B
—Au+—-}-\—- =0 dans B — B
(Pr.L) § u/0B = 1
u/0B, = g—k;/aBo =0
u = 0 dans B,
ou :
- B = boule unité de R™
- B, = boule de centre 0 et de rayon R, si R, > 0 ou le point {0}.
-k €]0,1[ et X € [0,+00].
Plus précisémg_nt, pour X fixé, on cher_c_he le nombre de solutions classiques
-c.a.d. dans C°(B)N C*(B)N C%*(B — B,)- du probléme (Pr.).
Posons R = || X|| et w(R) = u(X), on a u solution de (Pp) si et

seulement si w est solution du probléme suivant :

w € C° ([R,,1]) N C*([R,, 1[) N C?(]R,, 1()
w > 0 sur ]Ro, ]

(QF.L)

KR sur |R,,1[
w(R,) = (Ro) =0et w(l) =1
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Dans un premier temps, on montre que VR, € [0, 1[, 3! (), u) solution de
(PF.L) et on donne un paramétrage de I’arc de solutions (R,, Ar, ).

Ensuite, a ’aide du paramétrage précédent, on peut dénombrer les
solutions pour \ fixé.

II1.1.— Existence et caractérisation des solutions de (Pr.L)

THEOREME IIL.1.—VR, € [0,1], 3! (A, u) solution de (Pr.1) avec u €
CI’H(E) N C®(B — B,). D’autre part, larc de solution (R,,\r,) est
paramétré par :

1

R, = ; y )‘Ro = 4 €]17 +°°]

P
21+ (p)

ot Z est l'unique solution du probléme :

P {le(p)+ P Z( Y= 51—~ Z"( ) dans ]1,+o00]
Z(1)=2'1) =

Démonstration. — Notons tout d’abord que si (), u) est solution de (Pr.1)
-donc (A, w) solution de (QF.1)- on a nécessairement A # 0. En effet, A =0
et w(R,) =w'(R,)=0=w=0.

Icas : R, =

On peut remarquer que (A;,uc) avec A, = 2 (n - —g—k—-) et uo =

1+k 1+k
| X ||2/1** est solution de (Pr.r).

D’autre part, si (A, u) est solution de (Pg.) -donc (A, w) solution de
(QF.L) posons :
R=/ %—t et w(R) = v(t)

' Ac
R { vl = 5w
v(0) =v'(0) =0

Or le probléme (R) admet une solution unique sur }0, +-o00[ : v(t) = t2/1+F,

on a :

avec :
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Supposons ceci démontré : on en déduit que A = A, et w(R) = R¥/1** et
donc (A¢,uc) est 'unique solution de (Pr.z) pour R, = 0.

Si v est solution de (R), on a :

1 + k)2 1/1+k
@"(t) < <at?ttk g = A+k7 >
v'(t) < k(t)=>v(t) at a {/\°2(1——k) >1
") + = v'(t) > )‘— = v(t) > ! — {2/1+E

a tl+'=

t
w0 -] 4}

=, t2/l+k/ / yri-H {(myt)2/l+_k}dx dy
v(zyt)

= {8 € Co(]0,+oo[)/;15 <6(t)<a, Vte [0,+oo[}

1 1
- 1
TO)(t) = A, Tyl
(T6)(t) /o/ow”y " B (at) dz dy

T opére de E dans E.
T admet un unique point fixe dans E : 6,(t) = 1. En effet :

Posons :

1 2 1
T(2P)(E) C [a—(m,a(k P)] = {0 € E/W < e(t) < akZP’ Vt}

(k”“)]

1
T(2p+1)(E) C [-g(-,-cml—),a

1
(k)—>1qua.nd]—->oo
De plus, quand p — 400, 1 5 — 0 et on verra plus loin que :

et k €]0,1[= d¥) et

2

. p _
o ZTHE() N

-Z solution du probléme (Pr)-
géme i R, €]0,1]
Supposons démontrées ’existence et 1'unicité de Z solution du probléme

(Pr). Alors :
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- VR, 61071[’3! Po €]1, +oo[/R, = —pl—

(]
Posons :

Z(Rpo) p5
et A= —-2—
Z(p,) Z'*k(p,)

(A, w) est solution de (QF.1) -ceci prouve l'existence d’une solution-

w(R) =

- Réciproquement, si (A,w) est solution de (Qr.1), la fonction R —

1/1+k
( 5= ) w(R R,) est solution du probléme (Py).

Dot :
1/1+k
(ALRZ) w(R R.) = Z(R)
Or,
1/R? 1
o) =12 3= e = wle) = gy 7 () vee 0

Ceci prouve 'unicité de (A, w).
LEMME IIL.1.— Le probléme (Pr) admet une solution unique Z.
Z € CY1F ([1, +oo[) N C*(]1, +00])
De plus :
Jer, 2 > 0/ca(t — 1) > Z(1) > ep(t — 1)2/1HF

Démonstration.—Pour n = 1, k €]0,1], on connait explicitement la
solution du probléme (Pr) :

2 1+1+k
Z1,k(p) = {ét;r_k,)c)} (p = D)*/1+* = a(p — 1)>/1+*

Si Z est solution de (PI), on a Z(t) > 0 sur ]1,4o00[= Z'(t) > 0 sur
11, +o00[ car Z'(t) = t,, =t f "T(T ds.

Par conséquent :

Z2"(t) € 5= = Z(t) < Z14(t)

z "(t)
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D’ou :

Z"(t) + n

_1
Z§ ()

t 1 s pn—l do d
Z(t 2/ / p dr =
) R AN )

1-k
Zie(t) 1 [P [E=Day+1\"7 21%
T TalE /o /o t-1z+1 7 4o dy = Zik(t)L(Y)

;1 Z'(t) >

Yiye
On peut noter que :

1

— ! 4 —_
L) =1, L'(H) < Oet lim L(t) =

On pose :
- E = {v € C°([1,+00[)/L(t)Z1,x(t) < v(t) < Z1,(t)}

o1(t) = va(t)| —ae
- d(v1,v2) = vilt) — v2%)
(n,0n) = sup {2050

- (To)(t) = /1 t — ( /1 ’ - :)dp) ds.

Alors, (E, d) est un espace métrique complet et T(E) C E. En effet :

} ,A > 0 déterminé plus loin

— T est décroissant
= T(Z1,k)(t) = L(t)Z1,x(¢)

ot
—T(LZy,)(t) —/1. gn—1 (/1 L¥(p)Z§ . (p) dp) &

1 [t /’ pnt
< dp | ds
LE(t) Jy sm! ( 1 Z5(p) ?

car L est décroissante. D’ou encore :

T(LZ, x)(t) < L* ()21 x(t) < Z1 k(t), car L(t) < 1.
D’autre part :

[Tv1(t) — Twa()l
‘1 * a1 k
S/I (/ g Ll+k<p)z:,t’°<p)'”l(”)‘"”(”)'d”) &

k t 1 s pn-—leAp
<
= TI+k(2) {/1 sn—1 ( \ Z50p) dp) ds} d(v1,v2)
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Or:
t 1 /a pn—leAp
dp|ds=
‘/1 snt ( 1 Zfx(p)

_ i-k
_ Z1x(®) ae / / { t-l)xy“}n I a0 g gy
y

Taltk t-1z+1 T+
= Z1 x(t)e K (t)

Tvi(t) — Tva(t)| _ae K(t)
Zy k(t) : e’ <kL1+k(t)

d(v1,v2)

On peut noter que : K(1) =1, K est décroissante avec tlirgo K(t)=0si
A #0, de plus, Alim K(t)=0,Vt#1.
—00
k

-Sim=0<l,onprendA=0=>K(t)El.Onaalors:

d(T‘Ul,T‘vg) S é d(vl,vz).

. k . v .
. Si m > 1, soit 8/k < 8 < 1, il existe t, > 1 tel que

TIFrE) Scro =1).
TIFRGE,) 6 (car L décroit sur [1,+oo[ et L(1) =1)

On choisit A tel que : K(t.) < 6. Alors :

k
L1+5(+00)
kK@) _ kKQ) _ k
LiFk(t) = LI+k(t,) — L1+k(t,)
EK(@) _ _kK(t)
LI+E(t) = L1+k(+o0)

- Sitst*,

= f[car K et L \]

— sit 2> t.,

<6 [KetL\]

On a alors : -
d(TUl,T‘UQ) S 6 d(’vl,'Uz)

En définitive, T est une contraction stricte de (E, d) dans (E,d). Donc il
existe un unique Z appartenant & E tel que T(Z) =

Il est clair : Z est 'unique solution de (Pr) et Z € C* (]1,+o00[). D’autre
part, puisque Z; x(t) > Z(t) > L(t) Z1x(t), 1 > L(t) > C. > 0. On en
déduit que :

3C1,C2 > 0/Cy(t — 1)21+E > Z(2) > Ca(t — 1)2/1+F Vi € [1, 400
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On montre alors sans difficulté que Z € C LI ([1 +oo]), 15 1=k étant la
meilleure constante possible.

II1.2.— Principal résultat pour le probléme (Pr,1)

Pour A € [0,+00[, on va maintenant déterminer le nombre de solutions
de (Pr.L).
D’aprés le théoréme IIL1, il suffit de ”compter” les valeurs de p €]1, +o0[

2

telles que A = ffﬁm.

Autrement dit, on étudie les valeurs de p — Z_léi?i -ou ce qui revient

au méme de la fonction p — —-5?/11”_% avec leur multiplicité.

II1.2.1.— Notations
On pose :

2 2k 2
’\°"1+k( _1+k) P=1v%

\/_ 8 n-2-0
Alkm) = \/,\_c \/n—2+ﬂ \/ B
B(k,n) = A%(k,n) —4(1 + k)

Pour (k,n) tels que n > 1 et k €]0, 1], on définit les régions suivantes :

Ry ={(k,n)/B(k,n) < 0}
={*, n)/N-(k) <n< N*(k)}

oo gy = VB

— {(k,n)/'k >1/3 et [l <n < N-(k)] ou [N+(k) sn<2 L]}

1—-k
kn \/Bkn
{( )/ ( = ,—2(1 )}

={(k,n)/k <1/3et n>N*t(k)oun < N (k)}U

2
>
{(k,n)/k>1/3etn_2+1+kounSl}
ou
: 6k +2 k
N*(k) = .
) k+1 1w
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Remarque I11.2.— 1°) Les résultats du théoréme III.1 et du lemme IIL.1
sont encore valables pour n > li—kk -c’est-a-dire A, = H_Lk (n F k) > 0-
Pour n < 1, on modifie la démonstration du lemme III.1.

2°) Pour (k,n) € [0,1[x]%‘;,’+oo [, on peut remarquer que si n et N
sont liés par la relation :

1+k 1 1
(R) 2 +n—2+N——2_O n#2

Alors :
A(k,n) = A(k,N)

En particulier :

A(k,N*(k)) = A(k, N™(k))
]
ﬁ A(k,1) =A(k,2+ T%I)

R,

' f;\—r AL ‘\— \T\T\N“iii\“i\v'\

Figure 15

-330 -



1

Etude du nombre de solutions pour une classe d’équations elliptiques non-linéaires

Pour le probléme (Pf.L), on a n € R*. On peut alors noter que :
n=1:(k,n) € R;, Vk €]0,1]

n=2:(k,n) € Ry, Vk €]0,1]

3<n<5:(k,n)€ R;, Vk €]0,ky] et (k,n) € Ry, Vk €)kq, 1]

n =6 : (k,n) € Rs, Vk €]0, %], (k,n) € Rg, Vk E]%,ko]; (k,n) € Ry,
Vk €]k,, 1]

n>7: (k,n) € R3, Vk €]0,k,] et (k,n) € Ry, Vk €]kn, 1]
IIT.2.2.— Théoréme
1) (k,n) € Ry
Fpin, pax avec 0 < py < Ap < flax tels que :
- Pour A < py, le probléme (Pr. 1) n’a pas de solution.

- Pour A € [ftu, piax], A # A, le probléme (Pr.1) admet un nombre fini
de solutions.

Ce nombre augmente lorsque A — X, [Une solution unique pour u,, deux
solutions pour f.«]

- Pour A = A, (Pr... admet une infinité dénombrable de solutions.
- Pour A €]ptax, +00[, (Pr...) admet une solution unique.

R, =inf(R=|X]/u(z) >0}

B Ao Hax
Figure 16
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2) (k,n) € Ry
Apa /0 < pe < Ac tel que :
- Pour A < py, (Pr.1) n’a pas de solution.

- Pour A = p., (Pr.1) admet une solution unique.

- Pour A €]px, Ac], (Pr.L) a deux solutions.

- Pour X €], +00[, (Pr.L) admet une solution unique.

>

Figure 17

3) (k,n) € R3
- Pour A < A, (Pr.L) n’a pas de solution.

- Pour A > A, (Pr.L) admet une solution unique.

v

>

Figure 18
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I11.3.— Démonstration du Théoréme I11.2

On pose :

o=V et ;Z/(Lfk = AR ()

p € [1,+00], s € [0,+00]
Notons que :

2 Ao
Alp) = Zlfk(p) = FI+k(s)

On étudie les valeurs de F' avec leur multiplicité. F est ’'unique solution
positive du probléme suivant :

F"(s)+ A(k,n)F'(s) + F(s) — Fkl—(s =0 sur ]0,+oo[ (III.1)
F'(0)=0 (I11.2)
F(0)=0 (II1.3)

D’autre part, d’aprés le lemme III.1, on a :
Jer, 2 > 0/er(p = 1)*'H* > Z(p) > ca(p — 1)+, Wp € [1, +o0]
D'ou :

3D1, Dy > 0/Dy(1 — e~*/VAV 14k > p(g) > Dy(1 — e~/ VRe)2/1+k
Vs € [0, +o0[
(II1.4)

De (IIL.4), on tire en particulier : F(s) > n > 0 pour s > s, > 0. On peut
alors utiliser les lemmes II.3.1a et I1.3.1b du paragraphe II. On sait donc
que :

. _ . ' _
- ,I.EECF(S) =1let SILI&F (s)=0.

- Si B(k,n) = A%(k,n) — 4(1 + k) < 0, c’est-a-dire si (k,n) € Ry,
{F(s) — 1}, F'(s) s’annulent une infinité dénombrable de fois : les zéros
de (F —1) et F' alternent.

De plus, si {tn}/F(t,) =1, 0na:t, / +oo et il existe ¢ > 0 tel que
tn+1 — tn) >c, Vn.

- Si B(k,n) > 0, (F — 1) s’annule au plus une fois sur [0,4o0[ et
dF' N —Ax\/A2—4(14k)
2

T quand s — +o0.
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On pose :

z = F(s)ety=F'(s)
Ona:

do _

ds Y

dy _ —k

Is =-Ay+ (™" —z)

2(0) = y(0) = 0

-Si F(s) #1,Vs € [0,400[ on a F'(s) > 0 sur ]0, +oo[; on peut donc écrire :
y(2)y'(z) + Ay(z) = 2™ — z sur |0, 1]
y(0)=0, y(1)=0
y(z) > 0sur]0,> |
- Si 3s, €]0,+00[/F(s,) = 1, alors Is, > s, tel que : F'(s) > 0 sur ]0, s4[;
F'(sz) =0; F'(s) < 0 sur ]s,, +oo[ et F(s4) > 1.
On a alors :
Y(2)y'(2) + Ay(z) = (z7* — o) sur [0, z.[, 2. = F(s,) > 1
y(0) = y(zs) =0
y(z) > 0 sur |0, x|

Puis :
y(@)y'(z) + Ay(z) = (7% — z) sur ]1, 2.

y(za) =y(1) =0
y(z) < 0 sur |1, z.[

On utilise le lemme suivant :

LEMME II1.3.— 1) Le probléme

' 66' + A6 =z~ — z dans 10,¢]
(Ra)s 6(0)=0 , A>0
6(z) > 0 dans )0, €[

admet au plus une solution.

2) Si
00' + A6 = f dans ]0,2[ nm'+Bnyp=g
{ 6(0)=0 et { 7(0) =0
0(z) > 0 sur ]0,£[ n(z) > 0 sur ]0, €[
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Avec
alors :
9%) > Q(Bi) dans [0, 4]

Démonstration.— 1) Supposons que 6, et 6, soient 2 solutions de (Ry4).
Posonsv=6% —62. On a:

v'(z) = 2A(6, — 6;)(z) = 0 dans |0, ]
v(0)=0

On multiplie I’équation par v. Il vient :

2
% (z) + 4A(61 + 62)v*(z) = 0 dans ]0, ]
v?(0) =0
Or,8; > 0et 62 >0, donc :

ii_v_z_ <0
dz = v%(x) = 0 sur [0, 4]

v?(0) =0

2) Posons v = (%)2 - (%)2. Ona:

o422 28 2 (£ ) g

v(0)=0
On multiplie I’équation par v~ (z). On a :

2(9%)_%) v_(z)=_2(9$c)+ng)>{(9(:)_n%:))—}z

= —u(z)

SCCRT)
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On en déduit donc que :
v'(z)v7(z) > w(z),w(z) >0 et w(z) > 0siv (z)>0et v(0) =0

Par conséquent

vT =0et v(z) >0,Vz €[0,4] = 0—(? > @ Vz € [0,4]

On peut maintenant achever la démonstration du théoréme.

On considére le probléme :

Ynk(2)Yn k(z) + A(k,n)yn,k(z) = 2% — 2 dans |0, 1]
yn,k(o) =0 (Pnk)
Yn,k(x) > 0 sur ]0,1[

Pour n =1, k €]0, 1], on connait explicitement la solution de (Pix). On
a:

vik(e) = 4/5 -2- k (‘”1—;& - k)

Par suite, y; x(1) = 0.
Icas : (k,n) € Ry

R, = {(k,n)/k >1/3et [l<n< N~ (k)] ou N*t(k) <2< 2+ —2—}

1-k%
2 B-k? _ 2
= (k,n)/k >1/3et 4(1 +k) <A (k,n) < m =A (k,l)

On a donc : . .

-z "t —z

>

Zn) > B o0l

Avec le lemme IIL.1, on peut donc affirmer que :

A(k,n) ~ A(k,1)
Supposons que y, k(1) =0. Avec (*)on a :

1 ynk(z) — yni(1) <1 yie(®) —yie(1)
A(k,n) -1 — A(k,1) z-—1

Vz € [0,1]
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d’oti :
() < 52 4(0) = — k) (557

Or ceci est impossible car d’aprés le lemme I1.3.1b, on a :

. dF' A(k,n) £ /A%2(k,n) —4(1+k
Jim G = sha(t) = HEAESEED AT

Et:

A(k,n) + \/A%(k,n) — 4(1 + k) 1+k
> < (3—k> A(k,n)

En effet, cette inégalité est équivalente a :

VA ) A1 1R < (33’“:k1) A(k,n)

Et, puisque dans Ry, k > 1/3 ceci équivaut a :
Ed

(3 —k)?
21— k)

A%(k,n) <

Cette derniére égalité est bien vérifiée dans R2.

En conclusion, yn k(1) > 0 et en revenant & la fonction F, x(s), on peut
en déduire : 3s, €]0, +0o[/Fp k(s0) = 1.

2®mecqs : (k,n) € Ry
Ry ={(k,n)/k <1/3et ([n> N*(k)ou[n < N (k)])} U
{(k,n)/k >1/3 et ([n >2+ lfk] ouln < 1])}

On peut encore décrire R3 de la maniére suivante :

R; = R} U R?
Ry = {(k,n)/A(k,1) < A(k,n)}
R3 = {(k,n)/k < 1/3 et 4(1 + k) < A%(k,n) < A%(K,1)}

- Dans R},
k2 zkF -z

AE D) = A(En)

Vz €]0,1][.
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Avec le lemme III.1 on a :

yk(2) o Yni(2)
Ak, 1) = A(k,n)

D’ou :
Yn,k(1) =0.
- Dans R2,
s V2 B
>
A/31) = A(kn) 7 vz €01l
En effet :
_1/3 z, ¢4 décroit sur 10,1
-g(z) = o 2304 R) car g décroit sur ]0,1{—

A2(1/3, 1) 16/3 _ _ 4
A2(k,n)  A(k,n) — 3(1+FK)

Avec le lemme III.1, on a :

car A%(k,n) > 4(1+ k)—

y1,1/3(93) S Yn k()
A(1/3,1) = A(k,n)

D’olt : yn,k(1) = 0. En conclusion, en revenant 3 la fonction F, k(s), on peut
en déduire que : F;, 1(s) < 1 Vs € [0, +o0|.

Remarque II1.3.3.— - En modifiant quelque peu la démonstration du
lemme IIL.3, on montre sans difficulté que :

06' + A6 = f dans |z,, [ nm' + Bn = g dans ]z,,£[
0(zo) =0, et ¢ n(zo) =1,
6(z) > 0 sur |z,, ¢[ n(z) > 0 sur |z,, £
e @) | (@) 2
T T Mo
e
5 2 32 dans |z,, {[ et 125
Alors : 0( ) ( )
T T
2 g sur (2o,

- D’autre part, les valeurs propres des problémes (Pr.r) et (P,) sont
paramétrées par :

Ae
A= Frrig) ® €10 ool pour (Pr.r)
Ao
A= =755(8) s €] = 00, +00] pour (P)
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F et G sont solutions de la méme équation différentielle (autonome) :

1
H"+AH’+H—E=0.

Seules les conditions initiales changent.

Dans le cas particulier o n = 1 et k €]0,1], on sait que 3s,/G(s) > 1
pour s €] — 00, so[ et G(s,) = 1; on en déduit Is;/G'(s;) = 0 et
0 < G(s1) < 1. On sait aussi que F(s) <1 Vs € [0, +oo].

En se placant dans le plan de phase et en utilisant le résultat énoncé
ci-dessus, on en déduit que : G(s) < 1, Vs €]s,, +00|.
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