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Théorémes de régularité locale pour des systéemes
elliptiques dégénérés et des probléemes
non différentiables

JEAN PIERRE Raymonp(®)

RESUME. — On s’intéresse 4 la régularité locale des solutions de problémes
du type :

P- inf{/ [1|Vu|” + f(x,u(z))] dz| u € WHP(Q,R™) +d>} ,
o lP

avecl1<p<2o0up>2

in améliore les résultats de régularité uns les espaces de Sobolev de
{i.N.JAKOVLEV. J.SIMON et F. de THELIN. Dans le dernier paragraphe,
on obtient des résultats de régularité pour des problémes dans lesquels
Pintégrande n’est plus une fonction différentiable de Vu.

ABSTRACT.— We give local regularity results for the following problem :

P- inf{/ [hwp’ + f(=z, u(z))] dz| u € WHP(Q,R™) +<I>} ,
n p

withl1<p<2orp>2.

We improve G.N.JAKOVLEV, J.SIMON and F. de THELIN’s regularity results
in Sobolev spaces. In the last part, we obtain some regularity results for
problems in which the integrand is no more a differentiable function of Vu.

1. Introduction

On s’intéresse a la régularité des solutions des problémes :

Painf { [ [0(Vu(e) + f(o,u(e))] do] u - 8 € WH(,R™)}

Pp — inf { [ 67 (Fut) + @, u(a) o] u — @ € W (0, R'")} ,

(1) Laboratoire d’Analyse Numérique, Université Paul Sabatier 118, route de Narbonne
31062 Toulouse Cédex
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ol p = ;21,1 <p<2 &€ WHP(QR™) dans P, & € WP (Q,R™)
dans Ppg, 2 est un ouvert borné de R", n > 2. Pour faciliter la lecture, on

posera dans les paragraphes 2 4 6 :
1o . 1
g(V) = » [VIP et g*(V) = v viF.

Au paragraphe 7, on généralisera les résultats obtenus & des fonctions g et
g* plus générales (non nécessairement fonctions de la norme).

Lorsque f(z,-) est convexe, u est solution de P4 (resp. de Pp) si et
seulement si u vérifie le systeme d’E.D.P. :

div (|Vu|?"2Vu) = fu(z,u), avec ¢ = p (resp ¢ =p').

Les exemples suivants, dont certains sont étudiés dans la littérature, rentrent
dans le cadre de notre étude :
(D f(z,u) = h{z)u, fu(z,u) = h(z), h € L?' pour Py et h € Wh»
pour Pg.
(D) f(z,u) = 1 |ult + (), fu(z,u) = [ult~2u + h(z), ¢ = p et h € L¥
pour Pa, ¢ =p' et h € WHP pour Pp.
(III) pour Pg, f(z,u) = h(w)el“lz, fu(z,u) = 2u h(:c)el"|2 avec h(z) > 0
et he Whr,
Si f(z,-) n’est pas convexe, les solutions de P4 ou Pp vérifient le systéme
d’équations d’Euler du probléme considéré, mais les solutions de ce systéme
ne sont pas nécessairement solutions du probléme de minimum.

Les résultats de régularité sont obtenus ici pour les systémes d’équations.
A titre d’exemple dans le cas non convexe, on peut considérer les systémes
d’E.D.P. suivants :

(IV) div (|Vu|?"2Vu) = A|u|7"2u avec A< Oet g=poug=yp'
(V) div (|vu|r’—2w) = h(z)e 1"y avec h(z) > 0 et h € WLP.

La régularité des solutions pour des problémes de ce type a été étudiée
pour des problémes scalaires (m = 1) dans les espaces de Sobolev et dans les
espaces de Besov dans [8], [10], [12], [13], [17]. Elle a également été étudiée
du point de vue de la continuité héldérienne dans (3], [5], [14], [15], [16].
Nous améliorons ici certains des résultats donnés dans [8], [10], [12], [13],
[17].

On obtient les résultats suivants, aussi bien pour des problémes scalaires
(m = 1) que vectoriels (m > 1) :
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- Les solutions de P4 appartiennent a W’li’c"p [(n=2+p )(Q,R”') sin>2
oup=2eta W'li’cr pour tout r < 2 si n =2 > p (théoréme 5.1).

- Les solutions adjointes de Pp appartiennent 3 W, r?/(n=2+7)

(Q,R™)sin>20oup=2eta W7 pourtout r < +oosin=2>p
(théoréme 6.3).

- Les solutions de Pp appartiennent 3 W'll’"p'/("_z) N L*(Q,R™) si

ocC

n > 2et & W' N L pour tout r < +00 si n = 2 (théoréme 6.3,

loc
proposition 2.3).
La notion de solution adjointe est définie en 6.1 et est une extension de
la notion de ”solution du probléme dual” dans le cas ou f(z,-) n’est pas
convexe.

On comparera, en Annexe, certains des résultats que nous obtenons a
ceux donnés dans (8], [10], [12], [13], [17].

Certaines techniques de démonstrations sont, & notre connaissance, nou-
velles :

- utilisation systématique de I'inégali:é de Holder avec exposant négatif
(cf. lemme 3.2) pour traiter les dégénérescences.

- mise en oeuvre de la méthode de Nirenberg sur I’équation adjointe
pour étudier la régularité des solutions de Pp.

Des résultats de régularité concernant Pp sont également donnés dans
[9] pour le cas scalaire, mais les techniques d’estimation de la norme des
solutions dans W'* ne sont pas en général transposables au cas vectoriel.
(Remarquons toutefois que, dés que les solutions d’un probléme du type Pp
seront lipschitziennes, les résultats de régularité de [9] sont applicables. Les
problémes étudiés dans [15] et [16] rentrent dans ce cadre-13).

Signalons enfin, que tout au long de la rédaction, on a eu le souci de
mettre en évidence les analogies découlant de la dualité entre g et g* dans
I’étude de P4 et Pp.

Dans le dernier paragraphe, on étudie des problémes pour lesquels la
fonction g n’est pas partout différentiable. Des problémes de ce type ont été
étudiés dans le cas scalaire dans [4]. On suppose qu’aux points ou elle est
réguliere, g vérifie une condition d’ellipticité du type de celle rencontrée pour
le probléeme P4. On démontre, comme dans le cas différentiable, que les so-
lutions du probléme appartiennent & W'li’c"p /(n=2+p )(Q, R™). Intuitivement,
tout se passe comme si, aux points de "non-différentiabilité” de g, le coef-
ficient d’ellipticité était infini. Analytiquement, ce phénomeéne correspond,
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dans I’application de la méthode de Nirenberg, & ’apparition de sauts dont
on montre qu’ils sont tous positifs. On a déja rencontré ce phénomeéne dans
I’étude de ’équation adjointe d’un probléme présentant de fortes dégénéres-
cences (cf. [9]).

Rappel.— L’espace VV&,’:(Q, R!) désigne [W,o7(R)]¢. On adopte le méme

ocC
type de notation pour d’autres espaces fonctionnels.

2. Notations - Hypothéses - Estimations

Notations .— (a) Si X et Y désignent deux vecteurs de R, on note X.Y le
produit scalaire de X et Y et |X| la norme euclidienne de X. Si M désigne
une matrice carrée d’ordre £ svmétrique, M.X.Y désigne le produit scalaire
de M.X par Y et |M|? désigne la norme euclidienne de M dans RY.

(b) Vg(V) (respVg*(V)) désigne le gradient de g (respg*) en V et
V2g(V) (resp V2g*(V)) désigne le hessien de g(respg*) en V. VZg(V) est
ici considéré en tant que matrice carrée symétrique d’ordre m n.

(c) fu(z,u) désigne le gradient de f par rapport a u, c’est un vecteur de
R™, fuz(z,u) et fuu(z,u) désignent les matrices des dérivées partielles se-

condes, | fu(z,u)|, | fuz(z,u)| et | fuu(z,u)| désignent les normes euclidiennes
des vecteurs ou matrices considérés.

{d) Si g est une application de R®™ dans R, div ¢ désigne I’application
de R™ dans R définie par :

n
(divg); =Y 8rq!, avec 1< j <m

=1
et

q=(g) 1<i<n
1553m

(e) (ei)1<i<n désigne la base canonique de R™. Si B est une partie de
R", on pose 7} B = {z + he;|z € Q}.

Pour toute fonction V de © dans R! et pour tout z de Q N 7¢,Q, on
pose :

§V(@) = 3 [V(z + he)) = V()]

B(y, R) désigne la boule de centre y et de rayon R.

(f) si V est une fonction de Q2 dans R?, ||V ||« désigne la norme de V dans
L*(Q, RY) et ||V]|1,a la norme de V dans W1 2(Q,R¢).
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Hypothéses.— Les hypothéses notées (2. .A) sont relatives & P4, celles qui
sont notées (2. .B) sont relatives & Pp, les autres sont communes & P4 et
Ps.

(2.1.A) Q est un ouvert borné de R™ et vérifie la propriété du céne (cf
[Def. 4.3, p. 66, 1], ® € Wh»,

(2.1.B) Q vérifie ’hypothése (2.1.A), ® € W' et sup |®| < +oo au sens
-

de Wir',
(2.2) feC*(2x R™ R) et f(-,u(-)) € L}(N) si u € L°°.

(23.A) Vz € Q, Vu € R™, f(z,u) > —a1|u|? — K(z)|u|* — M(z), avec
M e L'(Q),

1
a<p, K e Lﬂ(Q)7 E =1~ %"I’ %a a < C(pvﬂ’Rm)—pp_17

ot C(p, 2, R™) est la constante de I'inégalité de Poincaré dans W) P(Q, R™).

(2.3.B) énoncé obtenu par substitution de p par p’ dans (2.3.4).

2.4.A) Vz € Q, Vu € R™, |fu(z,u)] < az|u[P~D/(=P) 4 N(z), avec
N e L*'(Q).

(2.4.B) Il existe ¢, tel que, pour tout u vérifiant inf {|u;| |1 < i < m} >
Co, pour tout § de {1,...,m}, on ait :

—_a2|u|"1_2u§ < fuj(z,u).u;, ot az € R}.

(2.5.B) Pour toute constante ¢ positive, on a :
sup |fu(- )| € LP(Q)
u€R,|u|<c

sup |fuu(- u)| € LP/C-P)(Q)
u€R, |u|<c

sup |fuz(-,u)| € LP(Q)
u€R,|u|<Lc

Ezistence - Estimations & priori

PROPOSITION 2.1.— §i les hypothéses (2.1) a (2.9.A) (resp 2.3.B) sont
vérifiées, il existe une constante ¢ ne dépendant que des données du
probléme P4 (resp Pp) telle que, toute fonction u vérifiant I(u) < I(®)
(ot I est la fonctionnelle du probléme considéré) satisfasse :

lullsp <1 (zesplulls,y < e1).
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Preuve. — Elle est donnée par G. STAMPACCHIA dans [11], th. 6.1. C’est
dans cette preuve qu’intervient I’estimation faite sur la constante a; en (2.3).

PROPOSITION 2.2.— St les hypothéses (2.1) a (2.8.A) (resp 2.3.B) sont
vérifiées, P4 (resp Pp) admet des solutions.

Preuve pour P4 .— La proposition 2.1 garantit I’existence d’une suite
minimisante (u,)neN convergeant faiblement vers @ dans W1, On peut,
de plus, supposer que cette suite converge presque partout vers @ dans ).
Avec le lemme de Fatou et ’estimation (2.3.A), on montre que ’on a :

liminf/f;f(:c,un(z))dz Z/Qf(x,u(x))d:c. (2.6)

n—+4o0o

La fonctionnelle u — [, %IVu(x)lPda: étant faiblement s.c.i. dans W1, le
résultat d’existence se déduit facilement de (2.6). La preuve est analogue
pour Ppg.

PROPOSITION 2.3.— Si les hypothéses (2.1) d (2.5.B) sont vérifiées, il
eziste une constante c; ne dépendant que des données de Pp telle que toute
solution u de Pp satisfasse ’estimation :

l[ulloo < e2-

Remargue.— Il ne nous a pas été possible d’établir dans le cas vectoriel
(m > 1) une proposition de ce type pour P4. Rappelons que dans le cas
scalaire (m = 1) la preuve d’une estimation a priori dans L° des solutions
de P4 et de Pp est donnée dans [11] théoréme 6.2, c’est d’ailleurs cette
preuve que ’on adapte au cas vectoriel pour Pp.

Enoncons tout d’abord deux lemmes que ’on utilisera dans cette preuve.

LEMME 2.4.— (Lemme 2.1 [11] ou Lemme 4.1 [18]). Soit ¢ une fonction
positive ou nulle, définie pour t > k,, non croissante et telle que :

Vh, Vk, b >k >k, = ¢(h) < (h_c—k),,,{eﬁ(k)”],

ot ¢, a et B sont des constantes positives.

(i) Si B> 1, on a ¢(ko +d) =0 avec
d* = c[¢(ko)]ﬂ—120ﬂ/(ﬂ—1),
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(1) Sif=1,ona:
¢(h) < e x exp[—((h — ko)]d(ko) avec ¢ = (ec)~1/°.
(#) SiB<1etk, >0, ona:

¢(h) < 2”/(1-ﬂ) [cl/(l—ﬂ) + (zko)”¢(ko)] h=" avec v = ij‘_ﬂ

LEMME 2.5. — Soit u une fonction mesurable définie sur Q et soit A(h) =
{z € Qlu(z) > r}.

(i) Si pour tout h>h, >0, on a :
Mes A(h) < hc_7 avecc>0ety>1,

alors u € LY7¢(A(h,)) pour tout € vérifiant 0 < e < y — 1.
(i) Si pour tout h> h, >0, on a :

Mes A(h) < ciexp[—ca(h — h,)] avec ¢; > 0,c3 > 0,
alors u € L7 pour tout v > 1.
Preuve du lemme 2.5.i .— On pose B(k) = {z € Q|u""*(z) > k},on a:
c

On en déduit :

Y= _ p1/(v—¢) - Y= _ p1/(v—e€)
/A(h,) (u ko )dx B /B(h},/(w-e)) (u Al ) de

+o0
= / Mes B(t)dt < +oo.
h

1(1-9)
Preuve du lemme 2.5.ii .— On pose B(k) = {z € Qu"(z) > k},on a:
Mes B(k) < c; exp [——cz(kl/" - ho)] .

On en déduit :

/ (¥ — B Mdz = / (u¥ — R}/ ")dz
A(hko)

B(n}/")

+o00
=/ Mes B(t)dt < +oo.
h:/‘y
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Preuve de la proposition 2.3 .— La proposition est immédiate si p' > n
(cf [11]). On suppose donc maintenant que ’on a p’ < n. On démontre qu’il
existe k > 0 pour lequel on a :

Mes {z € Q|ui(z) >k} =0avec1 <i<m.

L’existence de k > 0 vérifiant Mes {z € Q|ui(z) < —k} = 0 se démontre de
maniére analogue.

Pour k suffisamment grand, on pose :
{ui}k(x) = min{k,ui(x)}, {u}k’i = (uia R) {ui}kqu-la X 7um)7
Ai(k) = {z € Qui(z) > k} avec 1 < i < m.

Si u est solution de Pp, on a I(u) < I({u}**), soit encore :

1 ” i
| = {ivuelr - v} de

i(k) P

(2.7
5/ {f(z,u1,... b, uiz1,...,um) — f(z,u)} dz.
Ai(k)
Compte tenu de l'inégalité :
p'/2 p'/2
IVuil® + > |Vuyl? = D 1w, > [Vul?', (2.8)
i i

de (2.7) on Héduit :

. 1 ) k
/ —|V0P de < / dm/ fui(Zyur, .yt Uigr, ..o, U )dE.
jA;(k) Ai(k) ui(z)

p

L’hypothése (2.4.B) permet alors d’écrire :
(2.9) / |Vu;l? dz < p'ag/ (ui(z) — k)|u(.7:)|”'_ldx.
Ai(k) Ai(k)

Pour tout k > sup |®|, la fonction max(u;(-) — k,0) appartient a Whe'(Q).
oQ

Soit r > p'* avec p'* = np'/(n — p'). Si u € L7, avec I'inégalité de Holder
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appliquée au membre de droite de (2.9) et I'inégalité de Sobolev appliquée
au membre de gauche, pour tout k¥ > sup |®|, on a :
an

?'/p
/ Iui _ klpl‘
Ai(k)

l/pl.
< paselullt ™ {/A e kl""} [Mes Ay(k)]™/#"~@'=D1r

I

ou ¢ = ¢(n,m,p') désigne la constante de l'inégalité de Sobolev, elle ne
dépend que de n, m et p'.

On a encore :
/ lui — B[P dz < o(r) [Mes As(k) " (2.10)
Ai(k)
avec
Ar)y=[0-1/p" - (' -1)/r] /(' - 1)
€t
(r) = {p'aze(n,m, o)}/ ullf”.
Si h > k, on a Ai(h) C Ai(k) et avec (2.10) on obtient :

Mes Ai(h) < i(;)p [Mes A; (k)M (2.11)

En posant r = r, = p™ dans (2.11), avec les lemmes 2.4 et (2.5), on
démontre :

u; € L% si A(p™) > 1/p"™,
u; € L™ pour tout r; > 1 si A\(p") = 1/p",

-1
u; € L™ pour tout r; < [p% - A(p"')] si A(p"™) < 1/p"™.

Le résultat précédent étant vrai pour tout i, il est également vrai pour la
fonction vectorielle u.

La preuve est donc établie si A(p™) > 1/p'*.

Si A(p™) = 1/p"*, en posant r = r; dans (2.11), ol r; est choisi supérieur
a p™,ona A(ry) > 1/p™ et du lemme 2.4.i, on déduit :

u; € L,
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On a donc : u € L*™°.

Examinons le cas ol A\(p*) < 1/p™*. En posant r = r; dans 2.11, avec :

e[ ] = (22,

des lemmes 2.4 et 2.5, on déduit :

1 -1
u€L™ pour re= [IF = A(r1) + e(ry )] .

On itére le processus tant que 'on a :

1
/\(T,’) < ;7:.
De Pégalité :
Lo M)+ ()
= — — A(r;) + €(r3),
riy1  p™
on déduit :

7 () (753)
pl* Tit1 p"" i P' -1/
Etant donné que ’on a :

p*—1

n(p' — 1),

pl

1
-1 >1 et /\(r)>;7:si'r>

il existe 7, vérifiant :
A(ri,—1) < 1/p"™ et A(ri,) > 1/p".

Le lemme 2.4.1 permet alors de conclure.

Pour p’' = n, il suffit de combiner l'inégalité :
Hvu”p’—e S "Vu”pr[Mes Q]l/(P'—f)—l/p'

et le raisonnement précédent dans lequel on aura remplacé p’ par p' — e,
avec € > 0 suffisamment petit.
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Remarque.— L’inégalité (2.8) n’est pas vérifiée si I'on remplace p' par p,
car on a p' > 2 et p < 2. Clest la raison pour laquelle la preuve précédente
n’est pas valable pour P4. On peut cependant remplacer (2.8) par :

r/2 p/2
IVuil + ) 1Vuil? ) = [ ) IVl
J#t J#t
(r-2)/2
1
>3 Vil + ) |Vu,? |Vug[2.

A

Par des techniques identiques & celles développées entre (4.9) et (4.10)
(utilisation de I'inégalité de Holder avec exposant négatif), on peut trouver
une estimation analogue & (2.9), 'exposant de Mes A;(k) sera alors :

{Q-1/p* - (p-1)/r)p*/(p - 1)} x p/2,

(le facteur p/2 apparait quand on utilise 'inégalité de Holder avec exposant
négatif). Dans la preuve précédente, oi remarque que le processus itératif
permet de conclure car on a :

1 pl*
(1-1'7) (p—l) >

Compte tenu du facteur p/2 et de ce que p' est remplacé par p, ce processus
itératif permettra encore d’obtenir une estimation de la norme L% des
solutions de P4 lorsque p et p* vérifieront I’inégalité suivante :

1 " \p
(1-5) G55) 5>

(Une hypothése du type 2.4.B dans laquelle p' serait remplacé par p est
également nécessaire).

3. Lemmes préliminaires
On démontre dans ce paragraphe certains résultats utiles pour la suite.

LEMME 3.1.— Soient @ > 0 et A un ensemble mesurable de RY, avec
£ € N*. §i f et |f|™® appartiennent ¢ L'(A) et i ||f||L1ca) # O, alors on
a:

[Mes ()] [ / lfldx] T< [ irae
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Preuve.— De 'inégalité de Holder, on déduit :

J eI el D
A
<{[inera) ™A [ d}
A

1

Mes A < {'/A|f|ol:1r:}m . {'/;Jfl_ad:lr:}‘1l+1 .

Le lemme s’en déduit immédiatement.

soit encore :

LEMME 3.2.— Soient 0 < k< 1, k' = k/(k—1) <0 et Q' un ensemble
mesurable de R™. Si f appartient ¢ LF(QV') et si [, lg(z)|¥ dz < 400, on

{/ﬂ |f()I* dx}llk < {/ﬂ If(l')g(z)[dw} {/ﬂ |g(z)|kldw}_l/kl :

Remarque. — Ce lemme est une forme faible du théoréme 2.6 de [1]. La
—1/K

)

preuve est ici identique, seule la division finale par { Jo lg(z)|¥ da:}

n’est pas effectuée, c’est la raison pour laquelle I'hypothése "0 < [, lg(z)|¥
dz” n’est pas nécessaire.

LEMME 3.3.—On a :

vV € R"\{0nm}, VX € R™™,
V2ig(V).X.X > (p-D|[VIP2 X

Preuve.—On a : .
V2g(V).X.X = |[VIP2X.X + (p - 2)|VIP"H(V.X)(V.X).
Etant donné que 'on a :
(VX? L|VPX|? et p<2,

on obtient :

Vig(V).XX > (p-DVP2X.X O
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LEMME 3.4.— Si V appartient ¢ LY (2, R"™), avec 1 < a, on a : pour
tout Q' vérifiant Q' UT, Q' CC 9,

1
/,, , / (1= V(@) +t V(e +hedl"dt, o < IV ]Zaarnt o

Preuve.— Par convexité de I'application V' — |V|*, puis par intégration,
ona:

/ (1 = )V (z) + tV(z + he;)|*dt < % [IV(z + heo)|™ + V()]

Le lemme s’en déduit immédiatement. O

DEFINITION 3.5.— Pour tout V de L (Q,R™™), avec p < a, on pose :

1
o(z, h) = / (1 = )V (2) + tV(z + hes)|P~2dt.

Remarque. — La notation a(V, z, h) eut été plus correcte. On a cependant
préféré alléger les notations, le lecteur pourra se rendre compte qu’il n’y a
pas de confusion possible dans la suite. On utilisera la notation a(z, k) au
paragraphe 4 pour V = Vu, oll u est une solution de P4 et cette méme
notation au paragraphe 6 pour V = ¢, ol ¢ est une solution adjointe de Pp
(cf définition 6.1).

LEMME 3.6.— Si V appartient ¢ L{; (2, R™™), avec p < a, alors on a :
Pour tout Q' vérifiant Q' UT:, Q' CC Q,

/ a(z, h)a/(p~2)d.’l: < ”V“z“(Q'Ur" L Q)
o -
et a(.,h)™! appartient & L*/2-P)(Q").

Preuve.— On pose 17(:1:, h,t) = |(1-¢t)V(z)+tV(z+ he;)|. En appliquant
le lemme 3.1 avec A = [0,1] et a = a/(2—p), puis le lemme 3.4, on obtient :

1 a/(p—2)
/a(x,h)"/("_z)d:c=/ {/ V(z,h,t)"_zdt} dz
Q Q' o
1
S// V(z,h,t)%dt de < ||[V|Za@iuri 0y O
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Nous utiliserons fréquemment le lemme suivant dont on peut trouver une
preuve dans [7] (lemme 7.23).

LEMME 3.7.— Si u appartient ¢ W?(Q), alors §iu appartient ¢ LP(Q')
pour tout Q' vérifiant Q' CC Q et h < dist (V',00), et on a :

l6hullzery < 110z:ullLe(ay-

4. Théoréme de “régularité recursive”
pour les solutions de P4

On démontre dans ce paragraphe le

THEOREME 4.1.— Si u est une solution de P et si u appartient d
WL(Q,R™), avec p < & < np/(n—2), alors u appartient d W'li’g(a)(ﬂ, R™)

avec (o) = 2a/(a+2—p). (On pose np/(n —2) = +o0o si n =2). De plus,
on o :p<y(a) <np/(n—2+p)

Commentaires .— Le théoréme 4.1 et le théoréme d’injection de Sobolev
permettent d’obtenir successivement :
2, 1, * 2, *
uEVVlo:’ uEVVlocp ’ uevvlo:(p )'"

C’est ce qui nous améne a parler de “régularité récursive”. On mettra ce
programme en oeuvre au paragraphe suivant.

Idées directrices de la démonstration .— La preuve du théoréme 4.1 re-
pose sur Ja méthode des translations de Nirenberg. Certains des arguments
utilisés sont classiques, d’autres sont nouveaux (par exemple le choix par-
ticulier des fonctions test, 'utilisation de 'inégalité de Holder d’exposant
négatif). Aussi nous a-t-il paru nécessaire d’écrire cette preuve en entier.
De fagon a en faciliter la lecture, nous ’avons décomposée en quatre étapes
dont nous donnons maintenant un résumé en opérant formellement comme
si lopérateur &} était 'opérateur de dérivation partielle "a%?' On notera §
pour 6} et —6 pour 8° ;.

1ére étape : On définit des fonctions tests 7 telles que |V - n~1/7(@)] soit
uniformément majoré.

On considére ’équation d’Euler de Py :
/ Vg(Vu)V( dz = —/ fu(z,u)¢ dz,
Q Q
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dans laquelle on remplace ¢ par —6(8un) et V( par —6(6Vun) — §(6uVnp).
En “intégrant par parties”, on obtient :

/9 6Vg(Vu)(§Vu)n dz

= /{; {fu(z,u)8(8un) — Vg(Vu) 8(6u - Vn)} dz.

2éme étape : Remarquons que Vg(Vu(-)) n'est pas différentiable en z
si Vu(z) = 0. Cependant, tout se passe comme si le premier membre de
I’équation était :

ﬁvzg(Vu) 6Vu 6Vu n dz,
Q

avec

Q= {z € QN 7L, Q|6Vu(z) # Onm} -
En réalité V2g(Vu(z)) sera remplacé par :
1
/ V29 ((1 - t)Vu(z) + tVu(z + he;)) dt.
0

On minore alors le premier membre de ’équation par :

‘/\(p - 1)|VulP~2|6Vu|?ndz.
Q

La majoration du second membre est classique.

3éme étape : La majoration de |V - n~1/7(®)| nous permettra d’obtenir
une estimation de la forme suivante :

[\lvulp_zn(l_z/7)l5vu 171/"|2dz
Q
< Cs (116Vu /7, +1) = Cs - s,

ou v = y(a) et Cs est indépendante de u et de a.

4éme étape : Avec I'inégalité de Holder d’exposant négatif, on obtient :

2/~
{ [ 16w Pide} < [Vunl? s G
Q
La fin est alors classique.
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Preuve du théoréme 4.1 .—

1ére étape : Définition des fonctions test. Soient r et R vérifiant 0 < r <
R. On note 7 une fonction de classe C? sur Ry vérifiant :

n(p)=0 si p>R,
0<n(p)<1 si r<p<R,

n(p)=1si p<r,
n' - =1/ est uniformément borné.

Une telle fonction 5 existe toujours, il suffit de prendre  de la forme

n(p) = C(R—p)", avec 7' = y(a)/(7(e) - 1),

dans un voisinage a gauche de R.

Les solutions u de P4 vérifient 1’équation :
V¢ € WP(Q,R™),

(4.1
LVg(Vu(z))VC(x)dx =— /{; fu(z,u(z)){(z)dz. (41)
Soient y € TiQNTL,Q, R € Ry et r € Ry vérfiant :

r<R, B(y,R) CcriQn TihQ.

La fonction 6%, (6;u(-)n(| - —y|)) appartient & WP, En remplagant ¢ dans
(4.1) par 6°,, (8iu(*)n(|- —yl)), on obtient :

/ﬂ Vo (Vu(2)) 6 (85 Vu(z)n(le — y))) do
. /Q {Fulz,u(@)) 84 (Shu(@)n(le — vl)) (4.2)
+9g(Vule) 84 (Sul (o — o) Z= |
Par transposition de §° ,, le premier membre de ’équation s'écrit :
- /ﬂ 5.V9(Vu(z)) 8iVu(z) n(|z — yl)da. (4.3)
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En effet, de fagon générale on a :
/ B(2)8 4 (2)d
R'I

- / () (z — hei)(—h)~ dz — / b(2)b(z)(—h) " do
Rn Rn

= [ 6X + he(x)(~)1ax - [ #0vx)-h)ax
R» R"

= [ -aexuxix.

2¢me étape : Calcul de 6 Vg(Vu(z)). On pose
Q= {zecQn7i,Q/8,Vu(z) # Onm} et
¥(z,t) = Vg ((1 = t)Vu(z) + tVu(z + he;)).
On a donc :
vz € Q\Q, 6iVg(Vu(z)) = Opm,
Vz € Q, 6iVg(Vu(z)) = h[(z,1) — ¢(z,0)].
De plus, pour tout z de & et tout ¢ € [0, 1] vérifiant
(1 = t)Vu(z) + tVu(z + he;)| # 0,

(4.4)

s

Bt (z,-) est continue en t et on a :

%—f— (z,t) = Vg ((1 = t)Vu(z) + tVu(z + he;)) h 8 Vu(z).
On en déduit :
Vz € 9, 6, Vg(Vu(z))
1, . (4.5)
- /0 V2g((1 = £)Vu(z) + tVu(z + he:)) dt 8 Vu(z).
De (4.2), (4.3) et (4.5), on déduit :
/ﬁ/: V2g((1 = t)Vu(z) + tVu(z + he;)) dt-
8. Vu(2)8, Vu(z)n(|z — yl)dz

- /Q fulz, u(2))85 4 (Bu()n(lz — y)) dz
i i ' r—y
+ /Q Vg(Vu(z))s: (%u(w)n (lz —yl) = y|> dz.

(4.6)
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On minore le premier membre de 1’égalité & ’aide du lemme 3.3, on majore
le second membre de (4.6) avec 'inégalité de Holder, on obtient :

/ﬁ(p—l)a(w,h)IV5iU(w)l2n(lw—yl)dw
i i 0Nl (-y)
N CTORIGR)

+ 1 fuCyul Dl 1624 (ERum)l »

< VeVl

P

avec

1
a(z, h) = / (1 = £)Vu(z) + tVu(z + hes)|? 2 dt.
0
Avec le lemme 3.7, suivi d’un calcul classique, on a :

/A<p — Va(z, h)| V& ul*pdz
Q

< IVg(Ve)lly {1V ()’ llp + I6hun"ll, + 18hun'llp as}
+ [ fuCy u()ll {IV(8h)nllp + 165un"llp}

(4.7)

ol a4 est un majorant de ,V (]%:—%[)I sur B(y, R)\B(y,r).

déme étape : Compte tenu des hypothéses faites sur n, on a :

[V&un'|? < |V&un'/7P x as,

. . 4.8
V6iunl? < [V6iu- /7P, (48)

ou a5 est un majorant de |n’ - n~1/7P.
Avec (4.7), (4.8) et le lemme 3.7, on obtient :

/:\a(x, Rt/ |V i unt/2dx < cs||V&iun/||, + ca, (4.9)
Q .

c3 = {[IVg(Vu)llp as + I fu(u(Dllp} - D7

et
es = (p = 1) IVa(V)|lp [ Vullp {lI7"llco + lI'lloo as}

+ (=17 1l uO)p IVellp 17" lloo-

De I’hypothése (2.4.A) et de la proposition 2.1, on déduit une majoration
de c3 et c4 par une constante c; indépendante de u, de a et de h.
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Jéme étape : Des lemmes 3.2 et 3.6, on déduit maintenant :

. 2/ .
{ [ wsiuriias) " < alvunli g (196w, +1).

avec B = B(y, R) U %, B(y, R).

Par des majorations classiques, on obtient finalement :

, 2/v
{ / |v5;,un1/7pdx} < 2c5”Vu17||2(:(—p)) +1. (4.10)
Q
Le lemme 7.24 de [7] nous donne donc :

u € W@, R™).

L’inégalité p < y(a) < np/(n — 2 + p) s’obtient par un simple calcul. O

Sin > 2> p, (4.10) permet d’obtenir une estimation de || Vul|zv(B(y,r)
que nous utiliserons au paragraphe 5. En passant a la limite quand h tend
vers 0 dans (4.10) et par sommation sur l'indice 7, on obtient :

2/
{/Q |V2un1/"|"d$} < es (IVunlZeG50, my +1)

ou cg ne dépend que de c5, n et m.

De l'inégalité de Sobolev, on déduit I’existence de ¢7 tel que 'on ait :

2/~
2, 1/y|vy 2 2(2-p) _ an
{/le un /| dz} <er (”V u*y||L,(B(yR))+1), avec T = e

De a < &, on déduit 7 < 4. Sin>2>p,onat <y < <2,o0on

peut alors choisir ¢7; indépendante de «. De plus, on a :

_np
n—2+4p

2/ A
{/Q lvzun”“’l"dw} < er (1960 S my +1) -

Etant donné que ’on a 2 > 2(2—p), il existe une constante cg, indépendante
de v telle que I'on ait :

IV2ull v (B(y,m) < s (4.11)
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5. Régularité des solutions de P4

On démontre dans ce paragraphe le

THEOREME 5.1.— Les solutions de P4 appartiennent d W'lz’"”/(n_2+")

oc

(Q,R™)sin>20up=2cetd W2T(Q,R™) pour tout r <2 sip<n=2.

loc

Etablissons auparavant les deux lemmes suivants.

LEMME 5.2.— Si u est une solution de P4 et si u appartient d whe

loc
alors u appartient @ VVlf)’cﬂ avec = n(—a_—%—_z—a.

Preuve.— Le lemme 5.2 est une conséquence directe du théoréme 4.1 et
du théoréme d’injection de Sobolev. O

LEMME 5.3.— La suite (akx)reN définie par o, = p et apq1 =

2agn np 4 Nre—
———_k_—n(ak—p+2)—‘2cxk converge vers —£ sin > 2 et vers +oo sin =2.

Preuve.— Si n est différent de 2, on démontre par récurrence sur k que
b q
lon a:

Vk € N, ax < np/(n —2).
On en déduit que la suite (ax)ren est croissante et qu’elle converge vers
np/(n — 2).

Pour n = 2, on démontre directement que ’on a : klim ay = 4o0o.
—+400

Preuve du théoréme 5.1 .— Démontrons, par récurrence sur k, que l'on

VE €N, ue W et u e W2, (5.1)

ocC

Pour k = 0, la propriété (5.1) découle du théoréme 4.1 et de ’appartenance
de u & Wt2,
Si la propriété (5.1) est vraie pour k,, le lemme 5.2 et le théoreme 4.1 nous

permettent de dire qu’elle est vraie pour k, + 1. (5.1) est donc démontré.
Compte tenu du lemme 5.3 et de (4.11),sin >2>p,on a:

IV¥ullir@aw = Jm IV ellseosen < 6,

np

avec 7(&) = n_—é—-{-__;
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Si p < n =2, le résultat de régularité découle des lemmes 5.2 et 5.3 et si
p = 2 il découle du théoréme 4.1. O

6. Régularité des solutions adjointes de Pp

Introduisons tout d’abord la notion de solution adjointe de Pp.

Soit u est une solution de Pp. u vérifie I’équation d’Euler de Pp, cette
équation peut s’écrire sous la forme suivante.

Il existe une fonction ¢ de L?(Q2, R"™) vérifiant :

pour presque tout z de Q, Vg*(Vu(z)) = z(z) et

div g(z) = fu(z,u(z)) dans [D'(Q)]™.

DEFINITION 6.1.— On dit qu’une fonction q de LP(Q2,R"™™) est une
solution adjointe de Pp s’il existe une fonction u de Wol’l"(Q,R’")+<I> telle
que lon ait :

q(z) = Vg*(Vu(z)) pour presque tout z de 2, (6.1.7)
divg(z) = fu(z,u(z)) dans [D'(Q)]™. (6.1.42)
On dira alors que q est associée 4 u.

Onala

PROPOSITION 6.1.— S§i une fonction q¢ de LP(Q,R"™) est une solution
adjointe de Pp associée d u alors, pour toute fonction ( de LP(2,R"™)
satisfaisant

div¢ € LP(Q,R™), (6.2)

pour 1<i<n, 1<j<m, et dist (92, supp ¢]) >0,

on a : h

- ‘/ﬂ div {(z)u(z)dz = / Vg(q(z))¢(z)dz. (6.3)
Q

Preuve.— Par polarité, de (6.1), on déduit :

Vu(z) = Vg(g(=))- (6.4)
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De (6.2), on déduit :

/Vu(:c)((:c)d:c = —/ div{(z)u(z)dz. (6.5)
Q Q

La proposition découle de (6.4) et (6.5).
Le systéme (6.1.ii), (6.3) est appelée équation adjointe de Pp.

Comme dans [9], on met en oeuvre la méthode de Nirenberg sur ’équation
ajointe de Pp. Mais ici, les techniques développées au paragraphe 4 nous
permettront de pallier ’absence d’estimation de la norme dans L* du
gradient des solutions de Pp.

THEOREME 6.2.— Si q est une solution adjointe de Pp et si q ap-
partient ¢ L _(Q,R"™), avec p < a < np/(n — 2), alors g appartient d
W}})’C'Y(G)(Q, R"™) avec y(a) = 2a/(a + 2 — p). (On pose np/(n —2) = +o0

sin=2)

\

THEOREME 6.3.— Les solutions adjointes de Pp appartiennent d
WLre/(n=24P(Q RrmY sin > 2 oup = 2 et & Wy, pour tout r < 2 si
p < 2 = n. Les solutions de Pp appartiennent & Wior? /=D, R™) si
n>2etd W pour tout r < +oo sin=2.

Preuve du théoréme 6.2.— Soient ¢ une solution adjointe de Pp et u
une solution de Pp vérifiant (6.5). Pour |h| suffisamment petit, on peut
remplacer ( par 6' ,( dans (6.5) et, par transposition de 6t ,, on obtient :

—/ div¢(z) iu(z) dz = / 61 Vg(q(2)) ((z) da. (6.6)
Q Q

On pose :
U(z,t) = Vg((1 - t)a(z) +ta(z + hes))

et ‘
Q= {zenri,Q|6iq(z) # Onm} -

Comme au paragraphe 4, on a :

Vz € Q,&;;Vg(q(m)) = /: V2g((1 — t)g(z) + tg(z + he;)) dt.6}q(z),

Vz € /9, 6iVg(g(z)) = Onm.
(6.7)

- 402 -



Théorémes de régularité locale pour des systémes elliptiques dégénérés

En choisissant, comme au paragraphe 4, y, r, R et  de fagon convenable,
on peut remplacer ¢ par 6} ¢(-)n(| - —y|) dans (6.6). Compte tenu de (6.7)
et du lemme 3.3, on obtient :

/ﬁ(,, — 1a(z, B8 a(@)Pn(lz — yl)dz

' . (6.8)
<- / div (8iq(e)n(le — yl)) 6 u(z)dz,
Q
a(z, h) = / 11 = t)a(a) + ta(e + hes)P .
On a de plus :
div (639(z)n(lz — yl))
= Shdiva(om(e ~v) + g (o -y EREZD

= 8. fu (2, u(@))n(le — y|) + She(z)n' (o — yl)'zltix—;f)‘-.

Avec (6.8), (6.9), les inégalités (4.8) dans lesquelles Vu est remplacé par q,
le lemme 3.7 et I'inégalité de Holder, on obtient :

/§(p — Da(a, k(e — y) 4~/ (8L g()n(le — y])/72de
< 116 ful, llp I Pully + 162077 - ~y])llpas,

Le(z =y
le—y| |

Du lemme 3.7, du théoréme des accroissements finis et de I’hypothése
(2.5.B), on déduit :

ol as est un majorant de ]17'.17“1/"11’ X

165 fu(, w)llp < c3 + cal| Vullp, (6.10)

avec

c3 = et cq=| sup |fuu(:,u)|

u|<cz

sup |ful('a u)l
|u|<cs

P p/(2—p)

La fin de la démonstration est alors identique & celle du théoréme 4.1. O
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Preuve du théoréme 6.3 .— Identique & celle du théoréme 5.1 pour établir
la régularité des solutions adjointes de Pp.

Sin#2,ona:
g € Wi/ et [ul = g,
Avec le théoréme d’injection de Sobolev, puis par polarité, on obtient :
g € LD ot vy € L2/ (DY),

Sin =2, on aalors ¢ € L], pour tout 1 < r < +00. On en déduit :

Vu € Lj,. pour tout 1 <r < +4oo0 0O

7. Extensions possibles dans le cas différentiable
C’est dans le but d’alléger la rédaction que ’on a posé :
g(V)=p VI, g*(V) = VP (7.1)

Il est clair que l'estimation essentielle qui nous a permis d’obtenir les
résultats de régularité des théorémes 5.1 et 6.3 est celle du lemme 3.3 :

VZg(V).X.X > (p—1)|VIP~2|X|? pour tout X et tout V # Onm.
On peut remplacer (7.1) par les hypothéses suivantes :
g € C}(R"™\{0nm}) N CY(R™™), g est strictement convexe. (7.2)

1l existe des constantes ¢;, 1 < ¢ < 4, positives et des constantes b;, 1 <1 < 3,
positives ou nulles, telles que l'on ait :

YV e R™™,¢;|VIP — b < g(V) < 2| VIP + by,
IVg(V)] < es|V[P~ + by,

YV € R"™\{0nm}, VX € R"™,
VZig(V).X.X > es|VIP2X)?

Dans (2.3), la constante a; vérifie I'inégalité :
a1 < C(p, Y, R™)™P x ¢ (7.4)
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Les hypotheéses (7.2) & (7.4) n’étant pas suffisantes pour établir le résultat de
la proposition 2.3, si p' est inférieur ou égal & n, on remplace les hypotheéses
(2.4.B) et (2.5.B) par :

Vz e, Vu e R™, (7.5)
|fu(@, u)| + | fuz(z, v)| < aslu|” + M(2),

| fuu(,u)| < ag|u|?~P) + N(z),

avec ag >0, M € LP(Q), N € LY/ ?-P)(Q),
r=n(p'—1)/(n—p')sip’ <n,

r quelconque dans [1,+oo[ si p' = n.

Sip' > n, la proposition 2.3 est nécessairement vérifiée et on supposera dans
ce cas que (7.5) est identique & (2.5.B).

La majoration de |fu(z,u)| permet de montrer que les solutions de
Pp vérifient 1’équation d’Euler de Pp et les majorations de |fuz(z,u)| et
| fuu(z, u)| permettent d’obtenir ’estimation (6.10).

Onala

PROPOSITION 7.1.— 81 g vérifie (7.2) d (7.4), si g* désigne la polaire de
g, 31 f vérifie (2.2), (2.3.A), (2.4.A) (respectivement (2.2), (2.3.B), (7.5))
les résultats de régularité du théoréme 5.1 (respectivement du théoréme 6.3)
sont encore vrais.

L’extension a des problémes dans lesquels ¢ dépendrait de la variable
z semble tout 3 fait réalisable, il est alors nécessaire de tenir compte,
dans les différentes inéquations, des termes en 9, Vg(z,Vu) (Ces termes
apparaissent quand on calcule 8} Vg(z,Vu(z))) et de faire des estimations
convenables correspondantes.

8. Etude d’un probléme non différentiable

On suppose ici que la fonction g du probléme P4 vérifie les hypothéses
suivantes :

(8.1) g est strictement convexe, localement lipschitzienne sur R™™ et
satisfait ’estimation suivante :

VW eR™, c|VIP — b < g(V) < 2| VIP + b,
avec ¢ >¢; > 0,00 > 0,6, > 0.
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(8.2) 1l existe un sous-ensemble S de R™™ (réunion de sous-variétés de
dimension 1 ou 0) vérifiant les propriétés suivantes :

(i) g est de classe C? sur R™™\S,

- (i) L’intersection de S avec tout segment de R™" est de cardinal fini.

(i) YV € R™\S, VX € R"™,
VZg(V).X.X > a3 min{|V[P72,1}| X|?, avec a3z > 0.
(iv) VV € R™™\S,

lVg(V)| < C3|V|P—-l + b3, c3 >0, b3 > 0.

Remarques.— Le segment d’extrémités Vi, V2 est I’ensemble
{tVi + (1 - t)Valt € [0,1)}.

Le coefficient d’ellipticité a3 min(]V|P~2,1) autorise une croissance lente
a l'infini et permet de traiter tous les cas de dégérescence locale du type
K|V —V,|P~2, avec V, € S, car il est possible de choisir a3 de sorte que I'on
ait :

K|V — V,[P~% > a3 min(|V[?~2,1) pour tout V € R™™.
Deux exemples de fonctions g vérifiant (8.1), (8.2) sont donnés en fin de
paragraphe.

On suppose que f vérifie les hypothéses (2.2), (2.4.A) et (2.3.A) avec
a < C(p, Q,Rm)_P X c1.

L’hypothése (2.1) est évidemment conservée et dans la suite P désignera le
probléme correspondant aux hypothéses que nous venons de formuler.

PROPOSITION 8.1.— P admet des solutions et, pour toute solution u de
P, il existe une fonction ¢ de LP'(Q, R"™) telle que lon ait :

qa(z) € 8g(Vu(z)) pour presque tout z de Q,
divg(z) = fu(z,u(z)) dans [D'(Q)]™.

99(Vu(z)) désigne le sous différentiel de g en Vu(z).
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Preuve.— Grace a (2.3.A) modifiée par “a; < C(p,R,R™)"? x ¢1”, le
résultat de la proposition 2.1 reste vrai et la preuve de l’existence des
solutions est alors analogue & celle de la proposition 2.2. Pour obtenir
I’écriture des conditions d’optimalité du premier ordre, il suffit d’adapter
la preuve du théoréme 4.6.1 de [2] & notre probléme.

Remarque.—Si Vu(z) € R*™\S alorson a :
39(Vu(z)) = {Vg(Vu(z))} et ¢(z) = Vg(Vu(z))

THEOREME 8.2.— Les solutions de P appartiennent d W'li’c"p/("_ﬂp)
(Q,R™) sin>20up=2, et d W2 pour toutr <2sip<2=n.

loc

Preuve. — 11 suffit d’établir un résultat analogue & celui du théoréme 4.1.
Soient u une solution de P et ¢ une fonction de L?'(Q, R"™) vérifiant :

q(z) € 8g9(Vu(z)) pour presque tout z de £,
divg(z) = fu(z,u(z)) dans [D'(Q)]™.

On note g,(Vu(z)) I’élément du sous-différentiel de g (en Vu(z)) égal &
g(z). On a donc :

V¢ € WIP(Q,R™), /ﬂ 9o(Vu(2)) V¢ (z)de = /,, o(2)V((2)dz
= —/ div ¢(z){(z)dz =—/ fu(z,u(2))((z)dz.
Q Q

Lorsque, pour 1 < j < m, supp (; et h vérifient :
dist(0R2, supp (;) > |h| > 0,

on peut remplacer ¢ par 6 ;¢ dans I’équation précédente et par transposi-
tion de I’opérateur 6* ,, on obtient :

[ 8iao(Vu@) Ve@)dz = - [ Gifu(eu@)c@). (69
Q . Q

En choisissant, comme au paragraphe 4, y, r, R et n de fagon convenable,
on peut remplacer ¢ par §,u(-)n(| - —y|) dans (8.3), on obtient :

[ 819, (Vu()si Vu(en(lz - vds
+ [ Bian (V@) siutan (e ) = do (8.4)

= - [ iAo =) Siuanle - v
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On pose : R .
Q = {2]6; Vu(z) # Opm } et
¥(z,t) = go((1 — t)Vu(z) + tVu(z + he;)).

On a donc :

Vz € 8, §ig,(Vu(z)) = b~ [¥(z,1) - ¥(z,0)],

Gy . (8.5)
Vo € 2\, 8g.(Vu(2))8; Vu(e)n(lz — vl) = 0.

L’hypothése (8.2.ii) permet d’affirmer que, pour = € §, il existe un nombre
fini de points 0 < #; < ... < ty < 1 tels que, pour tout t # t,, avec
1 < m < ¥, g soit de classe C? au point ((1 —¢t)Vu(z) + tVu(z + he;)). On
pose :
K(tm,z) = (}ﬁl}n Y(z,6) — olgr:‘ ¥(z,0)
sil<m<letsity, #0etty #1,
K(0,z) = }irtn Y(z,0) — ¥(z,0) si t; =0,

K(1,2) = ¥(z,1) - }}xtn ¥(z,0) si tp=1.

K(tm,z) représente le saut de ¥(z,-) en ¢,,. On pose t, =0 et te43 =1, 0n
a donc :

¥(z,1) - ¥(,0) = }: / oy o (e 0)dt + E K(tm, )

m=0
= Z / V2g((1 - t)Vu(z) + tVu(z + he;)) hé} Vu(z)dt (8.6)
+ Z K(tm,z).
m=1

Avec (8.4), (8.5), (8.6) et des majorations analogues a celles développées
entre (4.6) et (4.7), on obtient :

/\a3 a(z, k) |Véiu|’ndz
Q

, .
+ /;h_1 Z K(tm,).Véiu.n dz (8.7)
Q2 m=1

< 9o (Tl {1V (E )l + 163 un”ll, + 'l aa}
F£uCou) e {1V Gl +I85un",}
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=)

a(z,h) = /0 min {1,|(1 — t)Vu(z) + tVu(z + he;)[P~2} dt.

sur B(y, R\B(y,r) et

ou a4 est toujours un majorant de

Montrons que 'on a :
R K (tm,z)VEiu > 0. (8.8)
Pour cela, on remarque que la fonction
t — g((1 — t)Vu(z) + tVu(z + he;))
est strictement convexe. Sa dérivée sur Ufn___o]tm,th[ est égale 3
Vg((1 - t)Vu(z) + tVu(z + he;))6; Vu(z)h.

La fonction t — Vg((1 — t)Vu(z) + tVu(z + he;))8i Vu(z)h est donc
strictement croissante. Le nombre K (¢, z)6i Vu(z)h qui représente le saut
de cette dérivée en ¢, est donc positif et (8.8) s’en déduit immédiatement.

Avec la majoration : min(1,|V[P~2)2/(P=2) < (1 4 |V|)* et un calcul
analogue a celui de la preuve du lemme 3.6, on obtient :

a/(p-2) o
/9, a(z, h)*/ "~ dz < 1+ lVl“L"(Q’UrihQ')' (8.9)

Avec (8.7), (8.8), (8.9) et en poursuivant la preuve comme au paragraphe
4, on démontre le résultat suivant :

Si u est une solution de P et si u appartient a W'li’c" avec p < a <
np/(n — 2), alors u appartient 3 W'li’cv(a).

Le théoréme 8.1 se démontre alors comme le théoréme 5.1. O

Ezemple 1 .— On considére le probléme de Mossolov étudié dans [4, p.
85).

ot { /ﬂ [S1VuP + B1Vu| - f(e)u(z)] do | u e H&(ﬂ)} ,
aveca >0, 8> 0et f € L2(Q).

C’est un probléme scalaire pour lequel la sous-variété de discontinuité de
I'intégrande est réduite & un point. On a S = {0,} et p = 2. Le théoréme 8.1
nous permet d’affirmer que la solution de ce probléme appartient & HZ ().
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Ezemple 2 .— On considére une famille finie V,, ..., V; de points de R*™
et les fonctions g¢;, pour 0 < ¢ < ¢, définie par :

gi(V)=a;|lV -Vi|P¥, avec a; >0 et 1 < p; < 2.

On pose ¢ = max{g; | 0 <7 < £}. On pourrait démontrer que, dans ce cas,
si S est non vide, S est constitué de sous variétés réguliéres de dimension 1
joignant deux points de ’ensemble {V,,...,V;}. Lorsque ’hypothése 8.2.ii
est vérifiée, on pose p = max{p; | 0 < i < £} et le théoréme 8.1 est applicable
au probléme correspondant.

Remerciements .— Je tiens a remercier F. de THELIN et J. SIMON pour les
échanges intéressants que j’ai eu avec eux durant I’élaboration de ce travail,
leurs remarques et suggestions m’ont permis d’améliorer & bien des égards
la rédaction de cet article.

Annexe

Nous comparons ici les résultats de régularité que nous obtenons dans le
cas particulier ou f(z,u) = h(z)u 4 ceux donnés dans [8], [10], [12], [13].

Régularité des solutions de P4 .— La fonction f étant ici de la forme
h(z)u, P4 est un probléme strictement convexe et admet une seule solution.
Le lecteur pourra constater que, pour f(z,u) = h(z)u, les différentes
démonstrations relatives au probléme Pj4 restent valides si ’on remplace
(2.2), (2.3.A) et (2.4.A) par la seule hypothése : b € LP'(Q). Avec cette
hypothése, J. SIMON obtient dans [10] un résultat de régularité dans un
espace de Besov (espace intermédiaire défini par interpolation d’espaces de
Sobolev). F. de THELIN améliore dans [12] et [13] le résultat de SIMON et
montre que la solution de P4 appartient a VVli’:(Q) Avec le théoréme 5.1,
on montre que la solution de P4 appartient a W'li’cnp /(n=24P) i n > 2 ou si
p=2eta W'li’cr, avec p < r < 2,si n=2> p. On améliore donc le résultat
de F. de THELIN. .

Régularité des solutions de Pp .— Le probléme Pp est strictement
convexe et n’admet qu'une solution. Il n’y a également qu’une solution
adjointe qui est ici la solution du probléme dual de Pp. On peut, pour
f(z,u) = h(z)u, remplacer les hypothéses (2.2) (2.3.B), et (2.5.B) par
h € W12(Q). Avec cette hypothése, G.N. JAKOVLEV montre dans [8] que la
solution adjointe appartient & W'li’c’ (cf aussi F. de THELIN [12] page B.115).
Avec le théoréeme 6.1, on montre que la solution adjointe de Pp appartient
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‘aW'li’c""/(n—Hp) sin>2ousip=2eta WL  avecp<r<2,;sin=2>p.
on améliore donc le résultat de G.N. JAKOVLEV.

Si de plus, on fait I’hypothése : Vz € Q, —az < h(z), avec a; > 0,
I’hypothése 2.4.B est vérifie et la proposition 2.3 nous permet d’affirmer
que les solutions de Pp appartiennent a L>(Q).

Ce probléme a également été étudié par J. SIMON et F. de THELIN avec
I’hypothése plus faible h € L?(2). Dans ce cas, la solution adjointe de Pp
appartient & un espace de Besov intermédiaire entre L} _ et W'lt’cp, lordre
de dérivation optimal de la solution adjointe est p/2, il est strictement plus

petit que 1, (cf [12]).

Remarque.— Le lecteur doit prendre garde au fait que pour Pp les roles
de p et p' sont permutés entre le présent article et les articles de J. SIMON,
G.N. JAkOVLEV et F. de THELIN.
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