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L’orthogonalité et les récurrences
de polynomes d’ordre supérieur a deux

PASCAL MARONI™

RESUME. — On établit les propriétés d’une suite de polynémes orthogo-
naux par rapport a d formes linéaires; en particulier une telle suite est
caractérisée par le fait qu’elle vérifie une récurrence d’ordre d + 1.

Lorsque d = 1, on donne plusieurs caractérisations d’une suite stricte-
ment quasi-orthogonale d’ordre s.

ABSTRACT.— We give the properties of a set of orthogonal polynomials
with respect to d linear functionals; a set of this kind will verify an d + 1
order recurrence relation.

If d = 1, we give caracterizations of set of strictly quasi-orthogonal
polynomials.

Introduction

La notion d’orthogonalité de dimension d, introduite dans sa thése par
J. VaN IsEGHEM [5], & propos de la recherche des approximants de Padé
(vectoriels) de d séries formelles simultanées, se présente comme la notion
adéquate dans ’étude des récurrences de polynémes d’ordre d + 1.

On expose ici les premiéres propriétés d’une suite orthogonale de dimen-
sion d, c’est-a-dire vérifiant des propriétés d’orthogonalité par rapport &
d formes linéaires. Le résultat fondamental qui justifie une telle étude est
qu’une suite orthogonale de dimension d vérifie une récurrence d’ordre d+ 1
et réciproquement [5]. A partir de 14, on pourra envisager ultérieurement le
probléme de déterminer les suites vérifiant une récurrence d’ordre d + 1 et
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dont la suite des dérivées vérifie également une récurrence d’ordre d + 1 :
ce sera une généralisation des polynémes orthogonaux classiques obtenus
lorsque d = 1.

On introduit également la notion de quasi orthogonalité de dimension
d. On se borne ici, lorsque d = 1, a étudier le cas d’une suite strictement
quasi-orthogonale d’odre s. On donne un théoréme de caractérisation d’une
telle suite qui généralise le résultat de DICKINSON obtenu dans le cas s = 1

(8.

On a utilisé de fagon systématique la notion de suite duale d’une suite
de polynomes. Soit P l’espace vectoriel des fonctions polynémes sur C. A
toute suite {Bp}n>o de polynomes normalisés (By(z) = ™ +...), on peut
associer sa suite duale {Ln}n>0, Ln € P' définie par

['m(Bn) = 6m,n s m,n > 0.

La suite duale permet de mesurer, en quelque sorte, le degré d’organisa-
tion de la suite {By}n>o0.

Sommaire
§ 1. La suite duale.
§ 2. L’orthogonalité de dimension d.
§ 3. La quasi-orthogonalité de dimension d.

§ 4. La quasi-orthogonalité stricte (de dimension un).

1. La suite duale

Soit {Br}n>0 une suite de polynémes normalisés, c’est-a-dire tels que
Bp(z)=2z"+...,n>0.

1l existe toujours une suite unique {fn }n>o et un tableau unique x,,,,0 <
v<n,n >0 tels que :

BO(.T) = 1 ) Bl(.’L') =T — ﬂo,

(L1 Buta(2) = (2 = Bat1)But1(z) = 3 XnwBu(z), n 2 0.

v=0

DEFINITION 1.1.— On appelle suite duale de la suite {Bpn}n>o la suite
de formes linéaires {Ln}n>o définie par :

(1.2) Ln(Bn)=<Lp,Bn>=bpm , n,m>0
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La suite {Ln}n>0 est libre et elle est unique [1]. De (1.1) et (1.2), on a :
(1.3) Ln(2Bpt+1(2)) = Xn,m 0<m<n
(1.4) Lan(zBm(z))=Pm , m20

Le lemme suivant est fondamental dans toute la suite [2].

LEMME 1.1.— Soit F € P' et soit p > 1 un entier. Pour que F vérifie :
(1.5) F(Bp-1)#0 , F(B,)=0 , n>p

il faut et il suffit qu’il existe A, € C,0<v <p—1,Ap_1 #0, tels que :

r—1
(1.6) F=> MLy
=0

Il est intéressant de déterminer la suite duale de certaines suites qu’on
peut associer & la suite {Bp}n>o-

On traitera ici le cas de la suite associée relativement & une forme u et
le cas de la suite des dérivées.

DEFINITION 1.2.— [3]. Soit u € P’ telle que ug = u(1l) =< u,1 ># 0.
On appelle suite associée de la suite {Bpn}n>o relativement d la forme u, la
suste {B (u)}n>o définie par :

(L.7) 0B (w)(z) = u (Bn+1(aca)7 : EBn+1(§)) >0

Chaque polynéme B,(,l)(u) est normalisé. Notons {zﬁ,l)(u)},,zo la suite

duale de la suite {Bﬁl)(u)}nzo.

P
Pour chaque f(z) = Za,,:z", on définit :

v=0

uf(z) = Z (Z a,,u,,_.n) z"

n=0 \v=n

avec up =< u,z" >,n > 0. La transposée de f — uf permet de définir le
produit multiplicatif de deux formes linéaires :

<vu,f>=<vuf> , v,ueP,feP
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Avec Vopérateur 6y défini par

T

et dont la transposée se définit par u — =~ u, on peut écrire (1.7) sous la
forme : [4]

(18) UOBS)(U)(:L') = uOOBn+1(:c) , N 2 0.

PROPOSITION 1.1.— On a :

(1.9) LOw) = uo(zLppr)u™ , n>0.

Par définition, on a :

< Cg)(u),Bg)(u) >=bpm , n,Mm20
c’est-a-dire :

< Lg)(u), u903m+1 >= u06n,m

soit :
< L (u)u,80Bmir >= uobn,m
et
(1.10) <z™? (Cg)(u)u) y Bm+41 >= ugbn,m

En particulier :

< 7Y LY (u)u), Bagyr >=tg; < e Y (LY (u)u),Bp >=0,m>n+2

D’apres le lemme 1.1, cela implique :

n+1
e (LD () =Y ArL,

v=0
D’ou

(LY (w)u),Bp >=2A"% , 0<m<n+1

ce qui entraine, d’aprés (1.10) et < z71(L{P (u)u),1 >=0
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Finalement :
2~ LW (u)u) = uoLny1

dott (1.9).

Considérons maintenant la suite {Qn}n>0 avec Qu(z) = By, (z)/n +1.
Notons {L£],}n>0 la suite duale de la suite {@n}n>0.

PROPOSITION 1.2.— On a :

(1.11) DL, =—(n+1)Ln41 , n>0.

Par définition, on peut écrire :

<L Qm>=6pm , n,m>0
c’est-a-dire

<Ly By >=(m+ 1), m
ou

— <DLy, Bpyy >= (m+1)bpm

d’ou, d’aprés le lemme 1.1 :

+1
! __ L n
DL, =) anL,
v=0

avec
A:,':O,Ogugn,/\2+1=—(n+1).

2. L’orthogonalité de dimension d

Dans sa theése [5], J. VAN ISEGHEM a introduit une notion d’orthogonalité
vectorielle qu’on peut présenter de la facon suivante : soit d formes linéaires
sur P,T1,T?,...T? (d > 1) et soit {Br}n>0 une suite de polynomes.

DEFINITION 2.1.— On dit que la suite {Bn}n>0 est orthogonale de
dimension d par rapport ¢ T' = (r,. .. ) lorsqu’elle vérifie :

(2.1) [*@™Bn(z))=0 , n>md+a , m>0
(2.2) F*(z™Bmata-1(z)) #0 , m>0
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pour chaque 1 < a <d

Remarques. —

. La suite {By}n>0 est alors nécessairement libre et on peut toujours la
normaliser. Elle est alors unique.

. On dira que la fonctionnelle I' est de dimension d lorsque T € (P')?.
. D’aprés le lemme 1.1,0n a :

a—1
T*=) XL, , M, #0 , 1<a<d,

v=0

(2.3)
c’est-a-dire, de fagon équivalente :

d
(24) L= Q% , (p#0 , 0<wv<d-1
a=1

. Lorsque d = 1, on retrouve bien la notion habituelle d’orthogonalité
réguliere.

DEFINITION 2.2.— On dit que la fonctionnelle T' de dimension d est
réquliére 3’il eziste une suite {Bp}n>o vérifiant (2.1) et (2.2).

Le critére suivant est donné dans [5] :

LEMME 2.1.— Pour que la fonctionnelle T de dimension d soit réguliére,

il faut et il suffit que les déterminants suivants soient non nuls :

POFI Fmd+v—l
I, R
(25) Hpayo = |Tma1lm Co—14mdtr—1 ?é 0,m>0,0<v<d-1
Tl Tlnt1)a4v—1
| R Film+l)d+u-—1

On a posé I', = I'(z"™),n > 0. Chaque déterminant Hpa4, est d’ordre
md + v si md + v > 1. Par convention Hy = 1. Chacune des m premiéres
lignes du déterminant (2.5) représente en fait d lignes. On a :

(2.6)Hma+v = I-1,1?:_01 Hg:lra(‘c”BulHa—l(m))ng=lra(wm3md+a—l(w))v

- 110 -
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(2.7)  Hpg =TI, T*(@*Buaya-i(z)), m > 1
(28) H,=0¢_T*(Bs-1),1<v<d
(29) Fa(annd+a_1(.’E)) = Hnd+a/Hnd+a—l , n 2 0 s 1 S [47 S d

Les déterminants (2.5) généralisent les déterminants de Hankel qu’on
retrouve lorsque d = 1.

THEOREME 2.1.— Pour chaque suite normalisée {Bn}nZO les énoncés
suivants sont équivalents :

a) La suite {Bp}n>o vérifie une récurrence d’ordre d + 1(d>1):
(2.10)

d—1
Bm+ti+1(2) = ( — Bm+d)Bmta(z) — Z Ve Bmsd—1-v(z) , m >0
v=0
avec les conditions initiales
(2.11) Bo(z)=1,Bi(z)=z—fyetsid>2:

n—2
(2.12) Bn(z) = (2 = Ba-1)Bn-1(2) = Y 7347 By u(z), 2<n < d

v=0

et les conditions de régularité :

(2.13) Tmir 0, m>0

b) La suite {Bnp}n>o est orthogonale de dimension d par rapport &
I'= (Lo, L1,...L4-1).

¢) Pour chaque (n,v),n > 0,0 < v < d — 1, il existe d polynémes
Ab(n,v),0 < p < d—1 tels que :

d—1
(2.14) Lnaty = Y Lu(A*(n,0).) , n>0,0<v<d—1

p#=0
et vérifiant
deg A¥(n,v) =n , 0<v<d-1

deg A¥(n,v) <n , 0Su<v—-1 s 1<v<d-1
degA#(n,v) <n—-1 |, v+1<pu<d-1 s 0<v<d-2

- 111 -



P. Maroni
a) = b). Dans (1.1), changeons n en n + d — 1 et écrivons

(2.15)
n+d-1

2Bn+d(2) = Bnyas1(2) + BntaBnya(z) + D Xntd-14Bu(z),n 2 0.
v=0

D’apres ’hypothese, on a

Xnt4d-1p =0,0<v<n-1,n2>1
Xntd—1n4v = Yrg14w > 0S v <d=1,n20

C’est-a-dire, selon (1.3) :

(2.16) L,(zBn44(z))=0,0<v<n-1,n2>1

(2.17) Lotv(@Bata(z)) =71ni14,,05v<d-1,n20

De plus, selon (2.13) et (2.16), on a
(2.18) Lp(zBpya(z)) #0,n >0
Montrons qu’on a :

(2.19) L,(z™Bnitr(z)) #0, m >0
L,(z™Bu(z))#0,n2>2md+v+1,m20

pour chaque 0 < v <d -1

Fixons 0 < v < d— 1. Par définition de la suite duale, les relations (2.19)
sont vérifiées pour m = 0 et d’aprés (2.16) et (2.18) pour m = 1. Supposons
quelles soient vérifiées jusqu’a I'indice m > 1. Alors de (2.15) ou on change
nenmd+v+1+n,ona

Ly(z™ B(mitya+v+14n(2)) =0, n 20
et de (2.15) ol on change n en md + v, on trouve :
E,,(a:m+lB(m+1)d+y(1')) = X(m+1)d+v—1,md+vLv (2" Bma+v(T))-
Or d’aprés I'hypotheése de régularité Xmdtv+d—1,ma+r # 0 d’olt le résultat.
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b) = c). Considérons a priori les formes suivantes :

n—-1d-1 v
Fow =2 Takle(Bu)+ Y ok Li(Ba.)
#=0 k=0 k=0

pour chaque n > 1,0<v <d-1.
D’apres 'hypothese, on a

}-n,v(Bm)=0, m>2nd+v+1.

Ensuite, on peut déterminer de proche en proche de fagon unique les
coeficients 7 de sorte que :

Fau(Bm)=0,0<m<nd+v-—1
fn,u(Bnd+u) =1.

En particulier, on a :
(2.20) 1=127Ly(BnBrits).

Il en résulte que :
fn,u = Acnd-{-u-
Compte-tenu de (2.20), on a tout de suite le résultat annoncé.
c) = b). Montrons que les relations (2.19) sont vérifiées.
- Ecrivons (2.14) sous la forme :

(2.21) LY (A (M,v).) = Limapy — Y Lu(A#(m,v).).
r#v

Montrons d’abord que Lo(zBitn(z)) = 0,n > 1 et Lo(zBi(z)) # 0. Or de
(2.21),on a:

d—1
Lo(A°(1,0)Bagn(2)) = La(Barn) = 3 Lo(AK(1,0)Bagn) = 0
pn=1
pour n > 1, d’ott le résultat puisque deg A%(1,0) =1.
Ensuite, on a :

ﬁo(Ao(l,O)Bd) = Cd(Bd) =1, soit Co(de(:c)) #0.
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Pour 1 <v <d-1,onade(2.21):

v—1

L£,(A”(1,)Batvsn) = Laru(Barvin) = O Lu(A*(1,7)Batysn) =0

p=0

pour n > 1 en procédant par récurrence et pour n =0 :
L,(A*(1,v)Baty) = Latv(Batv) =1

Les relations (2.19) sont vérifiées pour m = 0, 1. Supposons qu’elles soient
vérifiées jusqu’a l'indice m > 1. Alors de (2.21), on a:

Ly(A”(m +1,0)Bmitydtvtn) =0, n 21
E,,(A"(m + 1, V)B(m+1)d+v) =1.

Donc les relations (2.19) sont vérifiées pour 'indice m+1. D’ot le résultat.

b) = a). La démonstration est faite dans [5].

Remarques.— Ce résultat constitue la généralisation naturelle du théo-
réme de Shohat-Favard. Lorsque I'un quelconque des énoncés a), b), c) est
réalisé, la suite {Bp}n>o est orthogonale de dimension d par rapport a
L= (,...T% ou:

a—1
r*=Y ML, , M,#0 , 1<a<d

v=0
On a les relations :

I*(z™* Bat1)d+a—1(2))

2.22 O tia = ,nm>0 , 1<a<d
( ) Tnd+ea Fa(wanH-a—l(x)) nz a
T« n+1B n —
(223) (x I\a((gl)d-; l(w)) = H:=072d+a ’ n 2 0 ’ 1 S @ S d
a—1
Lorsque @ = d dans (2.23), on a :
(2.24) I'(2"B(rasa-1)(z)) = Mp—gvya » n20

ou, par définition, on a posé :
(2.25) 79 = T%(By-1).
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Les éléments de (2.12) sont donnés par :
(2.26)
By =L,(zB,(z)) , 0<v<d-1

g+“=£a—1(13d—l—u(z)) ’ 1S0t$d—1—# ’ OS#Sd—2

DEFINITION 2.3.— Soit d,s > 1 entiers et L € P'. On dit que la suite
{Bn}nzo est strictement s/d orthogonale par rapport ¢ L si elle vérifie :

(2.27) L(BpBn)=0 , n>md+s , m=>0
(2.28) L(BmBmats-1)#0 , m>0

Une telle suite est nécessairement libre et on peut donc toujours la
normaliser. Lorsque s = 1, on retrouve la notion de suite strictement 1/d
orthogonal [6]. Lorsque d = 1, cela signifie que la suite est strictement quasi-
orthogonale d’ordre s — 1 par rapport a L.

Si la suite {Bn}n>o0 est orthogonale de dimension d par rapport & T,
alors elle est strictement a/d orthogonale par rapport a I'*,1 < o < d et
réciproquement.

On peut maintenant énoncer le résultat suivant :

THEOREME 2.2.— Pour chaque suite {Br}n>0 orthogonale de dimension
d par rapport ¢ T, les énoncés suivants sont équivalents :

a) il existe L € P’ et s > 1 entier tels que :
(2.29) L(Bs—1)#0 , L(Bp,)=0 , n>s.

b) Il eziste L € P',s > 1 entier et d polynémes ®*,1 < a < d tels que :

d
(2.30) L= "T%%>.)

avec les propriétés sutvantes : sis—1=qd+r,0<r<d-1,o0na:
deg @™t = ¢

deg ®* < ¢ , 1<a<r s 1<r<d~-1
deg®*<¢g—1 , r+2<a<d & 0<r<d-2
c) Il eziste L € P' et s > 1 entier tels que la suite {Br}n>0 soit strictement
s/d orthogonale par rapport ¢ L.
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a) = b). D’aprés le lemme 1.1, il existe A, € C,0 < v < s—1, tels que

s—1
L=Y MLy, A1 #0

v=0

c’est-a-dire, puisque s — 1 =gqgd +r :

¢g—1d-1 r
L= Z Z Apd+oLpdte + Z Aga+eLgd+e
p=0 ¢=0 =0

d’oti le résultat, d’aprés le point ¢) du théoréme 2.1.

b) = c). D’apres (2.30), on a, compte-tenu des propriétés des @ :

L(z™Bp(z)) =0 , n>md+s
L(z™ Bmats-1(2)) = ™ (z™ @™ (2) Bmas-1(2)) # 0

c) = a). C’est évident.

3. La quasi-orthogonalité de dimension d

DEFINITION 3.1.— On dit que la suite libre {B,}n>0 est quasi-ortho-
gonale d’ordre s et de dimension d > 1 par rapport a I', si pour chaque
1 < a <d, il existe des entiers sq > 0 et 04 2> so tels que :

(3.1) I*(z™Bn(z))=0 , n>(m+sa)d+a , m=>0
(3.2) I*(z%"** By, dta-1(2)) #0

pour chaque 1 < a < d. On pose s = max $q.
1<a<d

Remarques. —

Lorsque d = 1, on retrouve la notion habituelle de quasi-orthogonalité
d’ordre s [7] [9)].

Lorsque s = 0, c’est-a-dire s, = 0, 1 < a < d, la suite {Bn}n>o est
orthogonale de dimension d par rapport & I' non nécessairement réguliére :
c’est une définition plus générale que celle donnée dans le paragraphe 1.
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LEMME 3.1.— Pour I’ et s donnés, le systéme d’entiers s, 1 < a <d

est unique.
Supposons qu'il existe un autre systéme d’entiers s,, et af, > s, tels que
s = max s/, et vérifiant :
1<a<d
3 TE"Be@) =0, n2(mtsite , m20
D (2% % By arana(z)) £ 0

pour chaque 1 < a < d.

1l suffit de montrer que s!, > s4,1 < @ < d, car ensuite par échange du
role de s, et sq, On a 84 > sh.

Supposons qu'il existe un indice aq tel que

Ste < Sap < 8.
D’apres (3.3) :
(3.4) I‘“°(sz(m+,;o)d+ao+,,(x)) =0 , mv>0.
D’apres (3.2), il existe mq, > 0 tel que :
['%0(2™20 B(m g, +s1, )d+ao+1(2)) # 0.
Dans (3.4), prenons v = (84, — 5, )d — 1 et m = mq, :
I (2™ B(m , )+ 80 d+ao—1()) # 0.

C’est contradictoire, d’ou le résultat.

LEMME 3.2.— Une suite libre {Bp}n>0 vérifiant (3.1) et (3.2) ne peut
par étre quasi-orthogonale d’ordre s — 1 et de dimension d par rapport ¢ T'.

Car si c’était le cas, on aurait :

(3.5) F“(sz(m_*_';a)d_'_a_*_u(x)) =0, mv>20 , 1<a<d
avec s — 1 = max 3,.
1<a<d
En particulier, pour v - v +d :
P@™B iz, 4nasars(@) =0, mr 20 , 1<a<d
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Cela entraine, d’aprés le lemme précédent :

Sat+l=s, , 1<a<d

Prenons alors v = d — 1 dans (3.5) :
I*(2™B(mtsq)dta-1(2)) =0 , m>20 , 1<a<d

contrairement & ’hypothése (3.2).

DEFINITION 3.2.— On dit que la suite {Bp}n>0 est strictement quasi-
orthogonale d’ordre s et de dimension d par rapport ¢ T' si elle vérifie :

(3.6) I'BmBa)=0 , n2>2(m+3ss)d+a , m20
(37  T(BuBimismaras@)#0 , m20

pour chaque 1 < a < d, avec s = maitds
<a

Remarques.— Une telle suite est nécessairement libre.

Dans les définitions 3.1 et 3.2, la fonctionnelle I' n’est pas nécessairement
réguliere.

Regardons maintenant dans quelle condition une suite {Bys}n30 orthogo-

nale de dimension d par rapport a I' peut étre quasi-orthogonale d’ordre s
et de dimension d par rapport & une autre fonctionnelle L.

PROPOSITION 3.1.— Soit {Bp}a>0 une suite orthogonale de dimension
d par rapport & T'. Supposons qu’il eziste T de dimension d telle que
la suite {Bn}n>0 soit quasi-orthogonale d’ordre s par rapport d T. Alors
nécessairement, on a d>d.

Par hypotheése, on a :
(3.8) TA(z™Ba(z)) =0 , n>(m+sg)d+p
Il existe og > s tel que :

(3.9) TP(a"7*B, 7,5_,(2)) #0

pour chaque 1 < 8 < d.
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De (3.8), on a en particulier :
TA(B.)=0 , n>spd+p , 1<B8<d

En vertu de (3.9), il existe 0 < v < sgd + 8 —1 tel que :

(3.10) T?(B,,)#0 , TA(B.)=0 , n>wvs+1.

Ecrivons
vg=gqgd+rg , 0<rg<d-1

D’apres le théoréme 2.2, b), il existe d x Jpolynémes o*f 1<a< d,
1< B <dtels que:

(3.11) =3l _T*d*F) , 1<8<d

N

ou
deg Pro+tl.p — s

deg@“’ﬂgqﬂ y 1S<a<rg si 1<rg<d-1
deg®? <gp—1 , rg+2<a<d si 0<rp<d—2

Définissons pg par :
(3.12) Sﬁg+ﬂ—1=qﬂd+7‘ﬂ+ﬂﬂ

Supposons maintenant que 1 < d < d.

Par division euclidienne, on a :
uﬂ=mﬂ(d—¢’iv)+nﬂ , 0<ng<d-d-1.
D’apres (3.12), on a pour chaque m > 0 :
(mg+m+s)d+B—1+m(d~d)—ng=(mg+m+qs)d +rg = Pr.
Pour tous les indices m tels que m(d — d) — ng > 1 ona
(™" B, (z))=0 1<8<d.
Mais d’autre part, on a aussi de (3.11) :
I%(2"#"" By, ()) = I (""" & 8" (1) B, (2)) #0
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c’est contradictoire et donc nécessairement d > d.

Etudions plus précisément le cas ot d > d. On a toujours (3.11) et (3.12).
On a alors : _
pg =0 1<p<d.

Car soit md = Pd+9m,0<6 <d-1,m>0.

On peut écrire :
(m+38)d+ B —1=(Pn+as)d+0m+r15+pp.
Si pg > 1, on a de (3.11) pour chaque m >0 :

I(z™B re(z™®*#(z)B =

(m+sp)d~+ﬂ—l(x)) = °"'1 (Pm+as)d4+8m+rp+us (z'))

=0

car Pm > m) contrairement a ’h pothése 3.9 ) d’ott la conclusion annon-
= y
cée.

Distinguons les deux cas :

a) d>d. Ona:
g =38
(3.13) fﬁ(x,_i,,B it (@) =0, o>ss+1.
Caron a:
FQ($m<I’a’ﬂ(“)B Prtgp)d4+0mtrg(z))=0 , 1<a<d
si m > 1: en effet, si ﬁm > m, c’est évident et si 13," = m alors

m(d—d) =0, > 1.
Mais pour m =0, on a:

fﬂ(Baa d+,3—-1) = Prﬂ“ (‘Drﬂﬁ,ﬂ

(2)Bgpa+ry) # 0
b) d = d. On a de (3.12) :

a5 =g
(3.14) 1<B<d



L’orthogonalité et les récurrences de polynomes d’ordre supérieur & deux

de sorte que :

fﬂ(mmB(mﬂ,ﬂ)d+ﬂ—1(37)) = r‘ﬂ(ivm‘I’ﬁ’ﬂ(fﬂ)B(m+s¢,)al+ﬂ—-1(35)) #0

pour chaque m > 0.
Dans ce cas, la suite {Bn}nzo est nécessairement strictement quasi-

orthogonale d’ordre s.

PROPOSITION 3.2.— i la suite {By}a>0 orthogonale de dimension d
par rapport & I vérifie de plus : il existe T de dimension d telle que la suite
{Bn}n>o soit quasi-orthogonaled’ordre s = méix sg par rapport d T avec la

condition

Jdog > sp  tel que fp(:c”"_s"Ba ~  (z))#0

Tt , 1<p<d

alors nécessairement d = d et la suite {Bn}n>0 est strictement orthogonale
d’ordre s par rapport 4 T

Lorsque d = d, on peut préciser a 'aide des énoncés suivants :
THEOREME 3.1.— Pour chaque suite {By}n>o orthogonale de dimension

d par rapport ¢ T, les énancés suivants sont équivalents :

a) Il existe T de dimension d tel que la suite {Bp}n>o s0it quasi-orthogonale
d’ordre s par rapport d L.

b) Il eziste T de dimension d et sg = 0,03 > sg entiers, 1 < 8 < d tels
que :

I%(B,)=0 , n>sgd+f
) 1<p<d
Fﬂ(w”"_’sﬂBaﬂd+ﬂ—1($)) #0

¢) Il existe T de dimension d et d* polynémes ®*% 1 < a, B < d tels que :

(3.15) M=xl_T¥®>f) , 1<B<d
ou deg @ﬂ’ﬂ255
deg @*F <sg , 1<a<pB-1 s 2<p<d

deg@a’ﬁs.s;;—l , B+1l1<a<d s 1<pB<d-1
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d) I eziste T de dimension d telle que la suite {Bn}n>o soit strictement
quasi-orthogonale d’ordre s par 4 T'.

e) Il existe T de dimension d et sg > 0 entiers, 1 < B < d tels que :
fﬂ(Bs,gd+ﬂ—l) 7é 0, fﬂ(Bn) =0, n2 sﬂd+ :B
pour chaque 1 < B <d.

a) = b) D’aprés la définition $.1.
b) = ¢) D’aprés ce qui suit la proposition 3.1.

d ’apre . t ts=
c) = d) D’aprés (8.15) et posant s lxélg%(ds,g

d) = a) C’est évident.
d) = e¢) D’aprés la définition 3.2.
e) = c¢) D’aprés le théoréme 2.2.

Remargue.— Lorsque d = 1, on retrouve un résultat donné dans [7].
Lorsque d > d, on a le résultat suivant :

THEOREME 3.2. — Pour chaque suite {B,}n>0 orthogonale de dimension
d par rapport ¢ T, les énoncés suivants sont équivalents :

a) Il eziste T' de dimension d > d telle que la suite {Bn}n>0 soit quasi-
orthogonale d’ordre s par rapport ¢ T.

b) Il existe T de dimension d > d et s3>0 entiers, 1 <8 < d tels que :

T*(B, 7,5-)#0 » TP(Ba)=0 , n2spd+p , 1<B<d

¢) Il existe T de dimension d > d, des entiers s > 0,1 < B < detdxd
polynémes @*# 1 < a <d,1 < B <d tels que :

(3.16) M=xni @) , 1<8<d
ou 81 on pose Spg+ﬁ~1=qﬂd+rﬂ , 0<rg<d—-1,0na:
"ﬂ+1.ﬁ

deg =48 > ISﬁSJ

deg@"’ﬂgqﬂ , 1<a<srg st 1<rg<d-1
deg@"’ﬁgqg-l , T+2<a<d s 0<rg<d-2
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a) = b) D’aprés ce qui suit la proposition 3.1
b) = ¢) D’apres le théoréme 2.2.

c) = a) D’apreés (3.16) et posant s = max_sg
1<<d

4. La quasi-orthogonalité stricte (de dimension un)

On peut caractériser le fait pour la suite { B, }n>o d’étre s+ 1,4 orthogo-
nale strictement & ’aide de sa suite duale {L,}n>0.

THEOREME 4.1.— Pour que la suite {Bp}n>o soit strictement s + 1,4
orthogonale par rapport @ L, il faut et il suffit qu’il existe s + 1 sustes
{om}m>0, om # 0, {(R}m>0,0 £ 7 < 5 —1,d -1 tableauz (¢, ,),0 <
p<m-1m>10<v <d—2 et une suite de polynémes normalisés
{®m}m>o tels que :

s—1
(4.1) Lo=00L(®0 )+ L,
=0
s—1
(42) £md+s = o'm‘c(q)m ) + Z C;lc"'
=0
d—2 m-—1
+ Z Z EmuLpdtstivw, m> 1.
v=0 pu=0

Remarques.— On peut convenir qu’une somme est nulle dés que l'indice
n

supérieur Z est négatif. Lorsque d = 1, on a en particulier :

s—1

(4.3) Lonts =omL(@m )+ (nle, m 20,

=0

c’est le cas d’une suite { By }n>0 strictement quasi-orthogonale d’ordre s par
rapport a L.

Lorsque s = 0, on retrouve le résultat classique :
Ly =0n,L(8p )
avec &, = By, et 0, = (L(B%))™! , m>0.
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On étudiera plus loin (4.3) lorsque s > 1.

Les conditions sont suffisantes. Car de (4.1), on a

U()L:(QQB") =0 , n Z s + 1

et de (4.2) :
OmL(®mBr)=0 , n>2md+s+1 , m2>1

ce qui entraine :
L(BnB,)=0 , n>2md+s+1 , m2=>0

D’autre part, de (4,1) et (4,2) :
1= UoL(@oB,)
1= O'mﬁ(q)mBmd+,)

c’est-a-dire :
L(BmBmit+s) #0 , m2>0

Les conditions sont nécessaires. Supposons que la suite {Byn}n>0 vérifie :

L(BnBn,)=0 , n>md+s+1 , m20
L(BmBmiss) 20 , m>0

D’aprés le lemme 1.1, il existe des coefficients Ay, tels que

md+s
(4.3) LBm)= Y MLy , AnT*#0 , m20

v=0
Pour m = 0, on en déduit :

s—1

L= L(Bo)— Y (M) WLy

v=0

Cest (4.1), avec o9 = (A3) ™1, (o = —(A§) 1A, 0 < v <s—1.

Supposons qu’on ait établi la formule (4.2) pour 0 < n < m. De (4.3), on

(m+1)d+s—1
E(m+l)d+s = 0m+1£(Bm+l ) - Z ’\:n+1['”

v=0
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avec ,
— y(m+1)d+s\—1
Om+1 = (’\m+1 )

v v
y Am41 = U'm+1)\m+1
On peut écrire :

—1 m
Lim+1)d+s = Om41L(Bmt1 ) — Z Am+1£r Z )‘”md-rla‘cud+a

=0 p=0
d—2m-1 d—2
ds+1+v Ymd+s+1+4
SO DD DRt eard FFIPINE S Lo s st RO
v=0 pu=0 v=0

Or d’aprés ’hypothése de récurrence, on a :

m

m
Z ;ﬁ'—l‘,ﬁud+s = Z d+a{0#£(‘§ )+ ZC
p=0 p=0 =0
d—2 p—1

+ Z Z §uaLadts+i+v}

v=0 \=0
m

s—1
=Z"u’\ﬁzd:18£(¢#~)+z Z d+aCu Lr

p=0 =0 \p=0
d-2m-1 [fm-—1
(I‘+1)d+8 v
LD ID I DI Eveiinl AN VT

v=0 A=0 p=A

On en déduit (4.2) pour l'indice m + 1 en posant :

@m+1(z) = Bmia(z) - Z Tu Mgy Bu(2)

n=0
— ud+s
Cm+l - —’\m+l Z ’\m+l
n=0
m—1 ( )
— _\pd+s+14v Y(p+1)d+s
5:;1-6-1,# = —Am+l - Z ’\m+l 6:\’+l,u , 0< p<m-1
A=p
v _ _Ymd+s+1+v
£m+1,m - _’\m+1 .

Remarques. — Ce résultat permettra de caractériser le fait pour une suite
{Bn}n>o d’étre strictement quasi- orthogonale d’ordre s par rapport & T de
dimension d.
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Pour le moment, traitons seulement le cas ordinaire, celui ou d = 1.
THEOREME 4.2.— Pour chaque suite {Bp}n>0 donnée par (1.1), les
énoncés suivants sont équivalents :

a) Il eziste un entier s > 1 et s suites {(]}n>0, 0 < 7 < s —1 défintes par
les conditions :

s~—1
(44) Xm-14s,m—14s — Z (m—1Xm-14s,r #0 , m21
T=0
s—1
(4.5) C;{Xm-l+s,m—1+s - Z Crl;z—le—l+s,u}
v=0

m—1
= (ﬂ‘r - :Bm—l+3)C17;l—1 - Z C;am—l,u+l
p=0

m—1 s~1
+ Z CI: ZC;’—IX”'H—I,V - 6m—1+s,r+1
n=0 =0

8—1 T—1
+ Y b1+ Y CXro1,  0ST<s—1,m>1
v=0 v=0

s—1

(46) Xn4s,m+s = Z C;Xn-{—s,ra nzm+1, m2>0

=0

b) Il existe une forme L, un entier s > 1, s+ 1 suites : {on}n>0, on #0
et {(n}In>0, 0 <7 < s —1 et une suite de polynémes normalisés {@m}m>o0

tels que :
s—1

Lotm = 0mL(®m)+ D (TLr, m20

T=0

¢) Il existe une forme L et un entier s > 1 tels que la suite {Bp}a>o soit
strictement quasi-orthogonale d’ordre s par rapport ¢ L.

d) Il exziste une forme L, un entier s > 1 et une suste de polynémes
normalisés {®n}na>0 tels que :

(4.7) L(®,B,)=0 , s<n<m+s—-1 , m2>1
(4.8) L(®mBsym)#0 , m>0
(4.9) L(®nB,)=0 , n>2m+s+1 , m2>0.
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a) = b) Considérons les formes suivantes :

8~—1
fm=£s+m_zc;£r ) m 2> 0.

=0

On a par construction :

]:m(Bu):_C:-‘n 0<p<s—-1

Fm(B,)=0 , sSpu<m+s—1 , m>1
Fm(Bsgm)=1 |, Fu(By)=0 , p<m+s+1 , m>0

Ensuite, d’aprés (4.6) :

s—1
fm(an+s+1(1')) = Xn+s,m+s — Z C;Xn+s,r =0 , nz2m+1 , m2> 0
=0
et d’apres (4.4)
s—1
fm(me-}-s—l-l(z)) = Xm+s,m+s — ZC;Xm+s,r # 0 , m2> 0.
=0

Soit maintenant les formes suivantes :

m
(4.10) Hon =Fm— > Al Fmoy = OmFmoa(z.) , m>1
p=1
o Ay, 1 < u<m,by,,m > 1 sont arbitraires.
Ona:
Hm(Br)=0 , n>m+s+1
d’aprés les propriétés des formes Fip,.

Déterminons les paramétres Aps 1 < p<m,6,, par les conditions :
Hu(Br)=0 , s<n<m+s.

D’abord 6,,,. On a :

m

Hn(Brmts) =0=1=Y A" Fn_y(Bm+s) = bmFm-1(2Bmts(2)).
p=1
Or
s—1
fm—u(Bm+s) = Xm—1+4+s,m—p+s — ZC;—”Xm—l+s,r =0

=0
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pour 1 < yu < m, d’apres (4.6). D’ou :

3—1
(411) 1= 9m{Xm—1+s,m—1+s - ZC;—JXm—l-}-s,r}
=0
Ensuite :
Hm(Byts) = 0= Fm(Buts) — Z A;Tfm—u(Buﬂ) — OnFm-1(zByts(7))
p=1

pour 0 <v<m—1.

Or Fn(By+s) =0,0<v <m—1et Fnp(Buts) =0

si m — p # v de sorte que

An = —0nFm-1(zByys(z)) , 0Sv<m-—-1L

Or d’apres (1.1), on a:

fvn—l(xBu—Fs(x)) = fm—l(xBy+s+1) + ﬂv+sfm—1(Bu+s)
v+s—1

+ Z Xu+s—1,'rfm—1(B1')
=0
s—1
= 6m—1,u+1 + /3V+35m——1,u - E XU-i—s—l,‘rC:n—l )
=0
0<v<m-1
et ainsi :
s—1
(4'12) /\ﬁ-u = *em{5m~1,v+1 + ﬂu+s5m——1,u - Z C:;;__1Xu+s—1,r}
=0

pour 0 <v<m-—1.

Considérons maintenant pour chaque 0 <n<s—1:

Ho(Bn) = Fn(Br) = O _ A7 Fm—u(Bn) = O Frm-1(2Bn(2)).

pu=1
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Or fm_,,(Bn)=—C,',‘,_“ , 0<n<s—-1 , 0<u<<m

s—1

fm—l(xBn(x)) = 6m—l+a,n+l - Z Cy’;z—laf,n+l - .Bnc::;—l

=0

n—1
- ch':z—lxn—l,v , 0<n<s-—-1.
=0

Compte-tenu de (4.11) et (4.12) et de I'hypothése (4.5), on vérifie
facilement que
Hm(Bn)=0 , 0<n<s—1

Pour chaque m > 1, la forme H,, est identiquement nulle; il en résulte
de (4.10) :

m
Fn =3 A Fmy+nFmoa(z ), m>1

p=1

On en déduit, en procédant par récurrence :
Fon=0mFo(®m.) , m>0

avecog=1 , o, = HZ;IG“, m > 1.

Le point b) est ainsi démontré en posant £ = F,.
b) = c) D’aprés le théoréme 4.1.
c¢) = d) Posons

&, = Zam,nBu(l') y m20 , amm=1.
=0

m—1
C QmB = £ B Bu m,v Bm )
m2>1 , u>0.

Pour chaque m > 1, les conditions (4.7) L(®mB,)=0,s < pu<m+s—1
permettent de déterminer de facon unique am 0 <v<m—1, carsi
8m = det (L(B,B,)) , m>1
s<p<Ls+m~-1
0<v<m-1

- 129 -



P. Maroni

on a

bm =T ML(BuButs) #0 , m>1

=0

en vertu de ’hypothese :
L(BpBp,)=0 , n>2m+s+1 , m2>0
L(BmBm+s) #0 , m20

Dans (4.13), prenons py =m + s :

L(®mBmys) = L(Bms+sBm) £0 , m>0

d’ou (4.8). En prenant p > m + s + 1, on obtient (4.9).

d) = c) C’est évident d’apres (4.8) et (4.9).

c) = b) D’apres le théoréme 4.1.

Avant de montrer que b) entraine a), indiquons des propriétés plus
précises de la suite {® }m>o0-

PROPOSITION 4.1.— Si l'un quelconque des énoncés b), c) ou d) est
vérifié, on a les propriétés suivantes :

1)

n
(414)  Bp(z)=Y Imstrg (g , 0<n<2s
=0 Nv,s+v
2s
(415) Bn+2s(.’b) = w@n.’.y(x) 3 n Z 0

=0 Tntvntvts

oU on @ posé Ny m = L(ByBr) , n,m>0.

2) Les suites {Ch}n>00 < p < s — 1 sont des solutions d’une récurrence
linéaire d’ordre 2s :

2s
(416) Z'fln+2s,n+u+sc::+u =0 , n>20 , 0<pu<s—1

v=0
avec les conditions intiales :
n
(417) ) MmeuCE+mu=0 , 0<n<2s , 0<p<s—1
v=0
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3) Notant {Frn}m>o la suite duale de {®,}m>0, on a :
(4.18) NmstmFm = L(Boym.) , m>0.

4) Notant {En}nZO et (Xn,m)0 <m < n,n > 0 les éléments de la relation
de structure (1.1) pour la suite {®m}m>o, on a :

s—1
~ Un+1 Xs—14m,v
= U N gy, Xomltmy
(4.19) Xn,m o n,m Z n+1<n+1 U )
v=0
0<m<n , n>0
avec
Un = Nm,s4m , m=>0
) - s—1
(4'20) Bm = /B.s+m - Z C;—.Xs-1+m,r , m2>0
=0

1) On peut écrire :

B.(z) = En: bpy®,(z) , n>0

v=0

L(BnBotp) =Y bnyL(®,By4,),0<p<n L, 0<n<2s

v=0

= bn,u‘c(q’uBﬂu) = b,y My st p

d'ott (4.14).
Pour (4.15), on écrit :

n+2s
Bn+2a($) = Z bn+2a,u¢u(‘7}) , n=>0
v=0
n+2s
L(Bnt2Bu) = Y bnt2euL(®,B,) , 0<p<n+s—1
v=0

Or
L(Bn+23Bu)=0 0Sﬂ§l/+8—1
L(®,B,)=0 si sSpufv+s—lousiu>v+s+1
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donc

0 =bnt2su—sL(Pu_sBy) , s<p<n+s—1
c’est-a-dire :

butzon =0 0<p<n—1

Il reste :
n+2s
Bn+23($) = Z bn+23,u¢v($)
v=
n+2s
E(Bn+2an+a+u) = Z bn+2s,u£(q)uBn+a+u) ) 0< 14 <2s
v=n
= bn+29,n+y£(Bn+s+uq)n+p) , 0<u<2s
d'olt (4.15).

2)Ona L(®mB,) = —umClh , 0<p<s-—1 , m>0dapresle point
b). D’olt (4.17) de (4.14) et (4.16) de (4.15).

3) Notant Fo = omL(®m .),m > 0, montrons d’abord que

m+s »
(4.21) Fr= S Mtamiez g<m<s—1
s Nm,m+s
2s -
(4.22) Frp= S Jetmmtv F e, m3s
V=0 Nm,m+s

De (4.15), on a :

fm(BrH—Zs):O , m>2m+1;
fm(Bm+2s)=M7éO ., m>0

m,m+s

En vertu du lemme 1.1, on a donc :

m+2s
Fn= Y AL, , m20

v=0
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c’est-a-dire :
m+2s
(4.23) Fn= Y ;"ﬂi—ﬁ , m>0
m,m-+4s

car Fu(By) =2y , 0<pu<m+2s

et Fu(B,) =0 0<p<m—1;Fn(B,)= 2™ 1< p<m+2s.
Nm,m+s

Supposons 0 <m < s —1. De (4.23), 0on a :

s—1 m+s

F = Nv,m+s Mvmts o4 Z Nv+s,m+s £u+a
= Tm,m+s Tm,m+s
Or du point b), on a :
s—1 .
£u+s = ZC:LT +~7:u
=0
de sorte :
= n Nvym4s
fm= u+am+s]:- Z v,m+s u
=0 Nm,m+s m Im,m+s
m-+s
-5 (3 e ) 2
=0 \y=g 'Mmym+s

d’ot1 (4.21), compte-tenu de (4.17) et de Nm+s,r =0,0 <7 <m — 1.
Supposons m > s et posons m = s 4 p,p > 0. Alors de (4.23) :

2s+p 0 ) 2s8+p 7 s—1 _
Fotp = Z Lteletb g, Z Jtpletp {Zc;cr +.7-',‘}

Ns+p,2s+p Ns+p,2s+p

T7=0
2s+p
na+ﬂ,23+p}- Z 7723+p s+p+v Cr C
§ : -+ T
p stp,2s+p =0 "stp.2s+p P

d’ot (4.22), compte-tenu de (4.16).
On a maintenant de (4.21) :

m+s n 1 m+s
Fp = Totomte s £(8,.) = c (Z Dvtomtsg
v=0 nm,m+a 77m,m+s v=0 77u,u+s
1
= L(Bsym.), d'aprés (4.14),0 < m < s — 1.
Nm,m+s
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On a (4.18) pour m > s d’aprés (4.22) et (4.15).
4) D’apres (1.3) et (1.4),0n a:
Xnm = Fm(z@nt1(2)) , 0Sm<n
Bm = Fm(2®m(z)) , m20
Or de (4.18),0n a

1, Fu(2®,0 () = LR ()@ 12(2)-

H
i

De
s+m-—1
tBotm(z) = Bs+m+1(~'c) + ﬂs+mBs+m($) + Z Xs+m—1,vBV($)
v=0
on a
L(2Boym(2)@nt1(2)) = L(Baym+1®at1) + BotmL(Botm®nt1)
s+m-—1
= Z X.s+rn—l,wc(Bu¢n+l)-
v=0
Pour0<m <n,ona:
s—1
ni1£(Bnp1Bormir) = Lotnt1(Bormtr) = Y (a1 Lr(Botma)
=0
= 6n,m
s—1
i1 L(Bns1Borm) = Lotnt1(Bagm) = Y (i1 Lr(Bagm) =0
=0
s—1 s—1
0n+1£(‘1>n+1Bu) = ‘Cs+n+l(Bu) - Z C,1;+1Lr(Bu) = - Z C;+16r,v
r=0 =0
et donc
s—1
Un+1£($Bs+m<I)n+l($)) = 5n,m - Z C:;+1X8+1+m,ll
v=0
d’ott (4.19).

Ensuite, on a :

Umn Fm(28m(z)) = £($Bs+m(73)q’n+l(w))
L(st+m(m)(pm(w)) = £((I)mBa+m+l) + ﬂs+m£(¢mBs+m)

s+m—1

+ Z Xs—l+m,v£(q)va)-

v=0
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Umﬁ(QmB,.f.m.{.l) =0
O'mE(QmB,.{.m) =1

s—1

O'mL(QmBu) = 6a+m,v - Z C:‘lar,u

=0
d’ou facilement (4.20).

Démontrons maintenant que b) = a). On suppose que :

s—1
(4.24) ImL(®m ) = Lotm = Y (ke , m20
7=0
On a
OmL(®mBsim)=1 , donc Opum=1

oml(®mBy)=—C4% , 0<u<s-—1

De
. m—1
28m(2) = Bmt1(2) + Pm®m(z) + Y Xm-1,Bu(z) , m20
v=0
on a

E(z@mB,-(w)) = —Um+1<;+1 - umﬁmc;z
_ ET____OI Xm-1puCl , 0<7<s—1.

D’autre part, de ’hypothése :

s—1

ImL(2®m(2)Br(2)) = Losm(2Br(z)) = Y (1 Lu(zBr(z)).

=0

Or de :

T—1

2B (z)) = Bryi1(z) + B B-(z) + Z Xr—1,uBu(z)
p=0

T—1

‘Cs+m(wBr($)) = ‘Cs+m(Br+1) + BrLotm(Br) + Z Xr—l,u£s+m(Bu)

u=0
= 63+m,r+1
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=1
L,(zB-(z)) = Ly(Br41) + B+ Ly(B:) + Z Xr-1,4Lv(By)
p=0
7—1
= 6u,r+1 + ,Br'sv,r + Z Xr—l,uéu,p
p=0
donc
s—-1 T—1
O'm[:(.'er(.’E)BT(.T)) = 6s+m,‘r+l - Z C:—:;éu,r+l - IBTC:;; - Z Crl;;Xf—l,ll
v=0 v=0

11 en résulte 1’égalité :

s—1 T—1
Ostm,r+1 — Z Cnbv,r41 — Brlp — Z CmXr-1,0 =

v=0 v=0
u m—1
Um+1 .7 5 AT r~
- w m+1 " :Bmcm - 5 UmUVCVXm—l,u , 0<r<s-1
m
v=0

c’est-a-dire, compte-tenu de (4.19) et (4.20) :

u

m-—1
+1
,;n C;H-l = (ﬁ‘r - :Ba+m)<;¢ - E : C:ém—l,u - 6s+m,r+1
m v=0

m s—1 s—1
+ Z ¢ Z ChXs—14v,p + Z Cmbu,rt1

v=0 »=0 v=0
+E;;(1>C51Xr—1,u , 0<7<s-1 , m2>0.

C’est la condition (4.5) o m — m + 1, sous réserve de montrer que

s—1

u
mtl o Xm+s,m+s — Z Xm+a,u<zl , m=>0
Um v=0
Or de (4.24), 0on a :
s—1
OmL(2Pm(2)Bmts+1(2)) = Lotm(TBmtst1(z)) — Z (mLr(zBmst1(T))
=0
soit
Umt1 s—1
u = Xm+s,m+s — Z C;Xm+3,r $é 0, m2> 0
m =0
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C’est (4.4). On a (4.6) par

s—1
OmL(2®m(2)Bnts+1(2)) = Lotm(2Bntsti(z)) — Z (mLr(zBnisti(z))
=0
s—1
0= Xnts,m+s — ZC;»Xn+s,r y n2m+1 , m2>0.
=0

Le théoreme 4.2 est complétement démontré.

Remarques.—

1. On aurait pu montrer directement que d) entraine a), mais par un calcul
long et peu éclairant.

2. Lorsque s = 1, on retrouve bien le résultat de Dickinson [8], obtenu en
supposant la forme £ définie positive. En fait, les hypothéses faites dans le
théoréeme 4.2 n’impliquent pas que la forme £ soit régulitre. En effet, soit
{Bn}n>o une suite orthogonale par rapport & uy réguliére et soit {tm}m>o
sa suite duale. Prenons £ = u, , s > 1. Alors :

L(BmBr) = (uo(B?))  ug(BsBmBn) =0 , n>m+s+1 , m>0
['(BmBm+3) = (UO(BE))_IUO(BsBmBm+a) #0 , m2>0

La suite {By},>0 est strictement quasi-orthogonale d’ordre s par rapport
3 une forme non réguliere.

Le role tenu par la suite orthogonale qu’on peut associer & une suite
strictement quasi-orthogonale par rapport & une forme réguliére, est tenu, en
réalité, par la suite {®,}n30 qui existe toujours. Lorsque la suite orthogonale
existe, il faudra établir ses rapports avec la suite {®n}n>0. Ces questions
seront abordées dans un prochain article.

3. Il est remarquable que les coefficients Xn,m de la suite {®.}n>0 soient
également de rang fini et cela de fagon plus simple que les coefficients Xn,m
de la suite {B,}n>0.

Indiquons pour terminer, un résultat sur la régularité de la forme L.

PROPOSITION 4.2.— Soit £ une forme linéaire vérifiant l'un des énoncés
du théoréme 4.2. Pour que L soit réguliére, il fout et il suffit que les
conditions suivantes soient réalisées :

@ - G
(4.25) #0 , 0<n<s—1
G - Cn
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Cg+1 v 2-&-3

(4.26) #£0 , n>0
s—1 s—1
nt+l - n+s

Notons {A,}n>o la suite des déterminants de Hankel de la forme L.

On a: [6]
A, = det (C(B,B,)) = det (L(®,B,)) 0 » 720 ,

d’olt compte-tenu des propriétés de la suite {®m}m>o0 :

@ - ¢
An = (=1)" (I ous) , 0<n<s-1
@ - Ca
CO s—1
nt+l e n+1
Anys = (=)™ (I}Luy) , n>0
CO Ca—l
nt+s " n+s

avec Uy = Ny y+s-

D’ott les conditions (4.25) et (4.26) aprés transposition.

Remarques.—
1. Lorsque s = 1, les conditions (4.25) et (4.26) se réduisent & ¢ #0,n>0.

2. La suite {A,}n>0 vérifie également une relation de récurrence linéaire
d’ordre 2s, qu'il est malaisé d’écrire dans le cas général.

Pour s=1,ona:

Antz — Tnt2,n420n+1 + N2qg ng1Bn =0 , 720

Pour s = 2, on trouve :
2 2
Ants — Mntant+4Bnts + Mops n3Bat2 T Mnts ni2ln43,nt3Bnia

2 2 _
—Nat1 nt3Mnta,nt2Bn =0, 720

3. On montrera dans un article ultérieur que la suite {Bp}n>o vérifie une
récurrence d’ordre supérieur & deux, mais d’un type différent de celles
introduites dans le paragraphe 2.
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