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Mesure d’approximation simultanée

MoHAMMED ABLY(

RESUME.— En direction de la conjecture de Schanuel, P. Philippon a

o kl .
démontré que degtrQQ(e"”J (1<i<k,1 5;‘51)) > Pyl 1, o z1,...,z%
(resp. y1,...,y1) sont des nombres complexes Q-linéairement indépendants

et vérifiant une condition technique de mesure d’indépendance linéaire.

Le but de ce texte est de démontrer I’analogue quantitatif de ce résultat

en ce qui concerne les mesures d’approximation simultanées des nombres
e"iYi(1<igk,1<5 <.

ABSTRACT.—In the direction of Schanuel’s conjecture, P. Philippon
proved that trdegQQ(e"'W(IS‘S"!lsiS')) > Ic_+_l — 1, where z1,...,2;
(resp. y1,...,y1) are complex numbers which are linearly independent
over Q and satisfy a technical condition of linear independence measure.
The aim of this paper is to prove a quantitative version of the result of
P. Philippon concerning the simultaneous approximation measures of the
eTi¥i (1<i<k,1<j<l).

I. Introduction

Le résultat principal de ce texte consiste & établir une mesure d’approxi-
mation simultanée, de certaines familles de nombres en dimension positive
ou nulle.

Plus précisément, nous obtenons (cf. Corollaire 1) une mesure d’ap-
proximation simultanée, en dimension positive ou nulle, des nombres
eV, e"r Y ou gy,...,zp (TESP. Y1, .., Yq) sont des nombres complexes

Q-linéairement indépendant et vérifiant une hypothése technique de mesure
d'indépendance linéaire.
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M. Ably

Dans le cadre du probléme de Gelfond Schneider, nous démontrons(cf.
. . . d-1 ¢
Corollaire 3) une mesure d’approximation simultanée de B P oty

est un nombre algébrique différent de 0 et 1 et 8 un nombre algébrique de
degré d > 2.

Dans le corollaire 4, nous obtenons une mesure d’approximation simulta-

née de (2'_” n(w)

) ol w est une période primitive du réseau d’une fonction
w’' w
elliptique et n(w) la quasi-période associée.

Notons que d’autres résultats quantitatifs, sur 'indépendance algébrique

ont été démontrés par Yu. Nesterenko [N;], P. Philippon [P;], E.M. Jabbouri
[J] et G. Philibert [Ph].

L’équivalence entre “mesure d’indépendance algébrique” et “mesure d’ap-
proximation simultanée” a été étudiée par P. Philippon dans [P,]; mais une

équivalence fine entre ces deux notions, en plusieurs variables, n’est pas
établie.

P. Philippon obtient (cf. [P2], Corollaire 6) une mesure d’approximation
simultanée d’une famille de nombres & partir d’une mesure d’indépendance
algébrique de celle-ci. Dans ce travail, nous améliorons ce résultat en

remplacgant ’exposant de la taille qui intervient dans cette mesure par un
exposant plus naturel.

L’outil essentiel, pour la démonstration de ces résultats, est ’algebre com-
mutative et, en particulier, les techniques de “I’élimination” introduite par

Nesterenko (cf. [V1]) dans I’étude des nombres transcendants et développés
par P. Philippon dans [P;].

Le plan de ce travail est le suivant :

Dans la premiére partie, nous présentons les résultats auxiliaires et en
particulier le lemme 8 qui permet de réduire les hypotheses.

Dans la seconde partie, nous énoncons le critére principal au paragraphe
1 et démontrons des corollaires de ce critére au paragraphe 2. Le paragraphe
3 est consacré a la démonstration du critére principal. Elle se fait en
deux étapes; dans la premiére étape (lemme 9), on réduit les hypothéses.

La deuxiéme étape (lemme 10) utilise essentiellement les techniques de
P’élimination projective.
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Mesure d’approximation simultanée

I - NOTATIONS ET RESULTATS AUXILIAIRES

1.— Définitions et notations.

1) Notions de hauteurs et tailles de polynémes & coefficients dans un
corps de nombres.

Soit K un corps de nombres. On désigne par My ’ensemble des valeurs
absolues de K et Sk I’ensemble des valeurs absolues archimédiennes.

Soit v € Mk, on note K, le complété de K pour la valeur absolue v, C,
le complété d’une cloture algébrique de K,, o, le plongement de K dans
C, étendant le plongement canonique de K dans I, et n, le degré de K,
sur Q.

Soit P € K[Xy,...,Xm] (resp. P € Cy[Xy,..., X)) .

Si v € Sk, on note M,(P) la mesure de Mahler de o,(P) (resp. P); la
mesure de Mahler d’un polynéme @Q de C[Xy,...,Xn] est définie par :

1 1 . .
M(Q):exp/()---/0 log |Q(e?* ™1, ..., e¥™m)| duy -+ duy, si Q #0
et M(0)=0.

Siv¢ Sk, on note My(P) le maximum des valeurs absolues v-adiques des
coefficients de o,(P) (resp. P).

On définit les notions de hauteur, hauteur invariante, taille et taille v-
adique de P par :

1

—_— n, - max(0, log M,(P))
a2 s MP)

R(P) =

1
h(P) = K Q| veZA;K ny - log My (P)

t(P) = max(1 + deg P, h(P))
ty(P) = max(1 + deg P, log H,(P))

ou Hy(P) désigne le maximum des valeurs absolues v-adiques des coefficients
i de g,(P) (resp. P).

l Remarquons que si v ¢ Sk, H,(P) = M,(P).
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Remarques.—

Nous utiliserons souvent les inégalités suivantes (cf. [W], p. 26). Soit
vE Sk et PEC,[Xy,...,Xn],ona:

M,(P) < (14 deg P)™H,(P)
et  H,(P)<2¥8PM,(P).

On déduit de ces inégalités :
t(P) < (IK : Q] +1) - 4(P).
Remarquons que pour P € Z[Xj,...,Xm]\{0},ona:

1

P =g vezl;x ny - max(0,log M, (P))
- Tk’l_QT gs: ny - max(0, log M(P))
= log M(P)

puisque )5 o ny = [K:Q].

2) Notion de taille sur une extension de Q de type fini.

L’étude d’une mesure d’approximation d’un point @ = (a@y,...,a,) de
C? en dimension k, consiste & minorer, pour tout point 8 = (fi,...,Bn) de
C? dont les coordonnées appartiennent & une extension de Q dans C,, de
degré de transcendante k sur Q, la quantité max; <i<n |ai — Bilv, en fonction
des tailles (définies ci-dessous) de fBy,...,Bn dans cette extension.

On peut supposer, sans restreindre la généralité, que cette extension est

de la forme L = Q(6,...,0k,0k+1) avec (61,...,6;) € Ck algébriquement
indépendants sur Q et 04, entier sur Z[6,,..

.,0k]. Un tel systéme sera
appelé un k-systéme.

Le polynéme minimal de 84 sur Q(61,. .., 6x) peut s’écrire sous la forme

R(917' .o 79k7Xk+1) ) ol

R(X1,..., X5, Xeg1) = XLy +Ri( X1, Xi) - Xp 1+ +Rs(Xn, . X3

avec R; € Z[Xy,...,X}], pour tout ¢, (i =1,...6)
et 6 = [Q(Gl,...,oHl) : Q(64,. ., 00)].
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Un élément B de L s’écrit de maniére unique (& des facteurs +1 prés)

P;(6 .
sous la forme 8 = 074 Q((.é)) “Oryr ot 8 = (61,...,6k), P; et Q;

sont des polynémes de Z[Xi,...,Xi] premiers entre eux, pour tout i,
(i=0,...,6 —1).

. P;
Soient Q@ =: ppem{Q;,(: =0,...,6§ —1)} et 5; =: 9—@—— Ona:

1

-1
Q)-8 =Y Si(8) 6i: -

i=0

On définit, en suivant ([Wi], définition 4.2.1, p. 103) la taille ¢(3) de 8
“relativement” au systéme de générateurs {6,,...,6k41} par :

t(B) = max{t(Q),(S0), ..., t(Ss-1), 6} .

Cette taille est indépendante, & une constante pres, du systéme choisi; les
tailles d’un élément de L, relativement a deux systémes de générateurs de L,
{B1,...,0k41} et {61,...,6;, 1}, sont égales, & une constante ¢ = ¢(8,8') prés
(cf. [W], Lemme 4.2.22, p. 114). Cela nous améne a la définition suivante :

Soit & = (a1,...,a,) € CT et ¢ : Ry — Ry une fonction. On dira que ¢
est une mesure d’approximation simultanée en dimension k de « si pour tout
k-systeme 61,...,0k41 de C,, il existe ¢ = c(8) > 0 tel que pour tout point

B=(B1,...,Bn) appartenant & (Z[6;,...,0k+1])" dont les coordonnées sont
de tailles, relativement & 6, inférieures & T, on ait :

B, > exp(— .
I?].a‘%cnlaj ﬂj'v > exp(—(cT))

Pour une raison de commodité, nous ferons 1’étude par rapport & un k-
systéme {f1,...,0k+1} avec max;<i<k |8ilv < 1.

On fixe ce systéme dans toute la suite; R désignera le polynéme minimal
de Oy sur Z[6y,...,6;]. La taille d’un élément de Z[6;,...,60r4+1] sera la
taille “relativement au systéme {6;,...,60k+1}”.

3) Hauteurs sur les variétés.

Dans ce travail, nous utiliserons les notations, définitions et résultats de
P1).

Ainsi pour un idéal homogeéne I de K[Xy,..., X} de codimension k+1—r
et d € N7, on définit (cf. [P1], définition 1.14), la hauteur d’indice d de I

{resp. le degré d’indice d de I) par
Hty(I) =: h(f) (resp. Degy(I) =: d°f)
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ou f est une forme U éliminante d’indice d de I. On note aussi :
12lla0 =: Mo(Be.a(£))/Mu(f)

ou 8 = (1,64,...,60k), v € Mg et gﬂ,g désigne le morphisme défini dans
([Py], définition 1.15).

Enfin, pour un polynéme Q € K[Xj,...,X], on note *@ ’homogénéisé
de Q dans K[Xo,...,Xk]-

4) Notation.

Soient f et g deux fonctions de R dans R, on écrira f < g ¢'il existe deux
nombres réels positifs zq et C tels que pour tout = > xo, f(z) < Cy(z).

2.— Résultats auxiliaires.

Les constantes cf, c, ... qui interviennent dans ces résultats sont expli-
cités afin de rendre les résultats effectifs, mais ce ne sont pas les meilleures
constantes possibles.

Rappelons que 6y,...,04+1 (resp. R) est le systéme (resp. le polynome)
introduit dans le paragraphe précédent.

LEMME 1.— Soient P € C,[X1,...,Xn], (11,---17m) € CJ. Soit
(215..-,2m) € CJ tel que maxy<i<m |7i — zily < € < 1. Alors, on a:

[P(v1y-+s¥m) — P(21,. -y 2m)|o < € - exp(c] * to(P))
ot ¢; = m(2 +log(1 4+ max; <i<m |7ilv)).
Démonstration. —

|P(V1y+++sYm) = P(z1,...,2m)|v < |P(’717’Y27---a7m) —P(zl"Y?a-""Ym)‘"
4o 4 |P(21, -y Zm=1,Ym) — P21, 2m)le

En majorant les coefficients de P par et(P) et maxj<i<m |2ily par 1 +
maxi<i<m |7Yilv, on obtient :

IP('Yla---"Ym) - P(zl’-“yzm)lv
< (1+degP)" "™ - (14 max yilo) () 4B P

m
Z E_ _k

X max s — 25 .
~ 0<k<degP v jlo
J=
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k—1
ot I — zble < s = 2ile - D sl - z5l6
1=0 »

<e- 1k
| | <e-(1+ lgzxm lyile)® -
On en déduit que :

IP(71,...,‘Ym)—P(Z],...,Zm)lv

< € -exp[m - ty,(P) + m - log(1l + max |v|,) - to(P) + logm]
<e-exp(c - to(P)) -

|
LEMME 2.— Soient (21,...,2k) € C¥ tel que max(i=1,.. ) |zi — bilo <

¢ < 1. Alors, il eziste zg+1 € C, vérifiant :
R(z1y.. . ze41) =0 et |ziy1 — 841 < (e - exp(ch - tv(R)))%’
oi ¢ = (k + 1)[2 + log(2 + max(i=1,...x) 6i[)]-

Démonstration. — Soient uy,...,us les racines de R(z1,...,2,X),ona:

5
R(z1,...,2k, X) = H(X —u;)
=1

d’oﬁ lR(zl, .o azk’9k+1)lv Z (i—ilnf P l9k+1 - uil,,)5 .
Soit zx41 une racine de R(21,...,2k, X ) vérifiant :

|6k+1 = zk41lo = G inf 5 1k+1 — uilo -

On a, d’apres le lemme 1,
|R(61,. -, Ok, Ok+1) — R(z,... 7Zk,9k+1)lv < e-exp (C'Z . t,,(R))) .
Comme R(6y,...,0k+1) =0, on en déduit le résultat. &

DEFINITION .— (Le semi-résultant de Cudnovskij)
Soient

P
P(X)=aoX"+...+ap=aoH(X——u,-); ap#0
i=1
q
QX)=boXT+ ...+ by =bo [[(X—t:); B #0
i=1
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deuz polynémes de C,[X]. Le semi-résultant de P et Q, noté r(P,Q) est
défini par

r(PQ) =af- 8 ] (wi—t)).

(4,§)
u.'#tj

LEMME 3.— Il eziste un polynéme G de Z[X,,...,X,,Yo,...,Y,] de
hauteur majorée par 5P et de degré au plus q en (Xo,...,X,) et, au plus,
p en (Yo,...,Y,) et vérifiant :

r(P,Q) = G(ag,...,ap,b0,...,bg) .

Démonstration.— Voir ([B], Lemme 2). 1

LEMME 4.— On suppose P non constant. Soit { une racine de P de
maultiplicité s. Si Q(¢) # 0, alors, on a :

0 # |r(P,Q)lo <|QOI; - exp(6 - t,(P) - 1,(Q)) -

Démonstration.— Voir ([R], Lemme 3.8). 1§
LEMME 5. — Soientm > 2 et P € K[X;,...,Xm]. Soientv € Mg, A un

nombre réel > 1 et (z1,...,2m—1) € CI7! tel que max(i=1, .. ,m-1) |2ily < A
Alors, on a :

to(P(21,- -y 2m-1,X)) < (K : Q] +1og24 +m) - t(P).
Démonstration.—Si v ¢ Sk, ona  My(P(z1,.-+,2m-1,X)) < AdesP.
M,(P). Siv € Sg,ona:

My(P(z1,...,2m-1,X)) < (1 + deg P) - H,(P(21,...,2m-1,X))
< (14 degP)™ - A% P . H,(P)
< (1+deg P)™ - Ades P . 298P . M (P).

Comme log M,(P) < [K : Q] - R(P), on en déduit le résultat. §

LEMME 6.— Soient P, ..., P; des polynémes de Cy[Xy,...,Xm].
Ona :

- 266 -



Mesure d’approximation simultanée

SvESk,  My(Tho P) < Y (m+1)d8 P M (P,)
siv¢ Sk, M.,(}__‘,i:l P;) < max(i=1,.. 1) Mo(P;) .

Démonstration. — Voir [P1], Lemme 1.13 pour le cas [ = 2; on démontre
de la méme facon le résultat pourlecas [ >2. §

LEMME 7.— Soient m un entier > 2, P et Q deuz polynomes de
K[X1,...,Xm] non nuls. Sotent (z1,...,2m-1) € CT~! et A un nombre
réel > 1 tels que : ma.X(i=1,,,.,m-l)|zilv <A.

On suppose que P(z1,...,2m-1,X) est non constant; soit { € C, une
racine de P(z1,...,2m-1,X) de multiplicité s. Si, Q(z1,...,2m-1,() # 0,
alors, il eziste FF € K[X1,...,Xm-1]\{0} vérifiant :

1) F(Zl,. .. ,zm—l) = T(P(zla s ’zm-—hX)’Q(zlv s azm-—l’-X))
m |21,y 2m=1)lo S Q215+ - - 2m—1, Q)3 - exp(c - H(P) - 1(Q))
m) t(F) < ¢}y - t(P) - Q)
oy =6(log24 + m + [K: Q])? et ¢ = (4m + 5).
Démonstration. — P et @ s’écrivent :
p .
P(X1,..., Xm) = ZP,»(Xl,...,Xm_l)X;n ot P; € K[X1,...,Xm-1]
i=0
q .
QX1 s Xm) = Y Qi(X1se o, Xmo1)XF 00 Qj € K[ Xy, oo, X -

=0

Posons a; = Pi(z1,...y2m-1) (¢=0,...,p)

bszj(zl,...,zm_l) (]=0,,q)

D’apres le lemme 3, il existe un polynéme G de
2[Xo,...,Xp,Ys,...,Yy] \{0} tel que:

r(P(z1y- . Zm=1,X), Q(21, - - - 1Zm-1,X)) = G(ao, ..., ap,bo,...,by).
Soit F' le polynéme de K[X1,...,Xm—1] défini par :

F(..)_(.) = G(PO(_X_)': s vPP(‘_X_)7Q0(Z.)a s ’Qq(&)) .

On a bien 1’égalité 1) du lemme. L’inégalité 11) découle du lemme 4 et du
lemme 5.
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Estimons, maintenant, la taille de F.

On adegF < 2deg P - deg Q. Si v € Sk, on déduit du lemme 6, que :

MU(F) sz deg P-deg Q | gdeg P-deg Q (1 + deg P)degQ . (1 + deg Q)degpx
x ( max M,(P;))%89Q x M,(Q;))P
(omax ) Mo(P))TET x ( max ' M.(Q;))

Comme

My(P,) < (1 +deg P)™* . H,(P)
< (1+degP)™"!.248P . M (P) pour tout i, (i =0,...,p).

de méme, M,(Q;) < (1 + deg Q)™ - 246 Q. M,(Q), pour tout j, (j =
0,...,9) -
On en déduit que :

M,(F) <m? deg P-deg Q@ A 9deg P-deg Q | (1 + deg P)mdeng
x (14 deg Q)™ 48P . (M, (P))48Q - (M,(Q))*2" .

Si v ¢ Sk, My(F) < (My(P))!89 - (M,(Q))*8 " .
Or,

1

0=

+ Z n, - max(0, log M, (F))+
‘UESI:

g S e a0 os Mu(F)

v¢Sk

4+ ——

Comme 7 s 1y = [K :Q], on en déduit que :

R(F)<2-degP-degQ -logm + deg P - deg Q log 20+
+m-degQ - log(1 + deg P) + m - deg P - log(1 + deg @)+
+deg Q- R(P) + deg P - R(Q) .

Par conséquent :

t(F) <c}-t(P)-t(Q) ou cj =(4m+5).

LEMME 8.— Soient (a1,...,a,) € C¥,
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P un polynéme de K[X3,...,X,] vérifiant : |P(ay, -, an)l, < e < 1 )
Soient (B1,...,Pn) € (Z[by,...,0k41])" vérifiant :

1
VST et g ce <L
1??g}cnt(ﬁ') ST et max lai — Bilo < &1 < ;

On suppose que P n’a pas de zéros dans la boule de centre a et de rayon 3
de CB, avec 261 < €3 < 1.

Alors, il existe un polynéme P* (dépendant de P) de K[Yy,...,Y:] tel
que :

) |P*(01,...,0k)|v < (62 +€1)-exp(cg -t(P)-T).
vy t(P*)<cy-t(P)-T

vy P* n’a pas de zéros dans la boule de C* de centre § et de rayon
&§ -exp(—cyo - T)
o = 7(4k +n + 8) - (k+ [K : Q] + log(2 + |0x41ls) + 5)2 -t(R)
cy = (4k +10) - (4k + n + 8) - t(R)
et cyo=12(k +1)- (2 +1og(2 + |Bx41lv)) - t(R) .

Démonstration. — Rappelons que pour tout ¢, (i = 1,...,n) B; s’écrit :

5~-1
Bi=>_ Pij(81,...,0x) 6], avec P;; € Z[Yy,...,Yi]
3=0

tel que : max 1cic<n t(Pj;) < T.
0<G<6~-1
Posons, pour tout ¢, (¢ = 1,...,n), Si(¥) = Ej;; P j(1,... 7Yk)'Y,;i+1 .
Soit P le polynéme de K[Y1,...,Yk41] défini (en fonction de P) par
BY) =P (5uY),-.., Sa(Y)) -

Montrons que P(6) est “petit”. Par définition, P9) = P(pB) . En utilisant
le lemme 1, on obtient :

IP(8) ~ P()lv < €1-exp (e(f) - to(P)) < &1 -explc(B) - ([K : Q]+ 1) - t,(P)]
ot ¢(B) =n - (2+ log(1 + max(i=1,_n Bilv)) -
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Or, compte tenu de 'inégalité, max(i=1,. &) |fils» <1,ona:

Bilo < max  Hy(Pi)- (deg Pij + 1)* - (14 Beale)’ -

Comme P, ; € Z[Y],
siv¢ Sk, H,,(P,',j) <1
si v € Sk, on a (cf. Introduction, remarques)
H(P;;) < 208 Poi - M(Py5)

< 9deg Pij | Jh(Pij)
< 2UPij) |

Puisque max; ; t(P; ;) < T, on en déduit que :

|Bilo < expl(k + 2+ log(1 + |6k4110)) - T] -

Par conséquent, on obtient :
|P(B8) — P(a)lo < e1-exp(cs - t(P)-T),

avec ¢k =n - (54 k + log(1 + |6k+1]0)) (K : Q]+ 1) .

Comme |P(a)|, < €2, on en déduit :
(a) |P(8), < €2+ €1 - exp(cy - t(P) - T).

Estimation de la taille de P .

Si P sécrit P(X) =Y i Pirin X3t oo X30 (Piyjn €K)yon
a par définition :

P¥)= 3 pjpin SIY) - Sir(Y).
jlr'-yjn

On a évidemment :

deg P < degP-( max degS; <2-degP-T.

I=1,...,n

En utilisant le lemme 6, on obtient : st

v ¢ Sk, M,(P)< M,(P)- max M, (S x...x Si").

J1yeensdn
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Or, puisque pour tout ¢, (i = 1,...,n),S; € Z[Y], on a donc

max M,(S* x...x §i") <1,
J1seesdn
on déduit que : M,(P) < My(P) .
Sive Sg,ona:

M,(B) < (24 k)2 8P T S~ My(pj,,.j, St -+ 59)

jl)“-xjn

< (24 k)24ePT. H,(P). (lxg?gch.,(Si))degp (deg P +1)".

Or M,(Si) < (1 + deg Si)**! - Hy(S))
- Q\k+1 .
S (1+deg§)™ - max  Hy(Pij)

<(1+ deg Si)k+1 .oT. 0<1§1<agc_1 M,(P; ;)

S (2T)k+1 . 2T . CT .
et Hy(P) < 298P . M, (P), d’'ou

B(P) < log[(2 + k)2 48 PT . 20 P . (2T)*+1(2¢)T - (deg P + 1)"]+

+ Z n, - max(0, log M,(P)) + Z ny - max(0,log M,(P))
vESK ‘UesK

<4k +n+17)-t(P)-T +h(P).
On en déduit que :
(b) t(P)<ce-t(P)-T ou c'¢=(4k+n+8).
Posons ¢4 = %63 cexp(—ch-T) avec ¢y =2(k+1)-(2+1og(2+ |0k+1lv)) -

Montrons que P n’a pas de zéros dans la boule de centre 8 et de rayon
£y de Ck+1 | En effet, supposons qu’il existe (8},...,68;,,) € C¥+! tel que :
P(8') = 0 et max;<j<k+1 105 — 6;] < eq.

Posons, pour tout i, (i =1,...,n), B = Si(¢') . On a, par définition,
P(g) = P(8).

Pour tout 7, (i =1,...,n),on a:

18i — Bilo = 15i(8") — Si(8)] -
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En utilisant le lemme 1, on obtient :

max |8} — Bilo < €4 expl(k +1) - (2 +10g(2 + [fr41]s)) - max t(Si)

1<ikn
< eq-exp[2(k + 1) - (2 +10g(2 + |0k41l0)) - T]
< eq-exp(cy - T)

<&
-2
d’ou ll_z_lzaé{nlﬂ: "ailv < lrgagc iﬂ: ,le + Iila.x |at "’ﬂzl
< 3 +é1
S €3 .

ﬂ est donc un zéro de P et §' appartient a la boule de centre o et de rayon
€3, ce qui contredit ’hypothése. On a donc la propriété (d) suivante :

(d) Pna pas de zéros dans la boule de centre 6 et de rayon ¢4 de Ck,

Définissons, maintenant le polynéme P*. Posons :
5 = €3 - exp(—c} - to(R)) .

Soient (z1,...,2k) € C¥ vérifiant max(i=1,. k) |2i — 0ilo < es5. 11 existe,
d’aprés le lemme 2, 241 € C, tel que : R(z1,...,2k41) =0 et

1
|zk4+1 — Okt1lo < (&5 - exp(cr - to(R))?
S €4 .

D’apres (d), ﬁ(zl,. .., Zk+1) # 0. Par suite, le lemme 7. assure l'existence
d’un polynéme P* de K[Xy,...,X,] tel que:

P*(z1,...,2k) = r(ﬁ(zl,...,zk,X),R(zl,‘..,zk,X)) .

Puisque pour tout (zi,...,2x) dans la boule de centre (B1,...,0k) et de
rayon €5 il existe zx4+1 tel que

ﬁ(zl,...,Zk+1)#0 et R(Zl,...,2k+1)=0

On en déduit que P* n’a pas de zéro dans la boule de Ck de centre
(61,...,0k) et de rayon 5. Ceci entraine 'inégalité vi) du lemme.
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L’inégalité iv) du lemme découle de Iinégalité ii) du lemme 7 et des
inégalités (a) et (b) vérifiées par P.

L’inégalité v) du lemme découle de Il'inégalité iii) du lemme 7 et de
Pestimation (b) vérifiée par t(P). §

II - LE CRITERE PRINCIPAL ET SES COROLLAIRES

On rappelle, qu’on désigne, dans toute la suite, par 6;,...,60k41 (resp.
R), le systéme (resp. le polynéme) introduit dans le paragraphe 1 du I.

1.— Enoncé du critére principal.

Soit K un corps de nombres et v € M. Soient v : Ry — Ry une
fonction continue et strictement croissante et ¢ : R, — R4 une fonction
continue, croissante telle que pour tout z € Ry, ¢(z) > 1.

Soit @ = (a@1,...,an) € C2. Soient ¢;, ¢z et c3 des constantes > 0 ne

dépendant que de @, k, n et [K : Q].

THEOREME . — (Critére principal). (Hy) On suppose que pour tout réel
M > My, il existe un idéal Iny = (Pma,-.., Pu,many) de K[Xq,...,X,]
vérifiant :

1) Uensemble des zéros de Ip; dans la boule de C7; de centre o et de rayon

exp (—er M¥! - u(M) - (M)*?)
de C7 est vide.
1) max; <j<m(ar) |1 Pu, ()] < exp (—eaM*H - u(M) - p(M)F+Y)
1) max; g j<m(nn) H(Prr,j) < ca - M.

Alors, il eziste une constante ¢ = c(a, k,n,[K : Q},t(R)) > 0 (effective-
ment calculable) telle que, pour tout point (By,...,3.) de (Z[6y,. .., 0k 1))
vérifiant : maxi<i<n 8(Bi) < T, on ait :

Jmax |a; — Bilv > exp (—ch'H “[¢po w(cT"""1 )]k+2 . [w(ch“)]k'H)

ou w est la fonction inverse de u.

Remarque. —P. Philippon a démontré dans [P,, Corollaire 6], un résultat,
moins fort, avec ’exposant n a la place de k+ 1. Ce théoréme améliore donc
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le résultat de P. Philippon, puisque sous ’hypothése (H;) du théoréme, on
a k < n (cf. [P], critére principal). '

2.— Corollaires.

On déduit du critére principal, des résultats quantitatifs sur les grands de-
grés de transcendance liés a la fonction exponentielle, on considere z,...,1,
(resp. y1,...,Yq) des nombres complexes vérifiant ’hypothése technique sui-
vante : (HT) Pour tout € > 0, tout X > X(¢) et tout p-uplet (A1,..., M)
(resp. tout g-uplet (11, ...,v,)) d’entiers rationnels, non tous nuls, tels que
M| <X (E=1,...,p) (resp. [vj] <X (j=1,...,9)), on ait :

P q
| D Nizi| > exp(~X*©) (resp. | Y vjy;| > exp(—X?)).

i=1 i=1
Posons k; = p_q, Ky = I_’(jj_ll
p+gq P+q

COROLLAIRE 1.— Soit k un entier > 0. Il existe une constante
c1 = c(p,q,k,z,y) > 0 telle que :

i) ¢1(T) = exp(cy - TF*Y) so0it une mesure d’approzimation simultanée,
en dimension k, du point (e®1¥1,... e"?¥1) de CP, sik; =k+1 et > 1.

.. x1-(k41) — (k41 .
1) p2(T) = 1 T*-%-1 . (log T)"l“"[ soit une mesure d’approzimation

simultanée en dimension k, du point (e*1¥1 ... e®»¥1) sik; > k+1.
Démonstration.— Soit @ = (@1,...,0p4), o0 {ay,...,0p} = {e¥¥,
(r=1,...,p), (s =1,...,9)}. En utilisant une fonction auxiliaire & une

variable et un lemme de zéros géométrique, Diaz démontre (cf. [D], p. V.28)
la proposition suivante :

PROPOSITION 1.— Si k; > 1. Alors, pour tout réel X, X > X, il eziste
une famille de polynémes Px 1,..., Px m(x) de Z[Y1,...,Yp,] vérifiant :

a) pour tout j, (j = 1,...,m(X)) Px j n’e pas de zéros dans la boule de
CP?? de centre o et de rayon exp(—c; X*1 - log X),

b) max;<j<m(x) |Px,j(a)| < exp(—cg X"t - log X),
¢) max;<j<m(x) t(Px,j) < co X,

ot c7, cg et co sont des constantes > 0 ne dépendant que de p,q,z ety.
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Sik; > 1let ky = k+1,la proposition entraine que g vérifie les hypothéses
du critére principal dans Q avec u(X) = log X, ¥ = 1. On en déduit, par
conséquent, la partie i) du corollaire.

Si k; > k+ 1, la proposition 1 entraine que a vérifie les hypothéses du

critére principal avec u(X) = X*1~(¥+1).]og X et 1 = 1. La fonction inverse
de u, notée w dans le critéere, vérifie dans ce cas

T
w(T) <<(10gT)”‘ T

On a, par conséquent, la partie ii) du corollaire. |

Remarque. — Si on applique le corollaire 1 ii) avec p=2,g=3et k =0,
on obtient un résultat, similaire & celui de M. Waldschmidt et M. Mignotte
(cf. [W — M], Corollaire 1) :

Soient By,1,. .., 02,3 des nombres algébriques de tailles inférieurs & T', on
a:
2 3
D03 lem¥ — Bra| 2 expl—T® - (logT)™"]
i=1 s=1

Le résultat de M. Waldschmidt et M. Mignotte est plus fin, puisqu’il
sépare le degré et la hauteur dans la mesure d’approximation.

COROLLAIRE 2.— Soit k un entier > 0. On suppose p > 2. Alors, il
eziste une constante ¢y = c(k,p,q,2,y) telle que : '

(ptq)(kt+1) . . . .
i) p3(T) = exp(ey T ¢ ) soit une mesure d’approzimation simul-

tanée en dimension k, du point (z1,...,z,,e%1¥1, ... e%r¥1) de CPO+D) 4
Ky = k‘ + 1.

x2 (k+1) —(k+1)q . .

1v) p4(T) = coT*2=%-1 . (log T) P¥02=*=D) 301t une mesure d’approzi-

mation simultanée en dimension k, du point (zy,...,z,, 0¥ ,e%r¥e)

de CP1P9 g5 kg >k + 1.

Démonstration. — On utilise la proposition (cf. [D], p. V.21, V.22) sui-
vante :

PROPOSITION 2.— Sip > 2, alors on a : Pour tout X > X, il existe une
famille de polynémes Qx,1,-- -, Q@x,m(x) de Z[Y1,...,Y(g41)] vérifiant :
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a) pour tout 7, G =1,...,m(X)), @x,; n’a pas de zéros_ians la boule de
Crla+D) de centre a et de rayon exp[—c1oX *? - (log X)?+7];
b) maxs <jem(x) @x,i(@)] < exp(—en X - (log X)77);
¢) max;<;j<m(X) t(Qx,;) < c12X ot cro, €11 €t €12 ME dépendent que de p,
g, zety.
Si kg = k + 1, la proposition 2 implique que v vérifie les hypothéses du
critere principal avec u(X) = (logX)FiT, Pp=1et K=Q.
On en déduit iii).
Si kg > k + 1, @ vérifie les hypotheéses du critére principal avec u(X) =
Xr2—k=1. (log X)7¥7 et ) = 1.

Dans ce cas, w la fonction inverse de u, vérifie :

w(T) < (T/(log T)#%7) =57 .

On obtient comme sous corollaire du corollaire 2, un résultat concernant
le probleme de Gel’fond Schneider :

COROLLAIRE 3.— Soient ¥ un nombre algébrique différent de 0 et 1,
un nombre algébrique de degré d > 2. Soit k un entier > 0. Alors, il eziste
un réel c3 = c3(k,d, v, 8) > 0 tel que :

vi) @s(T) = exp(csT?*+1)) s0it une mesure d’approzimation simultanée,
en dimension k, de (7°,... ,7‘34_1), sid=2k+1.
(d+1)(k+1) — (k+1)
vit) ¢s(T) = ¢3T S Sl (log T) = 2t 50it une mesure d’approgima-
tion simultanée, en dimension k, de (v%;... ,7”4—1), sid>2k+1

Démeonstration.— On suppose 3 entier algébrique; le résultat se déduit
de ce cas particulier.

Posons : K = Q(1,8), & = (1/,...,7*" "), & = (1,775, 7",
z; = L0 = 1,...,d), zi = B (1 = 1,...,d), y; = Bit - logn,
(7=1,...,d).

B étant algébrique, on déduit de linégalité de la taille (cf. [W] que
zy,...,2q (resp. Y1,...,ya) vérifie Phypothese (HT).

En utilisant le corollaire 2, on déduit qu’il existe ¢’ = ¢(k,d,7, B) tel que:

a) p1(T) = exp(cT?(*+1)) soit une mesure d’approximation simultanée en
dimension k, du point &, si d = 2k + 1.
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b) oT) = TUERT (log T)_T(-kz_‘rrl'-)_l soit une mesure d’approximation

simultanée en dimension k, du point &, si d > 2k + 1.

Pour conclure, il suffit de montrer que si ¢ est une mesure d’approxima-
tion de &, en dimension k, alors il existe ¢ = ¢(k, d,~, B8) telle que ¢ - ¢ soit
une mesure d’approximation de o en dimension k. Puisque la mesure d’ap-
proximation est indépendante a une constante pres du k-systéme choisi; on
choisit un k-systéme 6,...,0x4+1 tel que v € Z[y,...,60k41] .

Soient wy, ..., wq_; des nombres appartenant & Z[6,...,60k41] tels que :

< B _ w;| < exp(—p(T)) .
Krflg}lt(w-) T et  max Iy? —wil < exp(—¢(T))

B étant entier algebrxque de degré d; pour tout ]1, d<j<2d-1)il
existe i j € Z (i =0,...,d —1) tels que : 7 = 44 Aij - B On a donc

d_l ‘P P
7ﬂ} = H(‘Yﬂ‘)ki.l .

i=0

Posons :

Wj=w; silj<d-—1
d—1
= [Jw)* sid<j<2(d-1)
i=0
Wy =7 .

On a maxo<j<2(a—1) HW;) < aT

1
—ifr < exp(——(T
et 020X [v* il < exp( 6290( )

ol C1 =C(kad’7aﬂ) et 62=C(k,d,7,ﬂ)- 1

On en déduit aussi du théoréme un résultat lié aux fonctions elliptiques :

COROLLAIRE 4.— Soit p une fonction elliptique d’invariants g, et g3,
Q le réseau des périodes de p. Soient w une période primitive de Q et n la

quasi-période associée et K = Q(92’P(§))- Alors, il existe une constante
¢=c(w,Q,K) > 0 telle que :
) ¢r T) =cT?-(logT)? soit une mesure d’approzimation en dimension 0
2im n
de (—
w'w
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b) cps(T) = cT*® - (log T)® soit une mesure d’approzimation en dimension I
A7 n
de (—

ww

Démonstration.— On utilise la proposition (cf. [PH], proposition 2)
suivante :

PROPOSITION 4.— Pour tout réel M > My, il eziste une famille de
polynomes Pppy, ..., Pym(m) dans K[X,Y] vérifiant :
i) pour tout j, (j = 1,...,m(M)), Py,; n’a pas de zéros dans la boule de
o
centre (—z—7r~, 17_) et de rayon exp(—cie M?3);

it) max IPM,,(ZLW- —)| < exp(—airM?);

1) max t(Pp;) < c1sM - log M

ot ¢, C17 €t c13 sont des constantes positives non nulles, ne dépendant que
dew, Q et K.

On pose S=MlogM;on a:

— KM« —.
log & <M< log S
Soit Ps,; le polynéme de K[X,Y] défini par Ps; = Pu,; . D'apris
i) Ps; n’a pas de zéros dans la boule de centre (—”-r-,g) et de rayon
w

sa
exp ("C”’?lo_sé_)?) :

2im S3
On déduit de ii) que max; [Ps,](—— —)[ < exp —czo(l—og—sja- et de

iii) que max; t(Ps,;) < c21S.

(-'Z)—Tr- —) vérifie donc les hypothéses du critére principal avec
S?
(1) k‘=0, U(S)=m, ¢=1, dunepa.rt
(2) k=1, u(s) = T 55)3 et 1 = 1, d’autre part.

Dans le cas (1), w (la fonction inverse de u) vérifie :

w(T) < T} - (log T)? .
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On déduit du critére principal la partie a) du corollaire.

Dans le cas (2), w (la fonction inverse de u) vérifie :

w(T) < T(log T)? .
Du critére principal, on déduit la partie b) du corollaire.

3.— Démonstration du critére principal.

Remarquons d’abord qu’il suffit de démontrer le théoréme pour T' > Ty,
avec Ty assez grand, puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de nombres de
Z[by,...,0k+1] de tailles inférieures a Tp.

Pour démontrer le théoreme, nous allons procéder par ’absurde. On
consideére la propriété (S) suivante.

(S) Soit ¢ une constante suffisamment grande en fonction de n, k

K:Q], ¢{(R) et a.

Soit T, un nombre réel vérifiant

9

) T w(TH) - pow(Tytt) 2 Mg* - u(Mo) - (¥(Mo))*+2 .

Soit T un nombre réel > Ty, Bi,...,0n des nombres appartenant a
Z[6y,...,0k41] tels que :
max(i=1,.,n) H(Bi) ST et max(i=i,. n) | — Bils < exp(—(T)),
ol ¢(T) = cT*+ - [p o w(cTHH)]F+2 . [u(cTHH)]E+1

c
Posons M, = w(c/T**!), avec ¢/ =

= m—)— . Soit M; le nombre réel

défini par :

() 2(8ey + 1)MFF - u(My) - (P(M1))¥+2 = M, - (u( M) 5T - (M) .

M, existe, puisque la fonction f : Ry — R définie par

f(z) = 2(6c; + 1)z*F+ - w(z)(p(x))*+? , est continue strictement croissante
donc inversible dans R*.

La démonstration se fait en 2 étapes.
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Dans la premiere étape, nous allons montrer que, sous les hypothéses
(H1) et (S) le point § = (61, ...,6k) vérifie une propriété (Hy) analogue &
(H,); dans lintervalle [My, Ms].

Dans la deuxiéme étape, la propriété (Hz) jointe aux techniques d’élimi-
nation nous permettront d’obtenir la contradiction qui établira le théoréme.

Notons que 1’égalité (**) assure que lintervalle [My, M2 est suffisamment
grand afin de pouvoir appliquer “I’élimination” .

18r¢ étape. Réduction des hypothéses.

LEMME 9.— Si (H;) et (S) sont vérifiés, alors on a la propriété (H,)
sutvante :

(H2) Pourtout M € (M, M,)], il eziste un idéal Ins = (Qmp,- -, QMm(i))
de K[Yi,...,Y:] vérifiant :

vir) L’ensemble des zéros de Tpy dans la boule de CE de centre

8= (61,---,6k) et de rayon exp (—caM*+1 - u(M) - (Y(M))*+?) est vide;
Vi) Mm% ¢ maty [ QDo S exp(—es M - u(M) - (HADPFH);
IX) maxigj<mm) H(Qm,;) < csM - T

ot cg = bc1 +1, 65=22—2- et ce = (4k +n + 8) - (3k +10) - t(R) - cs.

Démonstration.— Soit M € [My, Mz). Les inégalités (*) et (**) dela
propriété (S) impliquent que M; > Mjy. Par suite, I’hypothése (H;) assure
Pexistence d’un idéal Iy = (P31, .., Pur,m(ary) de K[ X1, ..., Xp] vérifiant
1), 1) et 11) du théoréme.

Posons, pour j, (j = 1,...,m(M)), Qum,; = Pjy; ot Py ; désignele
polynéme de K[Y7,...,Y}] définie, en fonction de Pyy,;j, par le lemme 8.

En utilisant les inégalités 11) et 111) de ’hypothese (Hy), les inégalités de
(S) et les inégalités 1v) et v) du lemme 8, on obtient

max |Qm,;(O)lo < [exp (—ea M*H! - w(M) - (M) ) + exp(—p(T))}x
j
x exp(cg-cs-M-T).
Or, pour tout M € [My, M), ca M*+1.w(M)-(sp(M))*+! < o(T), d’aprés
la définition de M2. On en déduit que :

max |Qar 1(8)lo < 2+ exp[—ca MM - u(M) - ($(M))*] - exp(cy - SMT).
J
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D’autre part, on a, d’aprés la définition de M,

2e, MY w(My) - ($(M1))*H? = My - (u(My)) T - (h(My))*+
= ¢ FHMy - T - (p(My))H+ .

Puisque ¢’ est assez grand, on peut supposer que :
lﬁ,‘f 8eq , ’
c >C—2(cs-C3+log2).
D’autre part, ¢ > 1, on en déduit que :

max |Qa,;(9)lv <exp[——M"’+l u(M) - (p(M))*+1]

d’olt I'inégalité viir) de (Ha).

L'inégalité 1x) de (H;) résulte de 'inégalité 111) de H; et I'inégalité v) du
lemme 8.

Montrons que VII) est vérifiée.

D'aprés (Hy) 1), pour tout M > My et tout j, (j = 1,...,m(M)), Py ;
n’a pas de zéros dans la boule de C} de centre ¢ et de rayon
exp[—es ML - u(M) - ($(M))*+?];
comme 2¢; - Myt u(My)- ('sz(]\/Iz))k‘*2 < @(T), on en déduit, grace au lemme
8 vI), que QM,,( P}y ;) n’a pas de zéros dans la boule de Ck de centre @
et de rayon exp[—6 - ¢ - M¥ 1. w(M) - (p(M))*+?] - exp( c1oT), pour tout
M € [My, Mz]. Or, on MF! . w(My) - (Y (M1))**2 > ¢ **1T et comme on
peut supposer que c'ﬁ_'f > clo, puisque ¢’ est suffisamment grand, on peut
conclure que Qpr,; n’a pas de zéros dans la boule de C¥ de centre 8 et de
rayon exp[—(6 - ¢; + 1) - M*+1 . u(M) - (4p(M))*+?] pour tout M € [My, M,],
d’oti la propriété vir) de (Hz) .

2¢me étape. Elimination.

On utilise les notations, définitions et résultats de [P;]. Pour simplifier
les notations, nous omettrons l'indice v, qui désigne la valeur absolue
considérée, dans celles-ci.

Soit r un entier tel que 0 < r < k + 1. Considérons I’assertion (4,)
suivante.
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(A;) Il existe P, un idéal premier homogene de K[Y1,...,Y;], de codi-
mension k+1—r, vérifiant, avec d, = ([c6 - M2 - T| + 1,...,[cs - M2 - T] +1)
€ N7, les inégalités suivantes :

x1) Htg (Pr) < c53 "3 (Ma - T)**1 et Degy (Pr) < cpa(Mz - T)%.

xt) [Pl < expl—(“m) T . (y(0y)) - (Htg,(Pr) + My T

Deg, (CPr ))] ot cg = (4k+n+8)(3k+10)-t(R)-cs, c2o = 8(k+2)-log(k+1)-¢s
et [co "M, - T) désigne la partie entiére de cgM; - T.

LEMME 10.— On a les implications suivantes :
(e) (Hz) = (pour tout entier r tel que 1<r <k+1; (4,)=(41));
(b) (Hz) = (Ao).

Démonstration. — Supposons (H,) et (A,) vérifies pour r, 1 <r <k+1
Montrons que (A,—1) est vérifiée.

Considérons l'idéal (P,) qui vérifie (A,); nous allons montrer que,
min,ezp,){lly —8ll} est “suffisamment petit”.

Posons di = [ce M2T] + 1. En utilisant le lemme 2.7 de [Py] et l'inégalité
x11) de (A,), on obtient les inégalités suivantes :

1
(Pr)
min Dista, (1,0) < [Prllg " -exp(ciy - T)

yeZ(P
ou cj; = 20(k + 1) -log(k + 1) - ¢ . Par suite,

Pr)
Deg Pr)

yem%n Disty, (y,8) < exp[— —( (ﬁi))"—r (p(Ma))" (

+ M - T)] - exp(cy; M, - T)

}i‘fi))w (M) My T+ My T)

< exp[—(u(Mp)) ¥ - (My) - Mz + ¢} My - T).

< expl(

Comme u(M;) = ¢T*+1, avec ¢! “suffisamment grand”, on peut donc
supposer que ¢' > (4c};)**! et par suite, on a :

(1) yenzlin )Dlstdl(y,e) < exp(—cjM;-T).
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Soit z € Z(P,) tel que :

Dist ,0) = 1 Dist 9l .
istq, (z,0) genzu(gr){ ista, (y,8)}

Ona zq # 0; en effet, si o = 0, puisque ||8]| < 1, on tire du lemme 1.16 (i)
de [Py] 'inégalité : Dist(z,8) > (k+1)? . D’autre part, le lemme 2.9 de [P;]

entraine que :
Dista, (z,8) > Dist(z, 8) - (2(k + 1)) 724+V)

On aurait, alors :
Distg, (z,8) > exp(—4(k + 1) - cs - M2 - T) > exp(—cy, - MoT) .

Cette derniére inégalité est absurde, d’aprés (1), on a donc zo # 0. Par
suite, en utilisant & nouveau le lemme 1.16 ii) et le lemme 2.9 de [Py], on

obtient :
lz — 8]l < 3(k+1)* - Dist(z, 6)

< Distg, (z,8) - exp[8(k + 1)ce - M2T]

d'ott

(2) Ean}% ){”y—f)n}< mm {Dlstdl(y,G)}exp[8(L+1) ce - My - T

Sexp[ (U(Mg)) 1/)(M2) ]VI2+2C11 Mz T]

Comme, u(M,) = ¢'T**! et on peut supposer que ¢’ > (4c};)**!, on en
déduit que :

EnZ]}% ){Hy -9} < e\p[——Mz (u(M3)) T - (M)

< expl—ca My F u(My) - ((My))*+?) |

Considérons S ensemble des nombres réels M tels que M; < M < M, et

Zin (ly = 81} < expl—cq - M5 - u(d) - (SON7]

S est non vide, puisqu’il contient Af;. Soit M sa borne supérieure, S étant
fermé, ona M € S.

La propriété (H) assure ’existence d’un polynéme Qj m de K[Y, ..., Y]
n'ayant pas de zéros dans la boule de C¥ de centre § et de rayon exp[—c4 -
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M*1 (M) - (p(M))*+?]. On déduit, grace 3 D’inégalité précédente que
kQ;r ¢ Pr, et par suite que, codim (Pr,*Qjm)=k—r+2.
Soit 'Pr 1 I'idéal défini formellement par :

ou, I,..., I, sont les idéaux premiers minimaux, de codimension k+2-r,
associés & (Pr,"Qjm) et e1,...,ee les longueurs des idéaux primaires
correspondants.

Soit Y¥; (i = 0,...,k) tel que Y; ¢ P, et soit p le K[Y,...,Yi]ld,_,]
homomorphisme défini par :
p: I{[Yb) sty YT][d—r] - I{[Yv(h ey YT][-d-r—l]
Ur — Y-dl —deg Q.M . hQJ M

Si f est une forme U-éliminante d’indice d, de P, alors p(f) s'écrit (cf
Proposition 2.4 de [P;]) :

£
p(f)=x-T14,

s=1
ou A € K et f, est une forme U-éliminante d’indice d,._, de I,.

p(f) est donc une forme U-éliminante d’indice d,._, de P,—1. En utilisant
le lemme 2.1 de [P;] et Pinégalité x1) de (A,), on obtient :

=r-1

Degi'_l(ﬁr—l) < Degi’. ('Pr) < 622(M2 . T)L

et Htq_ (Pr1) < Htq (Pr) + [B(Qj,m)
+6(k +2) - log(k +1) - cg - M2 - T]- Degy (Pr)
< Hty (P,) + [6(k +2) - log(k +1) + 1] - cs(M - T)**!
< e (M - THFHY
Pour majorer ”ﬁr—lni,_u nous allons distinguer deux cas, suivant que

Z{P,) a un point “trés proche” de 8 ou tous les points de Z(P;) sont
relativement éloignés de 6.

1¢F cas M = M,.

En utilisant le corollaire 2.3 de [P}, on obtient :

1Pr-alla,_, < (IPrlla, +1Qj5,0(8)]) - explerz(Htg, (Pr)
+M, - T - Degy (P)]
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ot ¢l =32-(k+1)-log(k+1)-cs.
Les inégalités xir) de (Az) et l'inégalité vim) de H, jointes & I'inégalité

précédente, entrainent :

IPr-allg,_, < [expl— (J(ﬁ'i)) ($(M2))"- (Htg (Pr)+ My - T

x Degy (Pr))] + exp[—cs - M*¥*1 . u(M) - (p(M))*+1]] x
x explcio(Hta (Pr) + M, -T - Degy (P,))]-

Or, nous avons démontré (voir p. 26) :

tq _l(ﬁr—l) +M,-T-. Degir_l(ﬁ,-_l < 622(Hti,(P')
+ M, - T -Degy P;)) < c; "3 (M - T)*+! .

D’autre part, comme u(Mz) = c!'T**! et ¢ est “suffisamment grand” pour

qu'on puisse supposer > (532 4 clpckF! +1og2), on en déduit que :

(001))" - (")) T 51, (P,) + My - T - Degy, (P,)

M: ~ ~
> (p(M2))" - (u:ﬁkfl)) Hty_ (Pro1) + My -T-Deg,  (Pro1)l+
+cio(Hty (Pr)+ M- T Degir_l(P,)) +log?2.

D’autre part, on a :

MM (M) (p(M))** > M"“(U(Mz))  (u( M) - ($(Mp))*H?

R BHCCONE ;”m L)

Comme u(M;) = c'T**! et ¢’ est suffisamment grand pour qu’on puisse
supposer :

1
cFHT s 2 (ch7 4 cip - ch3 ' +log2)
on en déduit :

o5+ MM u(M)(p(M))HH

> (RN (y(aa))y Hty, |, (Bros) + My T Degy_ (Bra)lt

+cio(Hty (Pr)+ M, -T- Deg,_ (Pr)) +1log2.
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On en conclut :

1Pr-1lla,_, < expl[- (7(’%21))&% -($(Mz)) ™t - (Htg_ (Pror)

+ .'7\42 -T- Degir_l(ﬁr-—l))] .

28me cas: M < M,.

u et 1 étant continues en M; il existe n > 0 tel que : pour tout N
vérifiant : M < N<M+n<Mz,ona:

u(N) Su(M)+1 et H(N) <p(M)+1.

Soit M' tel que : M < M' < M + 5. Comme M est la borne supérieure de
S,on a:

expl-edd' " u(M W) < min (ly - 81}
< expl—c MM Lu( MY (M)).

D’autre part, nous avons montré (voir les inégalités (1) et (2), p. 25) que:

yenzi%r;’ Distq, (y,8) < exp(—cy; - Mz - T)

et yerg%r%){ﬂy 9} < Emm {Distq, (y,8)} - exp( LM, T).

On en déduit que :

i — 8|} < min {Dists,(y,8)}7.
ergzgr){llg 911} _lenzlzgr){ ista, (y,6)}

Par suite, on obtient :

exp[—cq - M"* ! u(M') - ($(M"))**?] < min {Distq,(y,0)}} .
yEZ(Pr)

En utilisant (H3) vir) et I’inégalité précédente, on obtient :

1Q;,m(8)| < exp[—cs - M*+1 . (M) - (p(M))¥+']
< exp[—cg - M"* 1 u(M') - (p(M)FF2 )
< 1enln {1, (stt(y,G))’VQ}
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cs - MM u(M) - ((M))E+
e M (M) (PR

ou A=

Remarquons qu’on peut supposer sans restriction que ’hypothése (H;) est
vérifiée avec c; < 4(6cy + 1) et par suite que ¢5 < 2¢4. On a alors % <1
D’autre part, le choix de M' implique

/\ -
3 2 T (D) 2 (b))

En utilisant la proposition 2.5 de [P1] et Pinégalité xi) de (A,), on
obtient :

||'Pr_1||g' L S IPr Ik explcip(Hta (Pr) + Mz - T - Degy (Pr))]
Sexpl-3 - (UM )i - (4(0,))" - (Heg, (P) + Mo - T - Degg (P,)

+ Cl2(Hti,- (Pr) + M, -T- Degir (Pr))] .

u(Ms)\ 5

Or > (Tk+1

) Y(My) > 1G LT et ¢ est suffisamment grand

1
. rrey /! A 3 .
pour qu’on puisse supposer que : Cs - ¢ *+1 > 16¢cq - ¢j5. On en déduit que :

2 (M) k. ($(0)) (Bt (Pr) + M T Degy (P,)
> (M)t (p(at)y - (Htg,_, (Pra)

+ My T-Degy _ (Pro1)) + cho(Htg (Pr) + Mz - T - Degy (Pr)) .

et par suite :

s =
IPr-alle, _, < exp [— (gg(i\—ffx)) T ) x

X (Htir_l(ﬁr_l) + M2 -T. Degir_l(Pr_l)) ] .
Dans les deux cas mentionnés plus haut, on obtient la méme majoration,

vue la définition de ’ﬁr_l, il existe un idéal premier homogene I,, 1 < s <k
que nous noterons P,_1, de codimension k + r — 2 vérifiant :

1Pl < expl—(ASA) 5 s (y(Ma)) =" - (Hta,_, (Proa)
+ M2 . T . Degir-x('Pr—l))] .
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On a évidemment :

Degi,_l(Pf“l) < Degg_r_l(ﬁr—l) < ey (M- T)k
et Hty_ (Pr-1) < Htg,_ (Pro1) S b3 ™ - (Mp - T

Ainsi, P,_; vérifie Passertion (A,—1), ce qui entraine le lemme 10 a).

Montrons le lemme 10 b), 'assertion (Ax41) est vérifiée avec Pyr = (0).
L’inégalité x11) est évidemment vérifiée et les inégalités x1) découlent de la
proposition 2.8 de [P1]. On déduit donc du a) que si (H3) est vérifiée alors
(Ao) Vest aussi. 1

FIN de démonstration du théoréme : si I’hypothése (H;) et la propriété
(S) sont vérifiées; le lemme 9 entraine que (H;) est vérifiée et, par suite,
que (Ag) 'est aussi grace au lemme 10.

Comme l’assertion (Ag) est évidemment fausse, puisqu’elle est équiva-
lente 4 1 < ||Po]| < 1. On a donc une contradiction. On en déduit donc
que si (H;) est vérifiée alors la propriété (S) n’est jamais vérifiée, d'oti le
théoréme.

- 288 -



Mesure d’approximation simultanée
BIBLIOGRAPHIE

[B] BROWNAWELL (B.).— Some remarks on semi-results, in : Trancendence theory :
advances and applications (Eds. Baker and Masser), London, 1977.

[D] Di1az (G.).— Grands degrés de transcendance pour des familles d’exponentielles,
dans : Séminaire d’arithmétique, Saint Etienne, 1986, 1987.

[J] JaBBoURI (E.M.).— Mesure d’indépendance algébrique sur les groupes algé-
briques commutatifs, (manuscrit).

[N1] NESTERENKO (Yu).— Estimates for the orders of zeros of functions of certain
class and their applications in the theory of transcendental numbers, Izv. Akad.
Nauk, U.S.S.R., Ser Math., 41, 1977 Math. U.S.S.R. Izv, 11 1977, p. 239-270.

[N2] NESTERENKO (Yu).— Measures of algebraic independence of numbers and func-
tions, dans Journées Arithmétiques de Besangon, Société Mathématique de France,
Astérique 147-148, 1987, p. 141-149.

[P] PHiLIPPON (P.).— Critéres d’indépendance algébrique, Publications mathémati-
ques, LH.E.S. 64, 1987, p. 5-52.

(P2] PHILIPPON (P.).— Sur les mesures d’indépendance algébrique, dans Séminaire de
Théorie des Nombres, Paris, 1983, 1984, ed. C. Goldstein (C) 1985, Birkhauser
PM 59, p. 219-233.

[PH] PHILIBERT (G.).— Une mesure d’indépendance algébrique, Annales de I’Institut
Fourier, (& paraitre).

[R] REYSsAT (E.).— Un critére d’indépendance algébrique, Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik, (Crelle 329, 1981, p. 66-81.

(W] WaLDsCHMIDT (M.).— Nombres transcendants, Springer Verlag, LN n° 402,

1974.

[W-M] WaLpscHMIDT (M.), MIGNOTTE (M.).— Approximation simultanée de valeurs
de la formation exponentielle, Compositio Mathematica, Vol. 34, Fasc. 2, 1977, p-
127-139.

(Manuscrit regu le 28 octobre 1988)

- 289 -



