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Géométrie des Variétés Invariantes
d’un Difféomorphisme Axiome A
et Transversalité Forte

ANA CAscoNn®M)(2)B)

RESUME. — On étudie sur une variété compacte de dimension n la structure
de variétés invariantes prés des ensembles basiques des diffeomorphismes qui
satisfont les conditions “Axiome A” et “Transversalité Forte”. On montre
qu’il existe un voisinage de toute piéce basique que ne soit pas un puits
ol les variétés instables varient de fagon continue dans la topologie C. On
montre aussi que sur les surfaces les puits et les sources sont les seuls points

au voisinage desquels la courbure géodesique des courbes invariantes peut
ne pas étre bornée.

ABSTRACT.— We study the structure of the invariant manifolds nearby
the basic sets of an axiom A diffeomorphism of a compact n-dimensional
manifold satisfying the strong transversality condition.

We show that on a surface, the only points in the neighborhood of which
the geodesic curvature of the invariant curves may be unbounded are sinks
and sources. Examples are given.
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Introduction et énoncés des théorémes

Notre objectif est d’étudier la configuration globale des variétés inva-
riantes associées & un difféomorphisme.

L’existence de variétés invariantes généralise la notion d’orbite d'un
champ de vecteurs. On sait qu’un champ de vecteurs définit un feuille-
tage (singulier). Une question naturelle est donc dans quels cas les variétés
invariantes fournissent une lamination sur une variété. Pour cela, on va étu-
dier les points d’accumulation de courbure. D’une fagon naive, on pourrait
dire qu’un point d’accumulation de courbure est tel que sur un voisinage les
variétés invariantes se “plient” de plus en plus.

Dans les derniéres années les difféomorphismes dits de Hénon ont été
beaucoup étudiés. Ces difféomorphismes des surfaces contiennent un point
homoclinique transverse. Il a été remarqué notamment l'existence d'un
ensemble qui parait étre un attracteur assez compliqué, qu’on appelle
attracteur étrange.

Au voisinage d’un tel “attracteur” il existe des variétés invariantes qui
se “plient beaucoup”. On pourrait donc espérer que ’étude des points
d’accumulation de courbure pourrait aider a comprendre de tels ensembles.

On dit que z est un point d’accumulation de courbure instable (ou stable)
d’une famille C,, de variétés invariantes de dimension un s’il existe une suite
Tn qui converge vers ¢ telle que chaque z, appartienne & une courbe C, et
que K(z,) tend vers 'infini (K (z,) est la courbure géodésique de C, au
point z,).

On a démontré (voir [C], [CL]) que tout point d’accumulation de cour-
bure instable des courbes invariantes des difféomorphismes de Morse-Smale
sur une surface compacte est un puits.

On verra ici que le méme résultat est vrai pour les difféomorphismes
sur une surface compacte qui satisfont les conditions “Axiome A” et
“Transversalité Forte”.

L’étude des sous-variétés de dimension plus grande que un du point de
vue de la courbure est plus complexe et ne sera pas envisagé dans ce travail.

Mais ’étude de la structure locale effectuée dans la partie I devrait per-
mettre de généraliser le résultat sur 'accumulation de courbure (démontré
dans la partie II) & des variétés de plus grande dimension.
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Dans la suite on va d’abord faire quelques rappels et donner quelques
définitions. Dans la partie I on étudie la structure locale des variétés
invariantes (de dimension quelconque) au voisinage d’une piéce basique.

On démontre une version un peu plus forte d’un théoréme de J. Palis [P].

THEOREME 1.— Soit f un difféomorphisme C” qui satisfait les condi-
tions “Aziome A et transversalité forte”. Soit A une piéce basique qui ne
sott pas un puits. Alors il exziste un voisinage de A ot les variétés instables
varient de facon continue dans la topologie CT.

Dans la partie II, on démontre le théoréme 2 et on donne quelques
exemples.

THEOREME 2.— Soit M une surface compacte munie d’un difféomor-
phisme f qui satisfait les conditions “Aziome A et transversalité forte”.
Tout point d’accumulation de courbure instable est un puits.

Dans la partie III, on regarde quelques exemples dans le bord de 'en-
semble qui satisfait I’Axiome A et la condition de Tranversalité Forte. En
particulier on donne un exemple de difféomorphisme avec un point hétéro-

clinique de tangence qui posséde une infinité de points d’accumulation de
courbure.

Finalement, dans Pappendice, on démontre une version forte du “\-
lemma?”.

Je remercie les innombrables suggestions de J. PaLis et R. LANGEVIN et
l'aide constante de R. ROUSSARIE.

Définitions et rappels

Soit f un difféfomorphisme de classe C" d’une variété compacte M de
dimension n sans bord. On choisit une métrique riemannienne sur M.

Sur 'ensemble Dif f7(M) des difféomorphismes de M de classe C", nous
mettons la topologie C".

Dans la partie I, ou on étudie la structure locale, on va travailler avec
des variétés invariantes de dimension non constante et on veut controdler la

fagon dont ces variétés convergent vers une autre variété de dimension plus
petite.

Pour donner un sens & ce probléme, on va avoir besoin d’une série de
définitions.

D’une fagon usuelle, on dit qu’une famille de sous-variétés de dimension k
varie de fagon continue dans la topoligie C" si tout point admet un voisinage
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dans lequel la trace de la famille est une lamination de dimension k et de
classe C".

Une lamination £ de classe C" et de dimension k dans une variété M
de dimension n est telle que : pour tout z € L, il existe un voisinage V,
ot la lamination est donnée par 'image de (A x D¥) : le sous ensemble A
de R™~* est compact et D* est le disque compact de R*. L’application & :
A x D¥ — M est telle que pour tout y de A, o, : D* — M soit un
difféomorphisme de classe C" et y — ®,, soit une application continue dans
la topologie C". Un plaque de £ est 'image par @ de {y} x D*. La classe
d’équivalence des plaques qui ne sont pas disjointes forme une sous-variété
de classe C" et dimension k de M, dite feuille de L.

L’image des ensembles A x D* C Ax D* par les applications ®; = &| 4, pi
définit une lamination de classe C” et dimension i < k dans M, dite
lamination subordonnée & £. On remarque que la notion de lamination
subordonnée est plus faible que la notion de sous lamination.

F() x4

Dews _ i«
Dt ;

/fﬂf"fg: £

Figure 1

Pour donner un sens a la phrase suivante : “la famille L; de sous-variétés
de M de dimension p; converge vers la sous-variété C' de dimension k < i’
il nous faut maintenant relever des sous-variétés dans des espaces de jets
adaptés.
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D’abord on dit que la famille L; converge vers C dans la topologie C° si

lim D(L;,C) = hm (sup d(z,L;)) =0,

t—00
ov d(z,L;) = yig[f:. d(z,y) avec d la distance sur M.

On remarque que D n’est pas une distance sur M. On remarque aussi
qu'en particulier L; converge vers C dans la topologie C° s’il existe une
projection de C sur L; en une k-sous-variété C; telle que la distance de
Hausdorff de C; & C tende vers 0. Les courbes {UC;UC} forment une
lamination de dimension k(la dimension de C) et de classe C°..

Maintenant, on va travailler avec des fibrés en grassmaniennes. Tout fibré
en grassmaniennes sur une variété munie d’une métrique riemannienne est
aussi muni d’une métrique riemannienne. Sur chacun de ces fibrés, on va
considérer la convergence C° définie comme ci-dessus.

Soit Gk,n = (Gk,n,™,Gk,n) fibré en grassmaniennes des k-plans sur M.

L'application 7 est la projection canonique et par chaque point z de M
passe la fibre.

Gi,n(z) = {(z,h)/h est un k-plan dans I, M}.
Posons :

C={(zT.C)/zeC} , et
Li={(z,h)/z € Li et h estun k-plan dans T, L;}

b
pour chaque Lj;.

La sous-variété C de Gk,n est un graphe au dessus de C, donc est de
dimension k. Chaque L; est de dimension p; + k(p; — k).

On dira que la famille L; converge vers C dans la topologie. C? si la
famille L; de Gk,» converge vers C' dans la topologie C°.

Pour itérer ce procede on dira que L; converge vers C dans la topologie
C"si L; converge vers C dans la topologie C™1.

Donnons un exemple pour illustrer ces définitions. Soit M une variété de
dimension 3, soit C' une courbe dans M et soit S une surface dans M. Le
fibré G1 3 = (G1,3,m,G1,3) est de dnnensxon 342 =25, ot 2 est la dimension
de la fibre : On a C une courbe et § est une variété de dimension 3 (S est

une fibré sur S de fibre le cercle). On remarque que le relevement C de C
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dans G, 5, fibré en grassmaniennes de 1-plans sur G 3, est une courbe. Le

relévement S de S dans Gy 5 est une sous-variété de dimension 3 + 2 =5.

Figure 2

Passons maintenant au rappel de certaines définitions et résultats clas-
siques de la théorie des systémes dynamiques.

On dit que f satisfait ’Axiome A si ’ensemble non-errant Q(f) est
hyperbolique et est égal a la fermeture de ’ensemble des points périodiques.

On sait (théoréme de la décomposition spectrale) que Q(f) = Aju...uAx
est I'union finie et disjointe d’ensembles fermés transitifs A;, dits pieces
basiques. Pour chaque piéce basique A il existe une décomposition continue
en somme directe TM|y, = ES @ E* tel que pour une métrique adaptée il
existe 0 < § < 1 avec ||df|gs|| < 6 et ||df " |g«|| < 6. Il existe des variétés
instables W*(A) = U W*(z) et stables WS(A) = U WS (z), ot W(z)

TEA z€EA
est tangente en z & E*(z) et W5(z) est tangente en z & E5(z). On note
W"(A) = U W*(z) avec W*(z) = W*(z) —z, W} (A) = U We(z), avec
€A z€EA
Wk(z) = {y € W*(z)/d(z,y) < e}, o d est la distance sur la feuille W*(z).

Notons finalement W;%.(z) un petit voisinage de = dans la variété instable
qui passe par z.
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Les variétés instables (et stables) sont disjointes et dépendent de facon
continue du point dans la topologie C" (théoréme de la variété invariante,
[HP]), et au voisinage d’une piéce basique fournissent une lamination
instable (ou stable) de classe C" . Cela implique que pour toute piece basique
Aet pour § fixé, W§'(A) est une lamination dans un ouvert de M. La variété
M se décompose en variétés instables (ou en variétés stables) : tout point de
M appartient & une variété stable (et aussi a une variété instable) d’une piéce
basique. Pour ’étude des variétés invariantes des ensembles hyperboliques

voir [HP] ou [S].

Les piéces basiques sont de plusieurs types : attracteurs, répulseurs ou
de type selle. Un attracteur A est un ensemble dont un voisinage B(A),
dit bassin d’attraction, est tel que l'orbite positive de tout point de B(A)
converge vers A. Parmi les types d’attracteurs, les puits sont dits attracteurs
triviaux. Un puits est un point périodique dont toutes les valeurs propres
associées ont un module plus petit que un. La variété instable associée
est de dimension zéro. D’autre part, il existe des attracteurs hyperboliques
non triviaux. Les variétés instables des points d’un tel attracteur ont une
dimension différente de zéro et sont entiérement contenues dans attracteur.
Le bassin d’attraction est feuilleté par les variétés stables des points de

l'attracteur. Un exemple trés connu d’attracteur hyperbolique non trivial
est 'attracteur de Plykin ([P1}, [GH]).

Les répulseurs ont un bassin de répulsion de dimension n. En particulier

il y-a des sources, qui ont des points périodiques dont toutes les valeurs
propres ont un module plus grand que un.

Les autres pieces basique sont du type selle.

N . \‘{(

selle

puits selle
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selle _ attracteur de Plykin

Figure 3

Pour chaque piéce basique A il existe un domaine fondamental propre
stable, c’est-a-dire un compact D3 disjoint de A tel que l'orbite de chaque
point de W5(A) ait au moins un et au plus deux représentants dans Dy
(voir [HPPS])).

Un difféomorphisme f satisfait la condition de transversalité forte si
en tout point de la variété M les variétés stables et instables locales
sont transverses. On dit que Q(f) a un cycle s'il existe P;,Q1 € Ay,
P,Q2 € Aiyy..s PryQn € Ay, tels que W*(P}) N WS5(Qj41) # 0 et
WY(P,)NW5(Q,) # 0 pour tout j =1,...,n—1.

Si f satisfait I'’Axiome A et la condition de transversalité forte, Q(f) n’a
pas de cycles et on peut définir un ordre partiel : A; > Aj si W*(A;)N
W5(A;) # 0. On définit le comportement comp (A;,A;) = n s'il existe une

chaine de pieces basiques A; = Ay, > ... > A;, = A; et la longueur de cette
chaine est maximale.

Une référence pour tous ces concepts est le livre de Shub [S].

I — La structure locale

Pour démontrer le résultat annoncé il suffit de comprendre la structure
des variétés invariantes prés des pieéces basiques non triviales et pres des
selles. Pour cela, on aura besoin d’une version forte du “A-lemma” ([NP}),
qu’on démontre dans 'appendice, et d’un théoréme qui dit qu’au voisinage
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d'une piece basique qui n’est pas un attracteur trivial, les variétés instables

ont une structure de lamination (comme définie auparavant & 1’aide des
fibrés en grassmaniennes).

Dans ce paragraphe on va donner d’abord quelques propriétés des dif-
féomorphismes des variétés compactes sans bord de dimension quelconque
qui satisfont 1’axiome A et la condition de transversalité forte.

Soit f un difféfomorphisme de classe C", A une piéce basique pour f avec
k= dim W*(z),z € A,k # 0. Soit Df un domaine fondamental stable
pour A. On remarque que A peut étre un attracteur non trivial.

“Alemma” Soit N une variété fermée de dimension k et classe C”
transversale & D3 et soit A = N N D%. Etant donné ¢ > 0, il existe un
voisinage V de W} (A) avec la propriété suivante : pour tout § > 0 il existe
7i tel que pour tout n > 7 les composantes connexes de f*(N)NV qui
contiennent des points de f™(A) sont § — C" proches de W*(A).

Remarque. — La démonstration du “A-lemma” prouve qu'une lamination
L de dimension k et de classe C" transverse & D3 se prolonge & une
lamination dans un voisinage V' de A, donné par

{U f“(L)UV} U WH(A).
Lecl

neN

COROLLAIRE .— Si A; et A sont des piéces basiques telles que A; > A;
etsi T est un disque fermé coupant transversalement W5(A;), T coupe aussi

W3 (A)).

La démonstration de ces résultats est dans ’appendice. Passons a I’étude
de la structure locale.

LEMME 0.— Soient P et Q deuz points d’une piéce basique A et soit

A un point d’intersection transversale de W*(P) et W5(Q). Le point A
appartient alors @ A.

Démonstration. — Il existe une orbite dense qui approche P et Q. Comme
les points périodiques sont denses dans A, pour tout ¢; il existe un point
périodique P; dont I’orbite rencontre les boules B.i(P) et Bei(Q) (oi B.;(P)
est une boule dans M). On peut construire maintenant deux suites P, - P
et P — Q ol, pour tout ¢, P;; et P;, sont des points de l'orbite de P;.

Soient 61 et 62 tels que A € Wy (P) et A € W'SSZ(Q) (rappelons que
W5 (P) = {y € W*(P)/d(y,P) < 61} ot d est la distance géodésique sur la
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feuille W*(P)). Le théoréme de la variété invariante implique que Wy, (P;,)
converge vers Wy (P) et W (P;2) converge vers Wy, (Q) (convergence dans
la topologie C™). On a donc une suite z; de points homocliniques transverses
de Wy (Pi1)N ngz(P;,g). La suite ; tend vers A et le point A appartient
donc a A. '

P

Py

Figure 4

LEMME 1.— (Type Smale, voir [P] page 389).
Pour toute piéce basique A il existe un voisinage V de A tel que toute
variété instable qui coupe V doit couper W5(A)

WII
a a

Figure 5
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Démonstration. — Soit {W} une famille de variétés instables de points

de Q(f) et soit W = UVV,-". Le lemme se déduit des deux affirmations
1

suivantes :  §

Affirmation 1.1 : Si WNW*(A) #0,0on a:
WNWS(A) # 0 (on WS(A) — A)
Démonstration. — Soit v un voisinage quelconque de W3 (A). Alors A =

U f*(v) U W*(A) est un voisinage de W*(A).
n20

Comme W NW*(A) =0 ona Wen | f"(v) £0et WrEnv#£0. 1§

n>0
Affirmation 1.2 : Si W NWS(A) # 0; il existe i tel que W NWS(A) # 0.

Démonstration. — Soit z € WS(A)NW

L
\ 4

Figure 6

Par la décomposition de M en variétés instables il existe A; tel que z
appartient & W*(A;). Si z appartient a UW:‘, c'est fini. Si Aj; = A, 2
i
appartient & A, ce qui contredit l'appartenance de z & W S(A). Si A; est
différent de A (voir figure 6), z appartient & W*(A;) N W et donc par
l'afirmation antérieure WS (A;) NW # 0.

On répéte le raisonnement. Comme on a un nombre fini de pieces
basiques, on arrive & une suite Aoy, > Ay, > .00 > Aj > A telle que
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UW',-“ N W5(Ay) # 0. Par le corollaire du “A-lemma” on conclut que

Uwrnwsa)£0. 1

THEOREME 1.— (Structure locale de lamination).

Pour chaque piéce basique A qui n’est pas attracteur trivial, étant donné
€ il eziste un voisinage de W2(A) tel que dans ce voisinage les variétés
instables varient de fagon continue dans la topologie CT.

La clé de la démonstration du théoréme est la proposition 1 qui a été
énoncée dans un article de Newhouse et Palis ([NP], § 2). On remarque
que la méme propriété dans le cas des difféomorphismes de Morse-Smale a
permis de démontrer leur stabilité structurelle ([P]).

Soit A une piece basique.
" PROPOSITION 1.— Etant donné ¢, il existe un voisinage de W, (A) ot

les variétés instables qui coupent WS(A) varient de fagon continue dans la
topologie C".

Démonstration.— Pour montrer la proposition on va montrer une série
de lemmes. §

Soit DY un domaine fondamental associé & la piéce basique A.

LEMME 2.— $i comp(A;,A) = 1, ensemble K = W*(A;) N Dy est
compact.

Démonstration.— Soit ¢, € K, £, — z. Comme Df est compact il suffit
de montrer que z € W*(A;). Comme M = U W*(Ag) il existe A, tel que
k

z € W"(A,). Si Ay = A, est fini. Supposons A, différent de A;. On a donc
un point z dans l'intersection de W*(A,) et de W*(A), i.e., A, > A.

De plus W*(A,)NW¥(A;) # 0. Donc par le lemme 1, W*(A;)NW5(A,) #
0, et donc A; > A, > A, ce qui contredit comp(A;,A)=1. 1

LEMME 3.— Soit A une piéce basique. Si K est un compact dans W"(X),

Uensemble K = U Wioc(2) varie de fagon continue dans la topologie C".
z€K

Démonstration.— 11 suffit de montrer qu'il existe § tel que Wé"(X)
contient IS.
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Soit ym € K. Il existe Q@ € A et 6 > 0 tels que y,, € Wg (Q). On va
choisir un voisinage Be(Q) tel que B¢(Q) soit contenu dans un voisinage
V de A donné par le lemme 1 : toute variété instable dans Be¢(Q) C V
doit couper WS(A), et doit donc couper WS (Q). lexiste ke Rete >0
tels que f~*(B.(ym)) soit contenue dans B¢(Q), et que pour tout point
appartenant & K N Be(ym), Wit (f~*(z)) coupe W5(Q).

=)

11 Bl
SN
Q U S

f—k(Bc (ym))

Figure 7

Par le lemme 0 'ensemble des points a; = W5(Q)N Wie(f~*(2:)), pour
tout z; appartenant & Be(ym) N K, est contenu dans A, et il existe 6, tel
que K N B.(ym) est contenu dans Wy (A).

Maintenant U B.,.(ym) est un recouvrement ouvert de K, donc il
ymEK

existe I = (41,...,%,) tel que UBC..(y.-) est un recouvrement fini de K.

i€l
Pour § = max{é;}ier, Wy (A) est une lamination C” qui contient K. §

COROLLAIRE du lemme 3. — §i comp(A;,A) = 1, étant donné ¢, il eziste
un voisinage V' de W;'(A) od les variétés {W™(A;) NV} U W2(A) varient
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de fagon continue dans la topologie C"

A

~ Figure 8
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Démonstration. —Par le lemme 1 il existe un voisinage V' de W}*(A) ot
les variétés de W™(A;) coupent WS(A), il existe un petit voisinage V° d’un
domaine fondamental D¥ ol les variétés de W*(A;) doivent couper W5(A).
De plus U FH(VYUW™(A) est un voisinage de A o les variétés de W*(A;)

n>0
doivent couper WZ(A). Par le lemme 3, dans V¥, les variétés de W*(A;)
fournissent une lamination £ de classe C” et la dimension de W*(A). On
peut prendre une lamination L subordonnée & £, de classe C", de dimension
k telle que £ est transverse 3 W*(A). Finalement, par la remarque qui suit

le “A-lemma”, {U fHL)NV}, zNWE(A) est une lamination de classe C”

n
et dimension k dans le voisinage V de A. 11

On remarque que si A; et A; sont deux piéces basiques ayant un
comportement 1 par rapport & A alors K; = W"(A;) N D3 et K; =
W*(A;) N D} sont disjoints et le corollaire du lemme 3 est vrai pour
Pensemble de piéces basiques qui ont un comportement 1 par rapport a

A

LEMME 4.— Soit A = U Ap. Lintersection de W"(K) et Df varie de
Ae>A
fagon continue dans la topologie CT.

Démonstration. — Soit A = W*(A)n D7?. Le lemme est vrai pour deux
pieces basiques de comportement 1 (lemme 3). On va faire la démonstration
par induction sur la hiérarchie des piéces basiques.

Soit Ayj,...,A;, les piéces basiques qui ont un comportement 1 par
rapport & A. Les ensembles K; = W*(A;;)N D3 sont des compacts disjoints.
De plus il existe é1,..., 6, tels que K; C W§5(Ai;),Vi=1,...,p.

On va montrer que le lemme est vrai pour les variétés invariantes des

pitces basiques de comportement 2. Les étapes suivantes de la récurrence
sont analogues.

Supposons que Ar soit une piéce basique avec comp(Ar, A) = 2. Prenons
Ty,..., T, des petits voisinages tubulaires ouverts de Wi (A, ..., W5 (Ay))

tels que T, ..., T, sont disjoints. Soit T = U T;. Par le corollaire du

Jj=1,.,p
lemme 3, comme comp(A,, A;;) est au plus un, pour j variant de 1 & p, les

variétés de (W*(A,)NT) U W5, (Aij) varient de fagon continue dans la

J=1,..,p
topologie C,..

Il reste & montrer que les variétés de W*(A,) qui coupent D3 en dehors de
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T varient de fagon continue dans la topologie C". Pour ¢a il suffit de montrer
que l'ensemble B = W*(A,) N (D} — T) est compact (alors il existe ¢ tel
que W¢(Ar) D B, ou W¢'(A,) varie de fagon continue dans la topologie C").
Soit z, € B,z, — z. Comme D;-S'-—T est fermé il faut voir que z € W*(A,).
Par la décomposition de M il existe A, tel que z € W*(A¢). Supposons A,
différent de A, et donc W¥(A,)NW™(A,) est non vide. Le lemme 1 implique
donc que A, > Ay > A. Mais comme comp(A,, A) = 2 on a comp(A¢,A) =1
et z € T, ce qui est une contradiction.

Pr

comp(Pr,P) =2

Figure 9

On remarque que maintenant la proposition 1 est un corollaire du lemme
4. Sa démonstration est analogue 4 la démonstration du corollaire du lemme

3.

Démonstration du Théoréme 1.— Par le lemme 1 il existe un voisinage
V de A ol toute variété instable coupe W* (A). Pour les variétés qui coupent
W3(A) le théoréme est vrai : c’est la proposition 1. §

II - Structure globale

Soit maintenant M une surface compacte sans bord munie d'un dif-
féomorphisme f de classe C", r > 2 qui satisfait ’axiome A et la condition
de transversalité forte.
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THEOREME 2.— Si z est un point d’accumulation de courbure instable
alors = est un puits.

Démonstration. — Soit {W} une réunion de courbes invariantes in-
stables et soit une suite z,, € WY avec z, — z et K(z,) — oo quand
n— 00, ou K(z,) est la courbure géodésique de W, en z,.

Par la décomposition de M il existe un point P d’une piéce basique A
tel que = € W*(P). On a trois possibilités : soit A est un répulseur, soit A
est un attracteur, soit A de type selle.

Si A était répulseur, dont la variété instable globale est un ouvert de
dimension deux, alors il existerait un n tel que W*(P)NW, # 0, ce qui est
absurde car des variétés instables ne se coupent pas.

Wy

Figure 10

Voyons que A ne peut pas étre une piece basique du type selle ni un
attracteur non trivial : un point d’accumulation de courbure z € W*(A) est
tel qu’il existe € > 0 avec ¢ € W (A). Mais ¢a contredit la structure locale
de lamination donné par le théoréme 1. Alors A est un puits et A = z est le
point d’accumulation de courbure. §

Donnons quelques exemples de difféfomorphismes qui satisfont 1’axiome
A et la condition de transversalité forte.

Ezemple 1.— Les difféomorphismes de Morse-Smale sont un type par-
ticulier : leur ensemble non errant est fini, et donc égal & I’ensemble des
points périodiques. Dans [C] et [CL] on rencontre plusieurs exemples de dif-
féomorphismes de Morse-Smale qui possédent des points d’accumulation de
courbure. Les deux situations type qu’on rencontre aux voisinages des puits
sont illustrées par les figures 11 et 12. Dans les deux cas P, et P, sont des
puits, P et @ des selles.
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P,

P; est un point d’accumulation
de courbure du type accordéon

Figure 11

P,

P, est un point d’accumulation
de courbure du type épine
Figure 12

Ces exemples peuvent étre obtenus & partir de difféomorphismes définis
par le temps 1 d’un champ de vecteurs modifiés par une isotopie locale
(comme dans la figure 12) ou par un twist de Dehn (comme dans la figure
13). A partir d’une suite de telles opérations on peut avoir toutes les
combinaisons possibles de ces situations ([L]).

Ezemple 2.— Le fer & cheval de Smale (voir [S] ou [GH]).

Soit f un difféormorphisme de S? qui transforme un carré @ dans un fer
4 cheval comme dans la figure 13.
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b0

e ——

Figure 13

Lensemble A = ﬂ f(Q) est un ensemble de Cantor hyperbolique. Les

sy, nez .
“aiétés instables (ou stables) de A sont de la forme : produit d’un ensemble
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de Cantor par un intervalle et sur Dy fournissent une lamination en semi-
cercles parallele au bord de f(Q) N Dy. Dans le disque D,, les variétés
instables définissent une suite infinie de boucles de plus en plus étroites et
emboitées. Le point d’accumulation de courbure est bien un puits.

On remarque que l’existence d’un point homoclinique transversal (cad,
point d’intersection transverse des variétés stable et instable d’un méme
point périodique) donne une structure du type du fer & cheval de Smale.

III — Des exemples dans le bord de I’ensemble
“Axiome A et Transversalité Forte”
qui ne satisfont pas le théoréme 2

Ezemple 1.— Sur la variété instable d’un point @) appartenant & une
piéce basique non triviale associé & un point de selle dissipatif on fait une

modification pour créer une orbite de tangence homoclinique entre W*(Q)
et W3(Q).

Situation initiale avec en pointillé le chemin suivi par la modification
Figure 14
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Situation finale
Figure 15

Cette bifurcation a été étudié par Palis et Takens dans [PT] ou il a
¢té démontré que cette orbite de tangence homoclinique était la seule non-

errance crée le long de la bifurcation. On voit que la selle Q est maintenant
point d’accumulation de courbure.

Ezemple 2.— Un difféomorphisme avec un point hétéroclinique de
tangence.

Un difféomorphisme avec un nombre fini de points périodiques hyper-
boliques, dont I’ensemble non-errant est fini et dont les variétés stables et
instables de points périodiques distincts se coupent transversalement a ’ex-

ception d’une orbite de tangence est dans le bord de ’ensemble de dif-
ftormorphismes de Morse-Smale.

On va voir un exemple ol il y a une courbe invariante qui s’accumule sur
un point hétéroclinique de tangence. On va démontrer, suivant une remarque
de W. de MELO, que la courbure de cette courbe invariante s’accumule soit
sur toute une composante connexe d’'une autre courbe invariante, soit au
moins sur un sous-ensemble infini et discret de cette courbe, suivant que le
rapport de certaines valeurs propres soit irrationnel ou pas.
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Pour cela, on reprend les idées de J. PaLis [P3] et W. de MeLo [M]
utilisées pour trouver le module de stabilité lié & un point hétéroclinique de

tangence. Dans notre exemple, on n’utilise aussi qu’un voisinage des variétés
considérées.

Construction de ’exemple

Soit une surface munie d’un difféomorphisme f qui posséde un point
hétéroclinique de tangence entre W*(P) et W5(Q) tel que la variété instable
d’une selle R s’accumule vers z (on a donc com(R, Q) = 2) (voir figure 16)

Soient A et u les valeurs propres de dfp, X et 7 les valeurs propres de dfg
et supposons 0 < A< 1,0< A<, pet p>1.

On peut prendre z dans un voisinage V(Q) de QC*-linéarisable (pour
Pexistence d’un tel voisinage voir [H] ou [B]). Supposons que l'image de
z par l'application qui linéarise soit un contact du type quadratique (par
exemple, c’est le cas quand z est un contact du type quadratique et qu'il
existe une linéarisation C?, ce qui est une condition générique). Dans un
voisinage V(P) de PC*-linéarisable prenons une transversale L & W*(P)
en un point de orbite de z, disons en f~° (z), et prenons un voisinage S
de w dans W*(R), ol w apparartient & W*(R)N WS(P). On peut prendre
L et S tels que leur intersection soit non vide et tels que f5(L) soit dans le
voisinage V(Q).

Dans les coordonnées locales =, y de V/(P), on écrit w = (z,0). En prenant
tous les itérés positifs de S on induit une suite {(z,,y,)} sur L telle que
Tpn=A"Zn, Up = 4" Yn OU {(Zn,Yn)} est une suite sur S avec z, qui tend
vers X et y, qui tend vers zéro (voir figure 17).

On itére L par f° et on obtient une suite {f°(Zn,7,)} sur f5(L) qui
tend vers z (voir figure 16). Dans les coordonnées locales b,a de V(Q) on
peut écrire f5(Zn,¥,) = (bn,an). De plus b, = E,\"z, avec E, qui tend
vers E, ou E exprime la dérivée de f5 dans la direction verticale.

PROPOSITION .— Il eziste une suite {(bn,@n)} dans WY(R) qui tend
vers z telle que si f™(b,,@,) € V(Q) alors
. m/37 - .
r}E—lvlgo I((f (bn, a'n)) =00

M —00

ot I{ est la courbure géodésique.
COROLLAIRE .— Sl eziste des sous-suites m; et n; telles que f™ (Bn,.,ﬁn,)
converge vers un point de W*(Q), ce point sera un point d’accumulation de

courbure de W*(R).
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R
n
Pk S w=(z,q) A
v v o4 (zu;yn) X
L -t (z1,)
_ (z0, %)
(ilhﬁn) In (Elogl)
(B)
v £(L)
+ I"
7
P — @
X / \z

f‘(-ivuyn) = (lm,an)

Figure 16

Démonstration de la proposition

Prenons des voisinages I, de (Zn,¥,) dans W"(R) tels que leurs images
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I, = f3(I,) dans V(Q) soient comme dans la figure 18.
Soit h I'application C' qui linéarise le difféomorphisme f sur V(Q), cest-
a-dire

h:V(Q) — BxAcR?

hfh™' = L : R? — R? est une application linéaire de matrice (g %)

On peut prendre A tel que les directions de B et de A soient perpendiculaires.

-.On va travailler sur Bx 4.C. R? et.on va trouver des arcs dont la variation
de 'angle tangent est bornée entre 7/2 — & et /2 + 6, avec § petit, et dont
la longueur d’arc tend vers zéro. Ces propriétés sont invariantes par une
conjugaison de classe C et donc sur V(Q) on trouve une suite d’arcs qui
possédent des points dont la courbure tend vers I’infini.

s

Figure 17

y 4
RS

—

< <

Soit donc I,, = h(I,,) et puisque le contact h(z) est quadratique on peut
écrire

L(t) = (¢, ant® + t%(t))
avec
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lime(t) =0 , e declasse C?et lim a,=a#0.
— n—oo

I7(t) = L™(Ia(t)) = (t, ;:zna [“ﬂtz +ie (‘XL’")D

Sur chaque I;'(t) on prend un arc C}' tel que les extrémités de C};' soient

—X2m sz
Jes points I et IT | — (voir figure 17)
Zanﬁm 20»7“"‘
A chaque pas il faut prendre m de sorte que C,' C B x A, mais on

remarque que si n croit, on trouve des valeurs de m de plus en plus grandes
qui vérifient cette condition.

et

Par un calcul, on voit que la variation de I’angle entre la tangente a C;"
¢t 'horizontale est bornée entre 7 /2 — § et 7/2 + 6, avec § petit.

—2m
A 1 2+1
Lalongueur de 'arc C}' est proche de e <\/2_ + 3 log (%t—l))
qui tend vers zéro quand m tend vers ’infini.

Donc les arcs A~} (CI*) ont une variation de ’angle entre la tangente et
la direction de W5(Q) bornée prés d’une valeur 6, et la longueur de ces arcs
tend vers zéro quand m et n croissent. Donc il existe au moins un point

(b, &™) sur h~1(C™) tel que la courbure K(b, ,a™) est grande et tend
vers I'infini avec m et n.

. . .. . mIm =my _
Maintenant il reste & voir que nh_r’réo (b, ,an) =z

Pour chaque n,L™™(C') est un arc sur I,,(t) dont la longueur est de

—2m
lordre de

———— + — qui tend vers zéro quand m tend vers l'infini.
i"an = pogp

De plus les points tels que la tangente & V,(t) soit parallele & 'axe
horizontal sont contenus dans les arcs L™™(C").

Donc les arcs A"}(L~™(C*)) C V, ont aussi une longueur qui tend vers
#ro quand m tend vers l'infini et contiennent les points ou la tangente a
Va est paralléle a la direction de W5(Q), et lim h~}(L™™(CM™)) = 2.

s
Comme (b,,a,) = f~™ (b, , @) C h~Y(L~™(C™)), alors

lim (b,,d@,) = 2.

n—oo
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Pour trouver les points de W*(Q) qui sont des points d’accumulation
de courbure de W*(R), il faut trouver les sous-suites m; et n; qui tendent

vers 'infini et telles que f™/ (by;,@n;) convergent vers un point de w*(Q).
Comme la deuxiéme coordonnée tend forcément vers zéro on ne va travailler
qu’avec la premiére coordonnée.

On a deux suites (bn,a,) et (bn,@n) sur V;, telles que

lim (b, a,) = z
n—0oc

lim (bn,@n) =z

n-—000

On peut donc écrire b, = ¢, b, avec lim ¢, = c et on a donc I’équation

De plus f™(bn.@n) = (b, ,a@™") avec b, = a"b,
Finalement EY: ="  Ep A"z,
et
log b, = mlogfi+ nlog X + log c, + log En + log £,

ol lim loge, =logc avec ¢ # 0
lim log E, = log E avec E # 0
n—00
nlim logz, =log X avec X # 0

On voit qu’une condition nécessaire pour que logb, converge (et
—m .
donc pour que b,, converge loin de zéro) est que

n log iz
L s . —log A L. . ,
THEOREME A.— St Tog 7 est irrationnel alors tous les points d’une
og

composante conneze de W*(Q) — Q sont des points d’accumulation de
courbure de W*(R).

. P, .
Démonstration. — Prenons —— la suite des meilleurs approximations de
qn

—log A
log

par des rationnels, qui vérifie
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VH

Pn log)\‘ <<
¢n logp
On en déduit inégalité

1 —
|pnlog i + gnlog A < 2k
Les suites p,, et ¢, tendent vers I'infini avec n et
lim p,logZ + gologA =0
n—0o

Pour les suites s = (pp + A) et t = (gn + B) avec A et B des entiers
quelconques on a

lirréologl_JtS = Alogi+ Blog A+ 1log E +log X

qui est un ensemble dense dans R quand A et B parcourent les entiers.

En particulier pour tout point z de W NV(Q), on trouve des sous-suite 3
et T tels que f*(b7,@;) converge vers z, ot W est la composante connexe de

W*(Q) — Q qui est “du méme c6té” de W*(Q) que les arcs I, (voir figure
)

Donc tout point de W est point d’accumulation de courbure de W*(R).
|

THEOREME B.— Si _log X

log p

W*(Q) qui sont des points d’accumulation de courbure de W*(R) est au
moins infint et discret.

est rationnel, alors Uensemble de points de

De’r)\nonstration.—Comme —log A est positif et logZ est positif, on a
~log

g7 E avec p et ¢ des entiers positifs et premiers entre eux. Donc il

existe des entiers a et 3 positifs tels que B¢ —ap = 1 et pour tout 2 € Z on
al'égalité

[z-p+Blg—[z-qg+ealp=1
et pour tout z :

{clz-p+Blg—clz-¢+alp}=c , VeceN

Donc pour les sous-suites c[zp + B] = s et c[zq + a] = t, qui tendent vers
linfini quand 2 tend vers l'infini,

lim log 5: = clog K
8$— 00

+log X +log E

t—oo
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Lorsque ¢ décrit N, on a un ensemble sur W*(Q) de points d’accumula-
tion de courbure de W*(R) discret et infini.

APPENDICE - LE “A>-LEMMA?”

La premiére version du “)-lemma” a été démontrée par J. Pavs ([P]).
Il a montré que les itérés par un difffomorphisme d’une transversale a la
variété stable d’un point hyperbolique s’approchent dans la topologie C*
de la variété instable du méme point. Dans [C] on a démontré, & partir des
suggestions de R. LANGEVIN et F. TAKENS, le “A-lemma” pour la topologie
C?. Pour le faire on a relevé le difféomorphisme dans le fibré unitaire
tangent. Cette méthode ne pouvait pas étre généralisée pour les variétés
de dimension plus grande que deux.

La version démontrée ci-dessus a été énoncée par S. NEWHOUSE et J.
Pauis ([NP]), page 56). La démonstration donnée ici m’a été suggérée par

J. Pavis. I’idée principale est de relever le difféomorphisme dans un fibré
en grassmaniennes bien choisi.

Soit donc M une variété de dimension n munie d'un difféomorphisme f
de classe C", r > 1. Soit A une piéce basique pour f avec k = dim W*(z),
zelA, k # 0. Soit D® un domaine stable pour A. On remarque que A peut
étre un attracteur non trivial.

“A-lemma” : soit N une variété fermée de dimension k et classe C"
transversale & D°. Soit A = NND?. Etant donné € > 0 il existe un voisinage
V de W2(A) avec la propriété suivant : pour tout § > 0 il existe 7@ tel que
pour tout n > 7 les composantes connexes de f*(N) NV qui contiennent
des points de f*(A) sont § — C" proches de W2(A).

Remargue. —1I1 découle de la transitivité de A que W;'(A) est contenue
dans la fermeture de U NNV,

COROLLAIRE . — Si A; et A; sont des piéces basiques telles que A; > A;
et st T est une transversale & W*(A;) alors T coupe aussi W*(A;).

Démonstration du corollaire.— Soit z tel que W*(A') et W*(A;) sont
transverses en . Soit tel que zeW§(A;). Alors pour n assez grand, f™(T)
est C" proche de W§'(A;), donc coupe W?*(A;). 1

Démonstration du “A-lemma”.— On va faire une induction sur la classe
de différentiabilité.
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frEE(N)
=)

Figure 18

Pour montrer la proximité C° on remarque que pour tout voisinage v de
Aona: '

) f*(v) = w*(a)

n>0

Donc si N est une transversale 3 We(A) dans v, f*(N) converge dans la
topologie C° vers W*(A).

Montrons maintenant la proximité C*. Pour cela, on va relever le dif-
féomorphisme dans un fibré en grassmaniennes au dessus d’un voisinage V
de A. Chaque point du fibré sera un couple (z, h) avec z point de V et h un
k-plan dans T, V. Le difféomorphisme f se relévera en un difféormorphisme
F=(f, daf ) de ce fibré et F' aura une piece basique A qui se projette sur
la picce basique A. La transversale N se relévera en une transversale N 2
W*(A). Les itérés par F' de N vont donc s’approcher de W"(K) dans la
topoligie C°.

En d’autres termes, les itérés des points et les k-plans tangents & N seront
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T
I
(T)
Y
\
Y
Ai
a
Figure 19

C° proches des points et k-plans tangents & W*™(A).

Passons a notre construction. Sur la piéce basique A il existe une
décomposition du fibré tangent en somme directe de sous fibrés stable E*
et instable E* tels que pour tout point = de A :

E'(z) =T, W*(A) et E"(z)=T,W*(A)

On peut prolonger cette décomposition de fagon continue & des fibrés E*
et E* f-invariants dans un voisinage V de A ([HPPS]).

Sur V on a le fibré (Gi,, Gk) = Gk en grassmaniennes de k-plans dont
7 est la projection canonique et dont la fibre passant par un point z de V'
est :

Gi(z) = {(z,h)/h € T,V et dim h=k}
Soit Papplication de classe C"™~*
F @ Gy — Gk

(2, 1) = (f(@)i df (1)
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ot df, : Gr(z) = Gr(f(z)) est I'application induite par :
dfy + TeM — Ty )M
On pose :
L= {(z,E*(x))/z € A}

Lensemble A est F-invariant et se projette injectivement sur A, donc A
est une orbite dense. Pour démontrer que A est une piéce basique pour une
structure hyperbolique de F', on va définir des ensembles W* et W"*. On
démontrera que ces ensembles sont les variétés invariantes associées a A.

Tout d’abord on va montrer que W? et W* sont des varietes de classe
C™!, F-invariantes, transverses et qui se coupent suivant A. De plus on
verra que sur W*, dF est une contraction et que sur W*, dF est une

dilatation. On aura donc une décomposition en somme d1recte du fibré
tangent & Gy sur A en des sous-fibrés E° et E* définis par

E*(z) = T,W* , E*(z) = T,W*, pour tout z € A.

Cette décomposition sera continue car Wet W* seront de classe C" 1.

Définissons donc

W = {(z,h)/z € W*(A)NV; h € T,V avec h transverse a T, W°(A)}
W = {(z, B*()/x € W*(A) NV}

L'ensemble W* est une s’gus-variété de classe C™"! et dimension (n —
k) + k(n — k). Un atlas de W* est formé par les cartes (Vi x Fj, % X ¢;)

ot (V;,4;) est un atlas C" de W?®(A) tel que Giv; soit un fibré trivial et ou
chaque Fj est un ouvert dans une fibre passant par un point de V;. On a :

U; x ¢j + Vi x F; = R*"* x L(E*(z), E*(z))
(z,h) = (Ti(z),#n)

ot h est le graphe de I’application linéaire
h : E*(z)— E*(z).
L’ensemble W* est variété de classe CT—! et de dimension k : un voisinage

de (z, E*(z)) dans W* est de la forme {(y, E*(y))/y € A} avec A voisinage
de z dans W™(A), et donc est un graphe au dessus de A.

Les variétés W* et W* sont F-invariantes car h est transverse a T.W*(A)
siet seulement si df (k) est transverse & Tj(,yW*(A). On note que tout point
de I'intersection de W* et W* est dans A.
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Pour voir que W?* et W" sont transverses on utilise les trivialisations
données plus haut.

On vérifie aisément que pour tout point y de A
T,W* N T,W* = {0}
Il reste a vérifier que sur W", dF est une contraction et que sur W", dF est
une dilatation.
Calculons Papplication linéaire
dF : TG, — TGy

dFeny T w9 = Tipa) G

On va calculer dF sur la carte de W* obtenue en repérant un point (z, h)
de W? : h est le graphe de Vapplication linéaire :

wn : E¥(z) = E*(z)

La premiére coordonnée de ’application F' ne dépend pas du k-plan h et
quelque soit le choix de-trivialisation locale on a :

dfx 5 *
dF i,y = ~
(z,h) 0 %df”""'

On rappelle que sur V voisinage de A la décomposition en somme directe
donné par E* et E® est f-invariante. Dans ces coordonnées I’application df
est donnée par la matrice :

= (%7 aw)

ot df|,. = B, df|,, = Aavec ||Bl| 2671 >1
Al <6 <1,
pour une métrique riemannienne convenablement choisie dans M.
L’image de h par daf . est donnée par le graphe de I'application linéaire :
Aol B¥(f(2) = E*(f(a)), car :
df (h) = df {(y, er(¥)) [y € E*(2)} = {(By, Aps(¥))/y € E*(2)}
= {(y, Apn B~ (y)/y € E*(f(2))}
L’application df, est linéaire dans cette carte et donc sa dérivée est

0

Za - -1
70 df ¢ o, (v) = AvB
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sur W* on a donc

_ ((dfz(w) 0
dF(z,h)(w’v)_( 0 A(w)vB"1($)>

L'application df est contractante sur W*(A). De plus l'application
v — AvB™!

est contractante et dF|,, est une contraction.

On peut démontrer de fagon analogue que dF|.. est une dilatation.
wu

Le diiféomorphisme F a donc une piéce basique A telle que W’(1~\) =W
g WHA) =

Il nous reste & relever la transversale N & W*(A), en une transversale N
aW"(A), et appliquer la proximité C° aux itérés par F de N.

Soit donc N une variété fermée de dimension k transverse a W"(K)

Posons :

N = {(z,T.N)/n € N}

La variété N est un graphe au dessus de N, donc de dimension k. De

plus N et W*(A) sont transverses, car ses projections 7r(W"(1~\)) et m(N )
sont transverses.

On applique maintenant le “X-lemma” C° : quand n tend vers infini,
(N)capV(A) converge C° vers W2(A), ot V(A) est un voisinage de
W(R). Donc f*(N)NV converge C' vers W2(A). On voit immédiatement
que le méme raisonnement prouve que le “A-lemma”

C* implique le “\-
lemma” C*¥*! pour tout k < r. 1
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