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Discrépance en dimension un

ALAIN THOMAS()

RESUME. — Dans cet article, je généralise le résultat de H. Faure, sur les
suites de Van der Corput généralisées (en dimension un); je vérifie, sur un
exemple, que cela permet d’obtenir des discrépances inférieures.

ABSTRACT.—1 generalize a paper of H. Faure, about Van der Corput
generalized sequences (in dimension one); I modify his example, in order to
diminish the discrepancy.

Introduction

La discrépance ([1]) d’une suite finie

u= (u07ul)'-'auN—l)a
4 valeurs dans [0, 1], est

D(u) = sup (card{n/a <up <b}— N(b- a)).
0<a<b<L1

Pour une suite infinie
u e 0, 1N

on s’intéressera & la discrépance définie par
D(u) = [im -1 ce UN—1).
(u) = JDim (LogN)™'D(uo,...un-1)

Schmidt (2] a démontré en 1972, que D(u) n’est jamais nul. La meilleure
minoration a été obtenue en 1982 par Bejian [3] :

D(u) > 0,12 pour tout u € [0, 1]V,

(1) UFR MIM, Université de Provence, 3 place Victor Hugo, 13331 Marseille cedex 3
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A. Thomas

La suite définie par Van der Corput [4] en 1935, a pour discrépance

1
D(u) = ———= ~ 0,48
La suite des parties fractionnaires de na, a une discrépance finie, dans le
cas ou « est irrationnel & quotients partiels bornés [7], [1]. Cette discrépance

145

est minimale pour a = 5

, et vaut alors

TRVANE
<5Log +2 ) ~ 0,416- (Ramshaw, [8])

En 1981, Faure [9] a défini, par généralisation de la suite de Van der
Corput, des suites

S¥ , associées & une base entitre r,

et & une permutation « de {0,1,...r — 1}.

Il a obtenu, dans le cas r = 12, ’encadrement

4828
4828 e
5151 Logiz = D(512) < 0,38

pour une certaine permutation oy (ce qui représentait la plus faible dis-
crépance connue). Récemment (début 1989), il a calculé une discrépance
légerement inférieure a celle-ci, avec r = 36.

Borel (J.P.) [10] a défini en 1982, un ensemble de suites, contenant
les suites de Faure et celles de Ramshaw. Ces suites, qu’il appelle auto-
reproduites, sont associées & une famille finie ou dénombrable d’intervalles
de [0,1]. Il donne une condition suffisante pour qu’une telle suite soit de
discrépance finie, et une méthode de majoration de la discrépance.

Dans cet article, je définis un ensemble U, de suites, associées aux
développements en base r. Cet ensemble contient les suites S de Faure,
et sa méthode de calcul de la discrépance se généralise & U, (chapitre III
proposition 1). Au chapitre IV, je vérifie qu’il existe une suite u appartenant
a U2, de discrépance inférieure 4 celle de S73 ; je calcule (proposition 2) une
majoration de D(u), et la valeur exacte de D(S73).

En posant vV = 12uy9, (n e N)
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Discrépance en dimension un

On obtient une suite auto-reproduite (associée a une famille dénombrable
d’intervalles), et de discrépance au plus égale a celle de u.

ITI Définitions et notations

L’entier r € N* étant fixé, on définit un ensemble U, de suites & valeurs
dans [0,1].

DEFINITION .— u appartient d U, si, quels que soientn € N* etk € N
tels que k < r™, limage réciproque par u de lintervalle [kr™" | (k +
1)r~"[ est une progression arithmétique de raison r™.

On pose I={0,1,...r -1}
I=1U{r}
+oo
r=Jr
k=0

Pour tout z € R on note [z] sa partie entitre, et frz =z — [z].

Pour toute suite s appartenant &
+oo
RY | oua U R
k=0

On notera  s; son (¢ + l)eme terme

(en posant s; = 0 si la suite n’a pas plus de ¢ termes).

On pose Tis = (80,81,...8i-1) pour tout 7 € N*,

ToS = qb
Propriété caractéristique : u appartient & U, si et seulement si il existe une
application o : I* — I telle que

(i) pour tout (eo,...en—1) appartenant & I*, Papplication
x — 0(€o,...En—1,) soit une permutation de I; et o(m;c) soit différent de
r — 1 pour une infinité de valeurs de 7;
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+oo
(ii) pour tout N € N, de développement Z €Ty,

0
+oo

onauy = Za(eo,,..si)r”i_l.
0

Démonstration. — Soit v € U, ; on pose

n+1

0(€o,...€n) = [r" T un] — r[r"un]

n
(pour tout (eo,. .€n) €EI* e N = Zsiri)
0

o(4) = 0.
Cette application est a valeurs dans I.

Soient (€q,...€n—1,2) et (€g,...En—1,y) deux éléments de I*;

n—1

n—1
On pose H= Zeir; +azr® et K= ZE:'T:' +yr"
0 0
h=[r"uy] et k=I[r" lug].

up appartient & [hr~",(h + 1)r~"[ donc, d’aprés la définition de U, ugx y
appartient aussi; par conséquent [r*ug] = [r"uk]; donc,

si on suppose o(€g,...En-1,2) = 0(Eg,...En—1,Y),

on a aussi [r"*? "k,

ug]| = [r

ce qui prouve que uy appartient a [kr~""1 (k4 1)r~"71].
- D’apres la définition de ., H =K modulo r"t!
d'ot z=y modulo r
et zT=uy.

’

Ceci prouve la premiere partie de la condition (i).

Pour vérifier (i) et (ii), il reste donc & démontrer que, pour tout entier N
de développement

+oo
N=Year
0

+o0
le développement de uy est égal a Z o(eg,...e5)r L,
0
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3

i
Or lentier N'= zejrj est égal & N modulo rit!
=0

d’ou [7‘i+1uN/] = [ri+1uN] et [rluy]= [run];
o(eo,-..€i) est donc égal & [r' T uy] — r[riuy],
c’est-a-dire au (i + 1)*™¢ terme du développement de u N-

Réciproquement soient u vérifiant les conditions (i) et (ii), et un intervalle
[er™", (k+ 1)r™"[;
+oo
un entier IV, de développement Z g;r', appartient 3 I'image réciproque par

0
u de cet intervalle si et seulement si

n-—1

kr—" = Z o(eg,...)r™ L,

0
Mais d’aprés la condition (i), il existe €0,...En—1 uniques vérifiant cette
égalité;
I'image réciproque est donc une progression arithmétique de raison r™.

La suite u € U, et I’application o étant fixées, on utilisera les notations
suivantes :

® Quel que soit k € N, on associe & toute suite a € I k la suite unique
a e I* qui vérifie
Vi<k o; = 0(&0,. . &.)
On remarque que si deux suites, a et 3, vérifient B = m;a, elles vérifient
aussi 8 = m;a.

¢ On définit une application 1 : I* x I x R — R en posant :
(pour (a,7,z2) € I*xITxR et k= [rfrz])
P(a,7,z) = card {i < k/o(@,1) < v} — yfrz si o(a,k) >y
= —card {i < k/o(&,i) > v} + (r —v)frz sinon.

LEMME . — Soient n € N*, h,k et v appartenant a N, et a € I"! tels
queh<r™l k<r et ~y<r,

n—2

soit a=E a;r~tL
0
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Sio(a,k)>v ona
card {j <h+kr*'Ja<uj <a+44r "} = card {i < k/o(&,1) < 7};
sinon

card {j < A+ kr" a4+ 9™ < uj < a+r""} = card {i <
klo(a,i) > v};

Démonstration. — Les entiers j < r™ qui vérifient

n

a<uj<a+qr-

sont, d’aprés la propriété caractéristique, les entiers
1% q
n—2
j= Z ar’+u™t | avec i€l telque o(@,i)<7.
0

Si on suppose o(&, k) > «, la condition ci-dessus implique ¢ # k; on peut
donc dire que la condition

(G<h+kr™! e aluj<a+qyr™)

est équivalente &

n—2

(j=z&,,r"+ir""l , 0<i<k et o(a,i)<%)
0
d’otu le résultat.

Vérification semblable dans le cas o(a, k) < «.

DEFINITION de 1’écart .— pour toute suite finie v = (vo,...vk—1) @
valeur dans [0, 1], et pour a € [0,1], on pose

E(v,a) = card {i < k/v; < a} — ka.
De la discrépance : D(v) est la borne supérieure de
E(v,b) — E(v,a) (pour a et b dans [0,1]).
Pour une sutte infinie v d valeurs dans [0, 1],

D(v) = limsup(Log k)™ D(vq, ... vx—1)
k—+o00
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IT1. Calcul de ’écart

PROPOSITION 1.— Sotent n € N*
n € N tel que N <r"

n—1

Ze;ri le développement de N
0

aelI™1xT
o €T" telle que, pourl<i<n
@iy = aj_; sii=n ou sio(md,e;) > o

ai_y = aj_; + 1 sinon.

n—-1
Alors, en posant a = E a;r~!  ona
0

n—1
.E(WNu,a)==jz:#(ﬂﬂI“ILer_Fd)
0

Démonstration. — On vérifie d’abord la proposition dans le cas n = 1
n—1

Dans ce cas Z P(mia, 0f, Nr~ 1) = (¢, ar, Nr~1 est égal
0

acard {i < N/o(i) <ar} —arNr~' si  o(N) > ar,
a — card {i < N/o(i) > ar} + (r —ar)Nr~! sinon,
donc & E(myu,a), puisque u; = o(d)r~! Vi< r.

Dans le cas n quelconque, on utilise pour la récurrence l’entier
n—2 n—2
M= Z gir' et les réels a'= Z a;rt!
° ng3 ]
b= Z air~t 4ol it
0
et on écrit
E(mNnu,a) — E(tpu,b) = E(rnu,a) — E(ryu,b) + E(rnu,b)
— E(mpu,b)
E(rNu,a) — E(nyu,b) = card{j < N/u; < a} — card{j < N/u; < b}
— N(a - 1b).
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On applique le lemme, compte tenu que

N = M+€n_17‘n—1

a=c 4+ apqr "

=a' s 0(Tpo1&,€n—1) > an-1
a' 4+ r~™*! sinon ;

E(nrnyu,a) — E(mnu,b) est alors égal &

card{i < ep—1/0(Tp_1&,1) < @p—1} — Napy_yr™™

8l 0(Mpo10,En—1) > Qn—1

—card{t < en—if/0(Tn-1@,1) > an—1} + N(r — ay—1)r " sinon,

donc dans les deux cas & Y(Tp—1a,@n_1, Nr™").

D’autre part E(ryu,b) — E(mpu,b) = card{: € N/M <i < N et

u; < b} — (N ~ M)

(avec N — M multiple de r™ ! et br™ ! entier) est nul d’aprés la définition
de U;;

donc E(rnu,a) = E(7aru,b) + Y(mp-1@, an—1, Nr~").

Si on suppose la proposition 1 vérifiée au rang n—1, on peut ’appliquer a

Pentier M et & la suite 8 = (ag, a1,...an-3,a),_,) (= Bi=alVi<n-2)
n—2

d’ou E(mpru,b) = Z P(mia, a;,Mr_i_l);
0

elle est alors vérifiée au rang n, compte tenu que Mr~*"! = Np~*~!

modulo 1, pour tout : <n—2. |

IV. Exemple de calcul de discrépance

Dans ce chapitre r est égal & 12.

7 désigne la composée des permutations circulaires (1 76 9 8) et (2 3 10
45)

7% la composée de (03104 52) et (176911 8)
€ Vensemble des suites (ag,...,an—1) € I* telles que
n>6 et (an_g,an_s,...,an_1) = (0,11,4,0,11,4)
ou (1,3,8,1,3,8)
ou (11,0,7,11,0,7)
ou (10,8,3,10,8,3)
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On définit par récurrence une application o : I* — I en posant : o(§) =0
o(€0,...€n) = T ep si (o(m1€),...0(mn€)) appartient & &,
TEy Sinon
La suite u est définie par

o0

+o0
u(Y er) = oleo,...e)r™ 1 (Ve eI"),

1 4828
— < — —-2.107°%).
PROPOSITION 2 D(u) < Tog12 (5181 10 )

D’autre part, la suite v (étudiée en [9]), qui d tout entier N de dévelop-
pement
n—1

N = E g;r', associe
0

n—1

UN = Z T(e;)r™ 1,

0

4828

vértfie D(v) = e Tog 12

Les lemmes qui suivent serviront & démontrer cette proposition.

La fonction 9 ayant été définie au chapitre II, on pose aussi

¥ (z) = sup (0,7, 2)

~€eI
"/"_(x) = inf;"/)(m")’v:’:)

~y€l
f4 fonction paire de période 1, définie par
fa(z)=4(r"' —2)siz € [0,r 7]

0 siz € [r—l, %I:
(e, 7,z) = ¢p(a,v,2) — ™ (z) + fu(z)
p(z) =supp(d,7,2) (=@ -9~ + f)(z)).

el
Valeurs de la fonction ro(a,y,zr™') (dans le cas « ¢ &) aux points

z=0,1,1+ 7 2, etc (fonction périodique de période 12) (les nombres entre

parentheses représentent la dérivée de cette fonction).
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Valeurs de la fonction r¢(a,v,zr™?!),

pour a € &£, aux points ou elle différe de la précédente.

T 0 1 1+g 22+-§- 3
I A N
12 12
casy=14 -1 - 0 = 9
| =9 1] ®)] 6] )]
casy=2|4 -2 —2—:- -2 0 6
| =8)| 2| ®)] ®)] 0]
36 12
casy=3|4 -3 - -4 -5 3
| 1] 3] @] @] @ |

Cas v € {7,8,...12} :
le calsul de ¢(a,7,z) donne la méme valeur que pour p(a,r — 7,1 — z)

Autre notation : soient n € N*
NeNtelque N<r®
aeI™'xT
il leur correspond deux suites, € et o', telles que n, N, ¢, a, a' vérifient les
conditions de la proposition 1;
on notera X;(a, N), ou X;, I’expression

Xi(a,N) = p(ma, o, Nr—i71),

LEMME 0.1.— Soient n € N*
N eN tel que N <"
aeI™ xT.
(i) Dans le cas ot N n’est pas multiple de r,
en posant M =r™ — N
Ba—1=T—an
Bi=r—1—a; (pour0<i<n-—2)
on a X;(f,M)=Xi(a,N) (0<i<n—1)

(i) Soit m le plus grand entier tel que Nr~™ € N

H
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N' =Nr™™
n—1 n—m-—1
_ —i—1 —i-1,
a= a;r et c = QAm4iT 5
0 0

alors |E(rn,u,c) — E(rnu,a)| est borné indépendamment de n, N et a.

Démonstration.— (i) soient ¢,a',n,8% tels que (n,N,e,a,0'), et
(n,M,n,B,8"), vérifient les conditions de la proposition 1;

Xi(ﬁ, M) = (IQ(Wi,H,,B,I‘,MT—i—‘l);

comme Mr~"! = —Nr~*~! modulo 1,

et (mif € £) équivaut & (mia € £)  (pour 0 <z < n—1), on a donc
XAB\ M) ~ gl — By N,

Il ne reste plus qu’a vérifier que r — ! est égal & a}; en remarquant que
ni=11-¢; (pourl<i<n-—1),

o(miBmi) + o(mia, e;) =r*(11 — &) + 7*(e;)  (si mia € E)
(11 — €;)) + (&) (sinon)

est égal & 11 dans les deux cas, on en déduit par récurrence, en partant de
i=n,égalité r — Bi_, =ai_; (pourl<i<n).

(ii) En notant v la suite (apm, . .., an—1), il existe deux suites p et 4' telles
que (n —m,N', u,7v,7") vérifie les conditions de la proposition 1.

On a g = €m+i €t, pour ¢ > 6, (miy € &) équivaut & (Tmyia € €);

d’ot o(m7, i) = 0(Tmtil, Em+i) (6<i<n—m-1);

ce qui permet de vérifier par récurrence

Vi = Gy (3<i<n-m-1);

dott $(miy, ¥y N'T™7Y) = (Tmpic, @y, Nr7™751) (6 < i <
n—m—1).

Compte tenu que ¢(7;a, a;-, Nr~371) est nul pour j < m, on obtient, en
utilisant la proposition 1,

|E(rn,u,¢c) — E(rnu,a)] < 125, o S est le maximum de la fonction
(A |

1) Minoration de E(mnu,a).

LEMME 1.1.— Sotent n € N*

NeNtelquen<r® et Nrl¢2Z
a € [0,1] tel que ar™ € N.
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n—1

Alors E(rnu,a) > Z(d)_ — fa)(Nr—hy,

n—1
Démonstration. —il existe « € I"™' x T tel que a = Zair_i—l;
0

I'inégalité & démontrer équivaut a
n—1
> Xi(a,N) 0.
0

Aprés avoir remarqué que X; > 0 si m;a ¢ £, on va chercher & minorer
S(2) = Xi—2 + Xit1 + X, dans le cas ou m;a, ou m;43a, appartient & &.
n—1
Soit z gir’ le développement de N; on notera, dans cette démonstra-

. [}
tion,

t; = fr(Nr=1)
=g deir 4 gerTiTL
On remarque que, pour tout i tel que m;a appartienne & &, Tija n'y
appartient pas pour j =¢—1,i — 2,2 —4oui —5.
1Casmaefet mipza€ & :
on va vérifier S(7) > 0;
S() = (0,055, tim2) + (0, ai_y, tin1) + p(mia, aj, t;) avec ma € £.
- Cas (a2, 0i_1,a;) = (11,4,0) :
12

a;j vaut 0 ou 1 donc re(m;a,al,t;) > — =,

7

Si a)_; vaut 4,
ro(0,4,t,-1) > 4 = S(3) > 0.
Si aj_; =5, alors d’aprés la définition de la suite o/, 7*¢; < o)
Sa,=1leteg =2;
mais alors o(mia, aj,t;) > 0 et S(3) > 0.
- Cas (aj—2,ai-1,a;) = (3,8,1) :

24
a; =1 ou 2 d’olt re(mhia, of,t;) > —
d’ou le résultat si a;_, =4, ousi aj_, =8;

si ce n’est pas le cas, a;_, =3 et ai_;, = 9;
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Ay =y = TEiy 2 b,
€i—1 = 3,6 ou 11;
ro(0,9,,-1)> 4 si g;_; vaut 3 ou 11
5 .
> —sigi; =06et gy <6;
dans le cas €;_, > 6, on utilise rp(0,3,t;_5) > 3;
d’autre part a;_; = a;—1 +1 = 7%¢; < al
E; = 20u8
ro(mia, o), t;) > -2,
donc S(z) >0
- Cas (aj—2,ai—1,a;) = (0,7,11) ou (8,3,10) :

on se ramene aux deux cas précédents par le lemme 0.1 (i).
i
2 Cas mia ¢ € et miqza € € : (S(3) = Z ©(0,aj,t;) dapres la
J=i—2
remarque du début.

- Cas (aj—2,ai—1,0;) = (11,4,0);
siaj_; =4,0narS(i)>4;
si aj_; =5, alors 7¢; < o
Sai=1lete; =0

rp(0,ai,t;) >4

rS(7) > 4.
- Cas (ai—g, ai—1,a;) = (3,8,1) :
on minore ro(@, a;_s,ti—2) + rp(0,a}_;,ti—1) de la méme fagon qu’en 1;

comme (@, a},t;) > 0, on en déduit rS(i) > g

- Cas (ai—2,0i-1,0;) = (0,7,11) ou (8,3,10) :
on applique le lemme 0.1 (i).

"~ 3 Si on suppose seulement m;a € £ (et i < n — 1), I'expression de S(z)
est la méme qu’en 1, mais ! est quelconque dans T.

- Cas (aj—g,@i—1) = (11,4) :
on va vérifier rS(i) > —4;

on a en effet rp(ma,a},t;) > —4, sauf dans les cas (o} =3 et ¢; = 1) ou
(o =9 et g; = 10);

or dans le premier cas 7*(&;) > o}
= al_; =4, d’ou rS(2) > —4;
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dans le second, on minore rS(i) par ro(0,5,¢;,—1) + reo(mia,9,10r™t 4+
timir);

. .12
le second terme étant au moins égal a —4 si rt;_; > 8, et le premier & -

1 .
sirtiog <7+ goona bien rS(¢) > —4 dans ce cas;

1
sirti_y € [7 + —,8] , 7S(0)2 3(8—rtim1) —3(2 —ti—1)
S > _4

— Cas (aj—2,ai—1) = (3,8) :

. . 3 .
on vérifie la majoration rS(i) > —5 en minorant ro(0, ai_,,ti—2) +

ro(0,a;_1,t;—1) de la méme maniére qu’en 1,
s e 5
c’est-a-dire par 4, ou par 3 dans le cas €;—1 = 6;

d’oti la minoration de rS(%), compte tenu que, si ;-1 = 6, ro(m;a, o}, t;)
= ro(mia, af,e;ir ™! +6r~2 +¢;_or %) est minoré par — 1 quels que soient
ai,€; et tig.

- Cas (aj_3,a;-1) = (0,7) ou (8,3) : en appliquant le lemme 0.1 (i). §

n—1

Minoration de Z X;:
0
soit J={i <n-—3/ma¢fetmizact};
a tout ¢ € J on peut associer h; € N, maximal, tel que s +3h; <n—1 et

(g, @icg, @im1) = (@i-343j,@i-2435, @i—143j) Vi € {1,2,...h;}.

Etant donné ¢ € J, d’aprés les minorations faites en 2 et 3 on a
S(2) + S(i + 3h;) > 0;

avec 1 on en déduit S(z) + S(i + 3) +--- 4+ S(¢ + 3h;) > 0;

mais d’apres la remarque faite au début de la démonstration, les inter-

valles K(i) = {i —2,i — 1,...,i + 3h;} sont disjoints deux & deux pour
t € J.

Soit ¢ € {0,1,...,n — 1} tel que m;a ¢ £, il existe A € N*, minimal, tel
que mi_zpa & &;

on a alors 1 — 3h € J et ¢ € K(7 — 3h); par conséquent, en notant H le
complémentaire de U K(:) dans {0,1,---n — 1},
ie€J
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tout ¢ € H vérifie m;a ¢ € donc X; > 0;

nixi =Y Xi+ ) (SGE)+S(E+3)+---+ S(i +3h;))
0 i€H ieJ
> 0.

2) Développements et notations associées a la fonction ¢.

Valeurs et dérivées de la fonction ro(zr~') (périodique) :

5 2 3 4 1
x 0 1 1+-7—2 2+53 3+74 4+55 5+76

.+ 1+ 1 1 | | | |

7 512 712 ?11 -

| (] D] ©)] -6)] @] 9| ®] -3)| ]| (-5)] @]

72 4 72 48 2
ro(ar~) 4 11 = 12 48 (EIP

x 6+g 7 7+% 8 8+f;- 9 9+§ 10 10—}—%11 12
Y Y Y Y Y A

ro(zr™t) ? 11 ? 12 ? 12 % 12 ? 11 4
2] G D] @] &3] @] 9] @] o] O] 1]

LEMME 2.1.—. Sotent N € Z, non multiple de r,
n Uentier minimal tel que [Nr™™| < 1.
Il cxiste deuz suites € € Z™ et t € R™ telles que

n—1
N = Z €,‘7’i
0
i
t; = Zejrj_i_l
0

© linéaire affine sur [e;r™2,¢;] ou [t;,eir™ Y]

<1<n-1)
1< e <11 }(Powo_t_n 1
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Démonstration. — on définit ces suites par récurrence en posant :
tpe1=Nr™" et,pour0<:i<n-—1
e =[rt]] si ¢ admet un minimum local en t;
ou un maximum local
ousi ¢'(t;) <0
=[rt;] +1si¢'(t;) >0
tic1 =71t — &
On vérifie par récurrence (en partant det =n—1):
[t:i] <1 ettt €Z (pour —1<i<n—1); |&]| <11(0<i<n—1);
en particulier [t_j| < 1let t_y € Z donc t_; = 0.
Par récurrence, t;r' ¢ Z (pour 0 < i < n—1) donc ¢; # 0 et, d’aprés les
variations de ¢, ¢; # 0.

La quatriéeme condition est donc vérifiée; les deux premiéres sont évi-
dentes et la troisiéme se déduit du tableau de . |}

Notations : Soient I' I’ensemble des k € Z tels que 1 < |k| < 11
+oo
II* —_ U Ilh
0

p(z, k) la dérivée a droite de ¢ en kr~! (pour k € I', z € RY) ou sa
dérivée a gauche si = réel négatif
Az, k) = —p(z,k)siz >0
pu(z, k) siz <O0.
Pour ¢ = (eg,...€n~1) appartenant & I'*, on pose

e n-—1

n-—1 t—1~—
| § :E,"I’" n—1
€ 0

S(e) =

n—ll
S(0) =0

LEMME 2.2.— Dans les conditions du lemme 2.1,

D e(NrT ) =3 " p(er™) - i A(gi1,€:)S(mc).

Démonstration.—pour 1 <i<n—1,onat;=¢eir !t +t;_yr " et, par
linéarité, o(Nr™*71) = o(t;) = @(eir™) + u(tic1,e)tioir™ty
_ Ei-1
lei-1l
méme signe que €;—1 car |g;—1| > 1 et |ti—2| < 1;

tigr? S(mie); d'autre part, t;—177! = ;1772 4+ t;ior % a
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d’ou p,(t,'._.l,s,')ti_lr—l = —)\(65_1,6,')5(71',‘6). | |

Autres notations : Pour (¢, ...,e,-1) € I'*, soient 3(g) = Z p(eir ) -

n—1
Z A(€i-1,€i)S(mie) et K(e) 'ensemble des ¢ < n tels que (¢;—g,...€;—1) ou
1
(—€i-8,...—€i—1) soit égal 4(4,1,-2,4,1,-2,4,1)ou (6,1,~3,6,1,-3,6,1);
x(e) = card K(e) et §(¢) = $e —6-10"x, — 4828 _ 2.107°
5181
3) Majoration de E(myu,a).

LEMME 3.1.— Soient N € N, non multiple de r,
g = (egy.. .n-1) la suite qui lui est associée
au lemme 2.1
a € [0,1] tel que ar™ € N.

n—1

Alors, E(rNu,a) < Z PH(Nr= 1) —r2xe!.
0

n—1
Démonstration. — soient € € I" tel que N = Z girt

0
n—1

aeI™ ! xTtel quea= Z ar i1

0

t la suite définie au lemme 2.1

Y = ¢(i) — p(mia,a}, t;) (0< i <n —1);
n—1 n—1

Ona Z YpH(Nr~7Y) - E(ryu,a) = Z Y; et Y; > 0 pour tout z. 1
0 0

Soit (n;)o<i<h-1 la suite strictement croissante d’entiers telle que K(e') =
{nito<cich-1;

comme n;41 > n; + 3 pour tout ¢ on a en posant K' = {n3;}o<si<a—1,

ZY > Z Z Y; et card K' > h

1€K' j=i—9
i—1
il suffit donc de minorer Z Y; par 3r~2 pour tout i € K'.
J=i-9
“cas : Si (€i_g,..-€iy1 = (4,1,—-2,4,1,-2,4,1), on a deux développe-
ments de t;_;:
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t—1
ticg = Z sg-rj"l + ti_gr~® d’apres le lemme 2.1, et, comme ¢;_; =
Jj=i-8
i-1 ‘
Nr~™' modulo 1, frt,_; = Z eir? ™ 4 fr(ti_g)r™8;
j=i—8

d’ol (g;-7,...€i-1) =(1,10,3,1,10,3,1).

= Si (@)gseenr0ly) = (1,11,4,1,11,4,1),

on en déduit (a;_7,...,a;_2) = (0,11,4,0,11,4);
Yi1>1lcarmiya €&

!

=1

frti, € [r"l,?,r—l].
- Sl ai—l # 17
quelle que soit sa valeur on a Y;_; > r~1.
-Sia;_,#4:

ti_e = Nr~*t! modulo 1, donc fr t;_, appartient & [3r~14+10r72,3r"1 +
11r72); alors Y;_, > 3r~2.

-Siaj_3#11:

frtis € [10r71, 11r = Yig >r L.

—De méme si o;_4 # 1 ouaj_s #4 oual_g #11 ou ai_q # 1.
2*™ecas : (}_g,...€1_y) = (6,1,-3,6,1,~3,6,1),

d’'ott (gi-7,...,6i-1) =(1,9,5,1,9,5,1).

= Si(aj_qy...,0ai 1) =(1,4,8,1,4,8,1)

alors (@i-7,...,ai_3) = (1,3,8,1,3,8); méme minoration qu’au premier
cas.

- Sia)_; # 1, méme minoration qu’au premier cas.
-Siaj_,#8:

frtia €57 +9r72 577 £ 10772 = Yy > 472,
-Sia,_,#4:

frticae[9r ™ 4772 0r 1 4 2r~?] = Y;_3 > 4r~2.
—~Demémesia; ,#1loua] s#8ouai_g#4oual_,#1.

3™%cas : Si (ej_g,...,€j_1) a une valeur opposée & celle des deux
premiers cas, on en déduit

(€i-7,...,€i-1) = (10,1,8,10,1,8, 10) ou (10,2,6,10,2,6,10);
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le développement 1 (en base r) de ™ — N vérifiant n; =r — 1 —¢; pour
1 <5 £ n—1, on est ramené aux deux premiers cas, compte tenu que
légalité V; = o(Nr~*"1) — Xi(a, N) et celle du lemme 0.1 (i) impliquent
Yi(8, M) =Yi(a,N).

4) Majoration de la discrépance de (ug,...un—1).

LEMME 4.1.— Sotent N € N
m le plus grand entier tel que Nr—™ € N
N' = Nr—™
¢ la suite associée & N' au lemme 2.1.

Il eziste C, indépendant de N tel que

D(ug,...un—1) < g€ — r~2xe + C.

Démonstration. — pour majorer E(ryu,y) — E(ryu,z) (pour tous = et
y dans [0,1]) on pose a = r""*[zr"] et b = r""[yr"] (n entier minimal tel
que N < r™); d’aprés la définition de U,, ’ensemble {k < N/a < ux < z} a
au plus un élément, d’ott

|E(mNu,z) — E(mNnu,a)| <2
on fait de méme pour E(7nu,y), et on en déduit
E(rnu,y) — E(ryu,z) < E(ryu,b) — E(ry,a) + 4.

Si N n’est pas multiple de 7, les lemmes 3.1, 1.1 et 2.2 permettent d’obtenir
la majoration voulue; sinon on s’y rameéne en posant ¢ = fr(ar™), d =
fr(br™), et en utilisant le lemme 0.1 (ii). §

Notations : Etant donnés ¢ € I'™ et ¢’ € I'™, on note e¢' la suite
En—-1
(€0y-+-En—1,EQs---rEm—1) €t on pose Z(e,e') = —k:—"—T'(u(en_l,eg) +
—
m-1

Y uleig, e)r™).

1
LEMME 4.2.— Dans ces conditions on o
(i) p(ee') = e + @e' — S(e)Z (e, €')
0 < x(ee') — xe — xe' < 3;
(i) étant donnés a et b appartenant ¢ I' et de méme signe,
B(ebe") — Fleac’) =p(br1) — g(ar=) + (A(n=1,@) — A(En=1, b)) S(e)
+ (la| = 81)r =2 Z(a, )
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|x(ebe') — x(eac')] < 3

Démonstration. —
m—1 m-—1
() Blee’) = e+ Y oeir™) = Men-1,66)S() — 3 Mel_y,el)
0 1

S(mnice'),
€i—1En—1
i-16n-1]

D’autre part x(ee') — xe — x&' est égal & card(K(ee')N{n+1,...n+7}),
donc compris entre 0 et 3.

avec S(mpyiee’) = S(me') + r~tS(e), d’ot la premiére égalité.

(ii) En appliquant deux fois (i) & $(eae’),

Pleac’) =e + Ja + Je' — S(e)Z(e, ae') — S(a)Z(a,¢')
=@e + p(ar™') + ge' — S(e)(AM(en—1,a) +r? i?—_ll-Z(a, e'))
n—1

— lalr=2Z(a,¢");

de méme pour $(ebe’), d’ou la deuxiéme égalité.
La derniére inégalité vient du fait que
x(ebe') — x(eae') = card(K(ebe') N {n +1,...n + 8}) — card(K(cac’) N
{n+1,...n+8}). 1
Maximum de la fonction 6.
N étant fixé, soit S(N') ensemble des suites € = (e, .. .,€,) appartenant
aI'™ tellesque2<n < N
(50761) = (4v 1)
lenl =3 et enp_16, <O.
On se donne une suite s = (sg,...,s,) appartenant & S(N), telle que
6(s) soit le maximum de §(¢) pour € € S(N)

On va démontrer par I’absurde que certains mots n’apparaissent pas dans
la suite s (en construisant, s’ils apparaissaient, une suite ¢ € S(N) telle que

8(t) > 8(s)).

LEMME 5.1.— Pour tout i, |s;| € {1,2,3,4,6}
$i—18; > 0si|s;| =1
< 0 si |S,’| #1.

Démonstration. — Si la premiére condition n’est pas vérifiée, soit 1 le plus
petit indice tel que |s;| ¢ {1,2,3,4,6};
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on applique le lemme 4.2 (ii) avec

€= (So, . .-S,'_l)

€I= (S,‘+1, . Sn)

a=3s;

b de méme signe que a, avec |b| =4 ou 6,

d’ou la minoration

6(ebe") — 6(s) > S(e) — 18- 107> pour (|s;| € {8,9,10} et |b] = 6)
ou pour (|s;| € {5,7} et |b| =4)

r~! — S(e) — 18-107° pour (|s;| = 11 et |b] = 6).

Si-1

r2S(e) =
(¢) T
1< |sj| <6 pour tout j <i—1;
d’olt §(ebe’) — 6(s) > 0.
Ceci prouve par ’absurde |s;| € {1,2,3,4,6} pour tout . 1

72
($i—1+8i—gr~ ! +--) est compris entre T et o puisque

Soit i tel que s;—18; < 0 et |s;]| =1;

on a donc A(8i-1,8i) =7
/\(—3,'_1,5,') =1
lu(sj—1,851 T V5
on pose alors ¢ = (sg,...8i-1)
—E€= (—30, vee ™ 8,'_1)
6' = (s;, [ Sn)
et on déduit du lemme 4.2 (i)

P((—e)e') = @lee") = S(e)(Z(e,€') — Z(—e¢,€"))
5 n—i ]
> —r 26— =3
2" (6 ZZ r~7)
Jj=1
= §((—€)e') — 8(e€’) > 0; la deuxiéme condition est donc vérifiée.

Soit 2 tel que s;—18; > 0 et |s;] # 1;

A(si—1,8i) et A(—si—1,s;) sont égaux, donc

F(—e)e") - Blee") 2 S(e) (—zgj—j—,r-‘u(si,sm) 2y 7r“”)

5 7
> 9.2 -1_
=1 (2r 66)’
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8((—¢e)e') — é(e€") > 0, d’ott la troisiéme condition.

On notera S l’ensemble des suites finies ¢ qui vérifient pour tout :
les] € {1,2,3,4,6}

€i—1&:> 0 s1 Ie.-l =1

<0sile| #1

Pour ¢ € S et ¢’ € 5, la suite e€’, ou la suite (—¢)e’, appartient & S; on
notera ¢ - €' celle qui y appartient;

on pose aussi € = 0 et

€™ =€e"™! . ¢ pour tout n € N*;

Dans le cas ol e¢’ appartient & S, Z(e,€') ne dépend que de €'; on le
notera donc Z(¢').

On notera aussi A(k) la valeur de A(h,k) ((h,k) appartenant a 22N S);
(k) vaut r|k| ™ si |k| # 1

1 si |k] = 1.
LEMME 5.2.— Sotent trois suites finies 6,¢,8' telles que 66’ € S ;
alors §(6e8') — §(6 - 8') = e — S6Ze — (S(6€) — S6)Z6'
Ix(6e8") — x(6 - 8") — x(¢)| est au plus égal & 6,
ou d &8 sic na qu’un terme

Démonstration. — Il suffit
— d’appliquer le lemme 4.2 (i) & $(6 - §') :

P(6-8) =06+ 8 — S5626';

puis de 'appliquer deux fois & $(6eé’) :

P(6e8') = F6 + Ge + §6' — S(6¢) 26 — S6Z¢;
— de remarquer que (en notant n et m le nombre de termes des suites § et

€),

x(8e6") — x(8-6") — x(e) est égal & card(K(§ € )N ({n+1,...n+T}U

{n+tm+1,...n4m+7}) card K(6-8)N{n+1,...n+7}. 1

LEMME 5.3.— Soit € = (eo,...,€n—1) appartenant ¢ S.

En posant €' = (eo,...€n—2) et €" = (e1,...6n_1), on @

(i) r’Se = leaca| + 1S’ silenq| =1

|en—1] — rSe’  sinon
Ze = )\60 + T‘_IZE// si Ié‘ol =1

Aeg —r"YZ.  sinon
)1 < Se < 6
1 < Ze < 6
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n—1 n—2
Demonstration (i).—r? E ert " =gy +r E gr' ™"
0 0

compte tenu du signe de €,,_26,-1, on obtient ’expression de r’Se.

On obtient celle de Z¢, en utilisant un nombre a de méme signe que &g
si |eo| = 1, de signe contraire, sinon, d’olt

n—1
a —i
Ze = 1wl e0) + > aleimn,e)r™)
1
= Meo) + %0 -1g¢"

|a€ol

(ii) se démontre par récurrence en utilisant (i), compte tenu que [en—1] et
AMgo) appartiennent & {1,2,3,4,6}. 1§

LEMME 5.4.— La suite (So,...,Sn~1) peut se décomposer sous la forme :
(80y.+-8p=1) = 0@ .M 6B gpec, pour tout i, o ou —g® égal @

(8,1) ou (4, 1) ou (-2, 4, 1) ou (-8, 6, 1).

Démonstration. — soit v le plus grand entier tel que (so,...,s,—1) vérifie
cette condition;

en supposant v < n, on va construire une suite s’ telle que s’ > és.

En posant pour (z,y,2) € R?,

f(=z,y, z) = 11r7 — y— (7-"2 — 117‘—1y)z Giz=

1—(rely — (er™2 =137 1y)z sinon,
Y

et en notant S = S(so,...Sy-1)
Z =Z(Sy415---Sn)
8" = (80y.+-8u=1),(Su41y-+-Sn),
on a (lemme 5.2) $s — @s' = f(|s.], S, Z).
v ne peut étre égal 3 0 ni 1 ni n donc s’ appartient & S(NV).
|sy—1| =1 et |s,—2| € {3,4,6} par conséquent (lemme 5.3)
r2S =14r"Ys,—2| — S(s0,---Sv-3);
d’ou ’encadrement —z—g <r?S< g [ ]
La fonction z — f(|s,|, S, z) est alors croissante si |s,| =1
décroissante sinon.
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1%"cas : |s,| = 1; alors
f(1,5,2) < f(1,5,6)
1
< —
<f (1, 96’6)
= 8s—6s' <0.

gitmecas ;s | = 2;
on va vérifier qu’on ne peut avoir
[sv+1] =2 ni (|sy+1], [sv+2]) = (3,1) ou (3,6);
si on était dans un de ces trois cas,
Z = Msy-1) = AN(Spt2) £772Z(5p43,. .. 8n)

>4z dob 1
2 , 1

< o — 1.

_f<2,247" a4 6)1

6s—8s' <0

cas : |s,| = 3;
si |sy+1| valait 2 ou 3, on aurait

3iéme

224—%donc
13,5251 (3.54-3)
29 1
< Zrm2 42
_f(3724r ’4 2)7
§s—68s' <0

4i¥mecas ;s | = 4;

si |sy+1] valait 2, 3 ou 4 alors

1
>93_ _
zZ2>3 3
29 1
< 2 —_——
_f(4,24r 3 2),
§s—6s' <0

5mcas  On suppose |s,| = 6, ou (|s, |, [sy+1]) = (2,1) ou (2, 6) ou (4,6), et on
pose a = 33y
Isvl
La suite s" = (so,...8,-1,8, Sut1,...3n) appartient & S(N) et, d’apres
le lemme 4.2 (ii),

Ps —@s" = (4-12]5,|7)S + (3 = [su)r 2 Z;
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- . . 29 . .
on utilise la minoration S > 2—47' 2 puis on majore S en remarquant que
si|sy—2| =6,0na

(|3V—4la Isu—-3|’ lsu—2|, |3u—1 |) = (13 39 6) 1) et
S=r24+6r2=3r"* +r7% +r74S(s0,...55-5)
Sr2 4670 =3t 410 4 6076

cette majoration reste bien siir valable si |s,_2| < 4.
De méme on déduit du lemme 5.3

Z>1let
Z <2si|sy41/=10ub
Z>2-6r"14r"%si|s,41|=6.

Ces encadrements permettent d’obtenir
Ps—ps" < —18-107°
§s—é8s" <0.

61*mecas On suppose v < n — 2 et

(ISVI’ Isv+l|) = (31 6) avec |3u+2| #1
ou (3,4) avec (|sy+2| # 1 ou (|sp+2], |8v+3]) = (1,2)),
ou (2,3) ou (2,4) avec |s, 42| € {2,3,4}.
Dans ces cas, en posant t = (Sg,...,85) - (Sy42,-.-5n)
S' = S(s0,...8y)
. - Z’=Z(3u+2)---)sn)7
on a @s — @t = f(Isy41], 5", 2");
rS' = Is,,ll —r7l - S(So,...;u_g)
= |sy| — 3 <riS' <|s,| - 5 (et |sy| vaut 2 ou 3).
La fonction z — f(|sy41],S', z) est alors décroissante
On minore Z', si |s,42| # 1, par 2 — 6r~1;
sl (|3u+2|, IS,,+3|) = (1,2), par 1+ 67‘_1 - 61‘—2;
si |s,42| € {2,3,4}, par 3 —6r71;
d’ot f(|sy41],5',2') < —18-1075 et
bs — 6t < 0.
T®mecas v <n —3et (|s,], [sp41], 1Sua2]) = (3,4,1), avec |sy43] # 2.
Alors, Z' <1+ 4r71.

s . . R
Soit b = 6|s":i|; la suite t' = (so,...,8,b,8u+2,...5,) appartient 3
v
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S(N) et
Fs—gt'=2r"27 — &'
1
<2 (14 4r71) —r2 (3 — —-) donc

8
bs — 6t'< 0.
8¥Mecas (|syl, [sy+1ls [sp42]) = (2,4,6) (=v<n-3).
- Si (|5V+3|v |3v+4|) = (]-a l)a (V <n-— 5)

on obtient és — 6((s0,...,5u43) * (Sv45,..-80)) <0,
par le méme calcul qu’au 1¥cas.
~Si (|sy43l, [su+4]) = (1,6) (v £ n—5), alors

6s — 8(s0,- - Syts, 3|——+4—|,s,,+5, ...85) <0, par celui du 5°™¢cas.
Sy+4
— Dans les autres cas, en posant Z"= Z(s,43,...5,)

S”= S(So,...8y+1)
t” = (80, e 3y+1) . (S,,+3, . .Sn),
onaZ">143r 1 —6r2, 4_6_5 <S5"<4etgs—pt" = f(6,8",2") >

§s—6t" <0
LEMME 5.5.— Soient T € S
my = (3, 1)
moq = (4, 1)
mg = (—2, 4, 1)
my =(-3,6,1)

S =5(my) et Z =Z(1)
Si=1—=r"*)718(my) et
Zi=(1-r"371Z(m;) (i=3 ou4).
On a
P(my-my-T)=@(my-7) =2 -1 =3r~2 —r72(1 4 4r"1)(4 - r) +
A G S S T VA
P(my-mo-7)—@(mg -7)=2—r71 —4r72 — 121 4 4r71)(3 - )+
r_2(7'—2 + 4r_3)Z,
et, pour i € {3,4} et A € N*,
4828

Blma - m 1) = F(ma 1) = (1= r=*N)(S ~ §:)(Z = Z) + T\

Démonstration. — Les deux premicres égalités s’obtiennent par le lemme
5.2; la troisiéme en utilisant d’abord le lemme 5.2 :

G(mz -mi 1) = (my - 7) = §(m}) — SZ(m}) ~ (S(m}) +r~*5 - §)2;

puis par applications successives du lemme 4.2 (i) :

- 395 -



A. Thomas

A-1

@(m?) = Mg(mi) = D_ S(m])Z(ms),
=1

en remarquant que
S(mi) = (1 —r%)S;
Z(mi) =1 -r"%)z,. 1
LEMME 5.6.— Awvec les notations du lemme 5.5, on a
§(mg -my - 7) — 6(my - T) < —0,00026

§(mg -mg - 7) — 8(my - T) < —0,0014
§(mg -m}-1T)—68(my-7) < (1 - =3NS - 8;)(Z - Z;) +12-107°.

Démonstration. — Ces inégalités se déduisent du lemme 5.5 avec Z < 6,
x(ma-m;-7) > x(mg-7) pouri=1ou?2,

x(mg-m} 1) > x(ma-7)+A—2pouri=3oud. 1

LEMME 5.7.— s = (4,1,-3)

Démonstration.— Si ce n’était pas le cas, il existerait 7 € S et A € N*
tels que s = mg - m; - T, avec ¢ = 1 ou 2

ou s=mgy-mj-T,avec o = —3 ou —4 (=2Z(r)<L4)
oumy-mjy -7, avec T = —2 ou 7 = (—3) (= Z(r) > 4)
oumy-my -m;-T,i=1o0u2 =>Z(mi-1)>Zssii=1

>Z4—1sii=2).
my - T appartient & S(N).

Dans les trois premiers cas, §s — §(mz - 7) est négatif d’aprés le lemme
5.6; dans le quatriéme,

8s —6(mg - 1) = 65— 6(mg -m;-T) +8(mz-m; - 7) — 6(mg - T) est négatif
d’aprés le méme lemme. |

6) Démonstration de la proposition 2.

On va d’abord vérifier que la fonction § est bornée sur I'*.

A tout € € I'* on associe la suite

n(e) = (4,1)e-(3)

qui appartient & U S(N) et vérifie donc §(n(e)) < 6(4,1,-3).

NeN
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Il découle du lemme 4.2 (i) qu’il existe une constante K telle que
Ve € I'* §(n(e)) > 6(e) — K; donc & est bornée.

Soient N € N,
m le plus grand entier tel que Nr~™™ soit entier,
N' = Nr ™,
n le plus petit entier tel que N’ < r".

482
I résulte du lemme 4.1 que D(uy,...un—1) — (5—?8—? -2 10_5) n est

majoré par é¢ + C donc borné;
comme r*~! < N' < N, on en déduit

D(u) < (Logr)~! (% ~2. 10-5) :

La suite v vérifie la propriété caractéristique de U,., avec 1’application o'
définie par o'(eg, . ..€,) = Teyp; il lui correspond donc une fonction 1, définie
au chapitre II.

En notant 1, la fonction ¢ associée & u, on a la relation
o, 7, 2) = $u(0,7,2) W(a,v,z) € I* x I x R.

Soient N € N, n le plus petit entier tel que N < r",
a et b appartenant a [0, 1] tels que ar”™ et br™
soient entiers,
a et (3 appartenant & I"™! x T, tels que

n—1 n—1
a= E a;r~l et b= E Bir~t 1,
0 0

il résulte de la proposition 1 (appliquée & v), que

E(”N'U, b) - E(”N'v’ a) = i(‘lou(wa IB£7Nr_i—l) - ‘Pu(m’ a:,NT_i_l))' (1)
0

— Pour la minoration de la discrépance de v, on se place dans le cas ot N
k—1
vaut N(k) = (4+r—2r2)2r3‘ (k € N*);
=0
'expression (1) est alors maximale quand o' et 4’ sont de période 3 avec
(ahy o) = (7,12, 5) et
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(d’oti a et B de période 3, (a,ay, ) = (6,11,5) et
(/301ﬂ1a ﬂZ) = (4, 0, 11))

L’expression (1) vaut alors

3k—1

Z ‘Pu(N(k)r_i_l )-

Quand k& tend vers +oo,
3k—1
(Log N(k))™! Z @u(N(k)r~"") a méme limite que
0

3k—1 k1
(3kLogr)™* Z eu(e(k)r™71)  avec z(k)=(4+r— 2r?) Z 3 et
0 —00
4828

cette limite vaut W.

~ Pour la majoration, on déduit de (1)

n-—1

E(nnv,b) — E(ryv,a) < Y (pu — fa)(Nr™71).

Soient m le plus grand entier tel que Nr—™ € N,
N' = Nr™™,
¢ la suite associée & N' par le lemme 2.1;

n-—1 n—m-—1

Z(cpu—f4)(Nr_i"l) est alors égal & Z (pu—Ffa)(N'r~*71) et d’aprés
0 0
le lemme 2.2, au plus égal & @pye.

Pour z et y quelconques dans [0, 1], on a, en posant a= r~"[zr"]
—
E(nnv,y) — E(rnv,z) < E(wnv,b) — E(nrnv,a) + 4 (par la méme
démonstration qu’au lemme 4.1);

on a donc D(wyv) < @ue + 4.

- 4828 . .
Or $ue —6-10"%ye — (m -2. 10_5) n est majoré par le maximum
de la fonction é donc, compte tenu que xe < 2, D(wnv) — ——n est borné

3 5181

indépendamment de N et n.

- 398 -



Discrépance en dimension un

Références

[1] KutPERs (L.), NIEDERREITER (H.).— Uniform distribution of sequences, J. Wiley
and Sons, 1974.

[2] ScumiDT (W.).— Irregularities of distribution, VII, Acta Arithm. 21, p. 45-50,
1972.

[3] BEJiaN (R.).— Minoration de la discrépance d’une suite quelconque sur T, Acta
Arith. 41, n°® 2, p. 185-202, 1982.

[4] VaN DER CorpuT (J.G.).— Verteilgsfunktionen, I, II, Proc. Kon. Ned. Akad.
Wetens. 38, p. 813-821, 1058-1066, 1935.

[5] BEJ1AN (R.), FAURE (H.). — Discrépance de la suite de Van Der Corput, C.R. Acad.
Sci. Paris, t. 285 série A, p. 313-316, 1977.

[6] HABER (S.).— On a sequence of points of interest for numerical quadrature, J. Res.
Nat. Bur. Standards Sect. B70, p. 127-136, 1966.

[7) GILLET (A.). — Sur la répartition modulo 1. Thése (Marseille) 1968.

[8] RaMsHAW (L.).— On the discrepancy of the sequence formed by the multiples of
an irrational number, J. of Number Theory 13, p. 138-175, 1981.

[9] FAURE (H.).— Discrépance de suites associées & un systéme de numération, Bull.
Soc. Math. France 109, n°2, 1981.

[10] BOREL (J.P.).— Suites ayant de bonnes discrépances, Publications départ. de math.
de P’Université de Limoges, 4, p. 1-21, 198a.

(Manuscrit regu le 5 septembre 1988)

- 399 —-



