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Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. XI, n° 1, 1990

Sur les propriétés arithmétiques
du produit de Hadamard(?)

JEAN-PAUL BEzIVING

RESUME. — Dans cet article, nous démontrons deux résultats sur les
produits de Hadamard de séries formelles.

Tout d’abord, si f(z) = E a(n)z™ est une série formelle & coeflicients
complexes telle que pour toute série formelle algébrique g(z) = E b(n)z™,
le produit de Hadamard Z a(n)b(n)z™ soit aussi algébrique, alors f(z) est
une série formelle rationnelle.

Ensuite, étant donné une série formelle f(z) = Y a(n)z™ & coefficients
dans un corps commutatif de caractéristique zéro et des entiers positifs
naturels s, £, ¢, m tels que £ et ¢ soient premiers avec s, si, & la fois,
E a(n)’z™ et E a(n)ta(n + m)?z™ sont des séries formelles rationnelles,

alors f(z) = Z a(n)z™ est une série formelle rationnelle.

ABSTRACT. — In this paper, we prove two results on the Hadamard
product of power series.

First, let f(z) = E a(n)z™ be a power series with complex coefficients,
such that for any algebraic power series g(z) = E b(n)z™, the Hadamard
product Z a(n)b(n)z™ is also algebraic. Then f(z) is a rational power series.

Second, let f(z) = E a(n)z™ a formal power series with coefficients in a
commutative field with zero characteristic. Let s, £, g, m be rational positive
integers with £ and ¢ prime to s.

Suppose that both za(n)’z" and Ea(n)ta(n + m)?z™ are rational
power series. Then f(z) = E a(n)z™ is a rational power series.

1. Introduction et notations

Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle, et f(z) = 5 a(n)z"™,
g(z) = 3 b(n)z™ deux séries formelles & coefficients dans K. On définit le
produit de Hadamard des deux séries f(z) et g(z) comme étant la série :

(1) AMS subject classification : 1 Q, 30 B.
(2) J-P. Bezivin, Université Paris VI, Mathématiques, Tour 45-46, 5™¢4tage, 4 place
Jussieu, 75230 Paris Cedex 05.
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Jean-Paul Bezivin

h@) = (f*9)(@) = 3 a(n)b(n)z".

Le produit de Hadamard a été beaucoup étudié, depuis son introduction, en
raison de la propriété suivante : on a essentiellement que des points singuliers
de f g sont les produits des points singuliers de f et de g (pour un énoncé
plus correct, voir [3]).

Il est bien connu, et facile & démontrer, que si f(z) et g(z) sont deux
séries rationnelles (i.e. représentant les séries de Taylor & Porigine de deux
fractions rationnelles), leur produit de Hadamard f x ¢ est encore une série
rationnelle.

En fait, on peut dire un peu mieux : si f est une série rationnelle, et ¢ une
série algébrique, leur produit de Hadamard est encore une série algébrique.

Pour traduire ce dernier résultat, di & R. Jungen ([6]), nous allons donner
une définition, introduite dans [7] :

DEFINITION 1. —  Soit K un corps commutatif, de caractéristique nulle,
et A une partie non vide de K|[z]].

Nous dirons que la série m(z) = Y 72 a(n)z™ appartenant ¢ K{[z]] est
un multiplicateur pour A, si, pour toute série f(z) =3 o2 b(n)z™ dans A,
la série :

(m* f)(z)= Z a(n)b(n)z™ est encore dans A.

n=0

Nous noterons M (K, A) ou M(A) quand il n’y aura pas d’ambiguité sur
le corps K, ’ensemble des multiplicateurs de A.

Le théoréme de R. Jungen s’énonce alors de la fagon suivante :
THEOREME J. — Soit A la partie de K|[[z]] formée des séries formelles
algébriques sur Klz].
Alors Uensemble des séries rationnelles est inclus dans lensemble M(A).

On sait qu’il existe des séries algébriques qui ne sont pas des multiplica-
teurs; '’exemple classique est :

oo
ﬁ = Z (2:).7:", pour K = C, cf. [5]).
n=

0
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Produit de Hadamard

Dans une premiére partie de cet article, nous allons déterminer ’ensemble
des multiplicateurs quand A est 'ensemble des séries algébriques de C[[z]];
nous montrerons que dans ce cas, M(A) est exactement I’ensemble des séries
rationnelles. Nous examinerons aussi le cas ou A est ’ensemble des séries
algébriques appartenant 4 une extension algébrique finie de C(z).

La deuxiéme partie de ce travail est consacrée a la démonstration d’une
forme faible de la conjecture de la racine s-ieme de Hadamard.

Nous notons K [[z] la partie de K[[z]] constituée des séries formelles
f(z) = 3 02lpa(n)z™ qui possédent la propriété suivante :

Il existe un sous-anneau U de K, dépendant de f, de type fini sur Z, tel que
f appartienne & U [[.1:]] .

La conjecture de la racine s-iéme au sens de Hadamard, due & C. Pisot
(cf. [1]) est la suivante :

CONJECTURE .— Soit K wun corps commutatif de caractéristique
nulle, et s un entier non nul. On suppose que la série formelle f(z) =
Yo a(n)z", appartenant é K [[z]], vérifie la propriété suivante :

La puissance s-iéme au sens de Hadamard de f, c’est-d-dire la série
2 a(n)’z™, est une série rationnelle. Alors il existe une suite b(n) d’élé-
ments de K, tels que a(n)® = b(n)® pout tout n, et que la série y o>, b(n)z"
soit rationnelle.

Remarques

1) Il est clair que si s est un entier pair, on ne peut pas éviter la forme
de la conclusion de la conjecture.

2) L’hypothése “ f appartient & K [[z]] 7 est nécessaire, comme le montre
I'exemple de f(z) =D 2 +/nz", dont le carré de Hadamard est une
série rationnelle, mais dont aucune des séries associées 3 00 g en\/n ™
avec €, appartenant a {£1} pour tout n n’est rationnelle.

3) On pourra trouver dans [9] des résultats récents sur cette conjecture.

Notre énoncé consiste a rajouter une hypothése supplémentaire de méme
nature que ’hypothése ) a(n)?z™ rationnelle.
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Par exemple, pour s = 2, les deux conditions :

Z a(n)?z" et Z a(n)a(n + 1)z"
n=0 n=0

rationnelles, impliquent, si a(n) est non nul & partir d’un certain rang, que

la série 02 a(n)z™ est rationnelle.

2. Enoncé des résultats

Nous allons démontrer les résultats suivants.
THEOREME 1. — Soit A la partie de C[[z]] formée des séries formelles
algébriques.

Alors lensemble M(A) des multiplicateurs de A est ezactement U'ensemble
des séries rationnelles & coefficients dans C.

THEOREME 2. — Soit f une série formelle de C[[:c]], algébrique sur
C(z) et non rationnelle.

On considére la partie B égale d C(z, f(z)) ﬂC[[:v]]. Soit q le plus grand
entier naturel tel que l'on puisse écrire C(z, f(z)) = C(z, g(z%) ot g est
une série formelle algébrique. ‘ ‘

Alors Uensemble M(B) des multiplicateurs de B est l’ensemble des fractions
rationnelles, n’ayant pour péles éventuels que linfini et les racines g-iéme
de Punité.

THEOREME 3. — Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle, et
f(z) =Y orpa(n)z™ une série formelle de I?[[x]] . Soit s un entier naturel
non nul, et q, £, m trois entiers naturels, g et £ étant premiers d s, et m
non nul. On suppose que : ‘

a) a(n) est non nul ¢ partir d’un certain rang;
b) la série 3 o2 o a(n)’z™ est rationnelle;
¢) la série 320 g a(n)fa(n +m)9z™ est rationnelle.

Alors la série 3 52 ga(n)z™ est elle-méme rationnelle.
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3. Résultats préliminaires

Nous aurons besoin des résultats suivants :

THEOREME T (M. Tsuji, [10]). — Soit f(z) = X ey a(n)z™ une série
entiére 4 coefficients dans C, de rayon de convergence égal i un. On
suppose que f(z) n’a, sur son cercle de convergence, qu’un nombre fini de
singularités, toutes algébriques. Alors il eziste un entier naturel non nul k,
un rationnel r, n’appartenant pas d l’ensemble des entiers négatifs, et deuz
constantes réelles positives c et d, telles que Uon ait, pour tout entier n assez
grand U'inégalité :

0<en” <la(n)|+---+la(n+k—1)| < dn".

Il résulte de plus, de la démonstration de Tsuji une expression pour le
rationnel r.

En effet, notons vy,..., vt les points singuliers de f(z) sur son cercle de
convergence. Au voisinage de v;, j appartenant a {1,...,t}, f(z) admet un
développement de Puiseux de la forme :

j el ; mjth
f@) =t (z—u) P b4 )z 0y) T e
Avec bgj) # 0, m; dans Z, et p; dans N — {0}.
Soit w; le nombre rationnel défini par :
m; +£

N/
'wj=inf{ , £eN, avec mj+
pj pj

¢N et b #0}

soit w = inf(w;, j =1,...1).
Onaalors: r=—w-—1.

Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle, de type fini sur Q;
nous notons, comme dans [2] R(K) l'ensemble des suites d’éléments de K
qui s’écrivent sous la forme Z;‘=1 p;j(n)(b;)" avec b; élément de K, et p;
dans K|[z] pour tout j. L’ensemble R(K) est muni de la multiplication et
de I’addition ordinaire des suites, ce qui en fait un anneau commutatif. On
a alors les résultats suivants (cf. [1}).

~11 -
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THEOREME Bl.— Les éléments inversibles de lanneau R(K) sont
ezactement les suites u = u(n) qui possédent la propriété suivante :

1l eziste un entier T non nul, et pour r = 0,...,T — 1 des éléments non
nuls ¢ et dyp dans K, tels que l'on ait :

w(kT +1) = ¢ (d)*T  pout tout k dans N.

De plus, s1 G est un sous-groupe multiplicatif de K — {0}, de type fini, tout
élément u = (u(n)) de R(K) tel que u(n) appartienne & G pour tout n est
inversible dans R(K).

Nous notons R*(K) I’ensemble des éléments de R(K), réguliers pour la
multiplication (ce sont les éléments de R(K') n’ayant qu’un nombre fini de
zéros).

On a alors ’énoncé suivant ([2]).

THEOREME B2. — Dans le monoide multiplicatif R*(K), il y a factori-
sation unique en produit d’éléments irréductibles.

Nous aurons besoin enfin du théoréme suivant : ([8], [11], [12]).

THEOREME DU QUOTIENT DE HADAMARD .— Soit K un corps com-
mutatif de caractéristique nulle, et :

f@)=Y amz" ; g(z)=)_ bn)z"
n=0 n=0

deur séries rationnelles. On suppose que b(n) est non nul d partir d’un
certain rang N, et que la série quotient de Hadamard de f par g, c’est-d-

dire la série @z", est dans I?[[z]]
b(n)
n>N

b(n)

Alors cette série Z o(n) z™ est la série de Taylor 4 origine d’une fraction
>N

rationnelle.
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4. Démonstration des résultats

Preuve du théoréme 1.— Soit m(x) = Y 22 a(n)z" un multiplicateur

pour la famille A des séries formelles algébriques sur C(z).

On voit tout d’abord que m(z) est algébrique. En effet, I’élément neutre
pour le produit de Hadamard est la série e(z) = 1/(1—z), qui est
rationnelle; par suite, m x ¢ = m est algébrique. On démontre ensuite
facilement par récurrence que, pour tout s entier naturel non nul, la série
mg(z) =Y oo ga(n)’z™ est encore algébrique.

Si le rayon de convergence de la série m(z) (qui est non nul, puisque
m(z) est algébrique) est infini, alors m(z) est un polynéme; on peut donc
supposer dans la suite de la démonstration que le rayon de convergence R
de m est fini.

D’apres le théoréme T, il existe des constantes k, r, c1, dq, telles que
pour tout n assez grand, on ait :

0<caR™ """ <la(n)|+---+a(n+k—-1)|<diR™"n". (1)
On remarquera que r est parfaitement déterminé & partir de la fonction
m(z), ainsi que R bien siir, mais que ce n’est pas le cas pour Pentier k.
On en déduit facilement de (1) que pour tout enticr naturel s non nul,
on a de méme, pour tout n assez grand :
0<csR™n"™ <la(n)|® +---+la(n + k — 1)|° < d;R™*"n"™. (2)
Puisque la série )72 ; a(n)®z"™ est algébrique, on en déduit du théoréme T
de Tsuji que rs n’est pas un entier négatif, et ceci pour tout s.

Il en résulte donc que le rationnel r attaché & la série m(z) par la relation (1)
est positif ou nul.

Soit maintenant P(z) un polynéme non nul, a coefficients dans C.

Soit g(z) = P(z)m(z); nous allons montrer que g(z) est encore un
multiplicateur de A.

Il suffit pour cela de considérer le cas ot P(z) est un mondéme; on prend
donc P(z) =z*, ¢ € N.

Soit f(z) = Y nrob(x)z™ une série formelle algébrique. Le produit de
Hadamard de f(z) avec z'm(z) est égal & la série ), 5 a(n — i)b(n)z",
avec la convention que a(£) = 0 si £ est négatif. -

~13 -
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On voit facilement que :

i—1
3 a(n - i)b(n)e" = o [(m  f3)(2)] avee fia) =2~ | f(a) — Y bjat
j=0

n>0

La série f; étant encore dans A, m % f; est aussi dans A, et par suite, pour
tout f dans A, le produit de Hadamard de f(z) et de z*m(z) est encore
dans A, ce qui prouve ’assertion.

Nous considérons maintenant ’ensemble des points singuliers de m(z)
dans C, que nous notons wi, ..., Wws.

On peut trouver un polynéme P(z), tel que le produit g(z) = P(z)m(z)
ait, aux points w;, des développements de Puiseux dont tous les termes ont
des exposants positifs.

D’apreés ce que l'on a vu, g(z) est un multiplicateur. Si g(z) a un rayon
de convergence fini, il en résulte que le rationnel r qui lui est attaché par la
formule (1) est positif ou nul.

D’aprés la définition du réel w attaché a la fonction g(z) (voir apres le
théoréme T), et le choix du polynéme P(z), on a w positif ou nul.

Comme r = —w — 1, ceci entraine r négatif, ce qui est contradictoire avec
ce qui précede.

Le rayon de convergence de g(z) = P(z)m(z) est infini, donc g(z) est un
polynome, et ceci termine la démonstration du théoréme 1.

Preuve du théoréme 2.— Remarquons tout d’abord que l’ensemble
M (B) n’est pas vide, puisque la série e(z) = 1/ (1 — z) appartient clairement
a M(B). Nous voyons d’autre part que la preuve du théoreme 1 se recopie
sans difficultés, pour montrer que si m(z) appartient & M(B), alors m(x)
est une fraction rationnelle.

Soit m(z) = E(z) + P(-’”)/Q(x) un élément de M(B), avec E polynome,
P et Q deux polyndmes tels que le degré de P soit inférieur au degré de Q.
1l est clair qu’alors P(z) /Q(x) est un multiplicateur.

Nous avons déja vu dans la preuve du théoréme 1 qu’en multipliant par
un polynéme un multiplicateur, on trouve encore un multiplicateur.

Par suite, si z7! est un pole d’un multiplicateur, il en résulte que la série
1 /(1 — zz) est aussi un multiplicateur.

Nous notons S ’ensemble des nombres complexes non nuls tels que la
série 1 /(1 — zz) soit un multiplicateur.

14 -
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Nous allons montrer que S est une partie finie de C. Pour cela, nous

raisonnons par l’absurde, en supposant S infini.

Soit N la dimension de C(z, f(z)) sur C(z); on peut trouver une infinité
de N + l-uplets d’éléments de S, que nous notons (z(()k) , zgk), . (k)) qui
possede la propriété suivante : pout tout couple (¥, k) d’entiers naturels,

avec k différent de £, 'intersection des ensembles { zgk) (zgk))_l , U # j} et
{zz(l) (z‘gt))_1 , 1 # _7} est vide.

La fonction algébrique f(z) posséde, puisqu’elle n’est pas rationnelle, au
moins une singularité g, non nulle, qui n’est pas un pdle.

Pour chaque entier k, il existe une relation non triviale de dépendance
linéaire sur C(z) entre les f(z( )x) t = 0,...,N, qui sont tous dans
C(z, f(=)).

Soit Poyk(:c)f(z((,k)x) +--+ PN’k(z)f(zj(\l;):c) = 0 une telle relation.

Soit i1 un indice tel que P p(z) soit non nul. Le nombre complexe
(k)

)

zo (z est alors une singularité de P;, x(x) f(zzglk) z). Il existe donc un

indice j1, distinct de vy, tel que zq (z(k))_l soit une singularité de f(a:z](f))
Il en résulte que zo( (k) )( (k) ) est une singularité de f(z). Mais alors
f(z) a un ensemble mﬁm de smgularltes ce qui est absurde.

L’ensemble S est donc fini. Il est clair que 'ensemble M(B) est stable
par produit de Hadamard. Donc, si z est dans 3, il en est de méme de toutes
les puissances de z.

Par suite, tous les éléments de S sont des racines de 'unité, et il est facile
de voir que S est un groupe de racines de 1’unité.

Soit ¢ le cardinal de S, et k appartenant & {0,1,...,q — 1}.

L’élément z* f(z) est dans B; par suite, pour tout z dans S, il en est de
méme de zFzF f(zz).

Donc 3,52 kf(2z) = gi(29) est aussi dans B. On en déduit facilement,
en exprimant f(z) en fonction des gi(z?), que I’'on a :

C(.’E,f(.’l?)) =C (z,go(z'q), (RN 7gq—l(mq)) )

et enfin qu’il existe g dans C[[z]] tel que C(z, f(z)) = C(z,g(z?)). Il est
clair que ¢ est le plus grand entier tel que l’en ait cette propriété.

Il nous reste & démontrer que M(B) est exactement ’ensenble des
fractions rationnelles ayant tous leurs poles dans S.
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11 suffit pour cela de démontrer que, pour tout entier j supérieur ou égal
a un, et pour tout z dans S, la série 1/(1 — zz)j est dans M(B). Nous
procédons par récurrence sur j, le cas de j = 1 étant la définition de S.

Soit L Popérateur différentiel L = T L applique B dans B. On vérifie

z
facilement que :

1 1
L ((l—zz)s *h) =1L ((1_—2"’3)5) *h pour tout h dans B.

. 1 28T
Par suite : L ((1 — zm)s) = - za:)s‘"l

est un multiplicateur, et on en déduit facilement 1’assertion.

Preuve du théoréme §.— Nous posons :
b(n) = a(n)® et c(n) = a(n)la(n 4+ m)i. Il en résulte égalité :

e(n)® = b(n)lb(n +m)?. (3)

On peut sans restreindre la généralité supposer que K est de type fini sur Q,
et que les suites b(n) et c¢(n) sont dans R(K). Puisque a(n) est non nulle a
partir d’un certain rang, les deux suites b(n) et ¢(n) sont alors dans R*(K).

Nous allons d’abord démontrer que b(n) est, & un facteur inversible de
R(K) pres, la puissance s-iéme d’un élément de R(K'). Nous raisonnons par
I’absurde; on peut donc écrire :

b(n) = w(n)I1(n)° ... I(n)**(b(n))*" (4)

ot w(n) est un élément inversible de R(K), les I;(n) des éléments irréduc-
tibles de R(K), les entiers e; sont non nuls et non multiples de s, et enfin
b(n) est un élément de R(K).

De 'égalité (3), et du fait que £ et g sont premiers a s, il résulte alors
facilement que, pour tout i, il existe j et un élément inversible e(n) dans
R(K) tel que I'on ait : I;(n) = e(n)Ij(n+m). Il existe alors un des facteurs
irréductibles I;(n), que nous notons I(n), qui posséde la propriété suivante :
On a égalité I(n + wo) = eg(n)I(n), oi wy est un entier naturel non
nul, et eg(n) un élément inversible de R(K). Soit G le sous-groupe de type

fini de K — {0}, engendré par les valeurs eg(n), n € N, et les éléments
I(0),...,I(wp — 1).

~-16 -
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On voit facilement que, pour tout n, I(n) appartient & G. D’apres le
théoréme B1, Il en résulte que I(n) est inversible dans R(K), ce qui est
absurde, et démontre 'assertion.

Soit L une extension finie de K ou ’élément inversible w(n) figurant dans
la formule (4) est une puissance s-iéme d’un élément de R(L). On a alors :
a(n)® = d(n)*, avec d(n) appartenant a R(L).

Il existe donc une suite v(n), & valeurs dans Pensemble des racines s-ieme
de 'unité, telle que a(n) = v(n)d(n) pour tout n.

On conclut que les deux séries :

S d(n)td(n+m)iz™ et T v(n)fv(n+m)9d(n+m)iz" sont rationnelles.

D’apres le théoréme du quotient de Hadamard, la série :

3 v(n)tv(n + m)9z™ est alors elle aussi rationnelle.

Il en résulte que la suite v(n)fv(n +m)9, qui ne prend qu’un nombre fini
de valeurs, est périodique & partir d’un certain rang. Soit N une période,
on a donc :

v(n+ N) ¢ _[v(n+m+N)
o] =[S

Soit t dans N tel que —tq soit congru a 1 modulo s, et posons & = t£.

—-q
] pour n assez grand. (5)

L’entier ¢' est encore premier a s, et en élevant la relation (5) précédente a
la puissance ¢, on trouve :

[v(n +m+ N)] _ [v(n + N)]"
o(n +m) om) )
Soit h un entier tel que (¢ )h soit congru a 1 modulo s. En itérant la relation

(6) h fois, on trouve :
v(n+hm+N) wv(n+N)
vin+hm) — w(n)
On montre facilement que pour tout couple k1, kg d’entiers on a :
v(n+kihm +kyN)  v(n+kaN)
v(n + k1hm) T o(n)
En prenant k; = N, k3 = hm, et en posant T = hmN, on voit que :
v(n+2T) v(n+T)

(6)

pour n assez grand. (7

pour n assez grand. (8)

om+T) ~ o) pour n assez grand. 9)
. v((k+ 1)T +j) i
Pour j =0,1,...,T —1, on pose w;(k) = W Il résulte de (9)

que w;(k) est constante, pour k assez grand.

Par suite, chacune des suites v(kT' + j), j = 0,...,T — 1 est récurrente
linéaire, et il en est donc de méme pour la suite v(n).
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Enfin, et ceci termine la démonstration, la série Y a(n)z™ est une frac-
tion rationnelle, comme produit de Hadamard des deux séries rationnelles

Y v(n)z" et 3 d(n)z™.

5. Commentaires et questions ouvertes

1°) Tout d’abord, les théorémes 2 et 3 ne sont démontrés que pour le
corps des nombres complexes. On peut donc se demander si le résultat
est encore vrai quand le corps de base est un corps commutatif de
caractéristique nulle quelconque.

2°) Par contre, si K est un corps commutatif de caractéristique non nulle,
un théoreme de H. Furstenberg montre que le produit de Hadamard
de deux séries algébriques quelconques est encore algébrique (voir
(5]

3°) On peut aussi se demander ce qu'’il se passe quand on considére des
séries rationnelles ou algébriques & plusieurs variables.

Un exemple dii a Hurwitz montre que le produit de Hadamard de

deux séries rationnelles & deux variables n’est pas toujours une série
rationnelle; ’exemple est :

. 1 1
z1,L9) = —— £1,19) = ————.
f(z1,22) T 9(z1,72) 1= (o1 +22)

La question de déterminer les multiplicateurs pour les séries ration-
nelles & deux variables n’est donc pas triviale.

4°) Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle. Nous rappelons
brievement la notion de diagonale d’une fraction rationnelle réguliére
a lorigine. Pour :

P(:L‘l,...,a:s) _
Q(z1,...,z5)

on appelle diagonale de F la série formelle & une variable :

Yo a(ng, ..., ng)t".

On note Dg(K) 'ensemble des diagonales de fractions rationnelles
a s variables.

I est clair que D1 (K) = K(z) N K [[z]], et on sait que Dy(K) est
I’ensemble des séries algébriques (voir [4]). Quel est ’ensemble des
multiplicateurs pour Ds(K)? (noter que cette question est liée & 3°).

f(z1,...,25) = za(nl,...,ns)x;‘l...x?’,
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5°) Dans le cas du théoréme 3, si l'on remplace ’hypothése b) par “ il
existe ¢ premier & s tel que 3 a(n)fz™ soit rationnelle ”, on voit
facilement en utilisant le théoréme du quotient de Hadamard que
>~ a(n)z™ est rationnelle.

6°) L’hypothése “ a(n) non nul & partir d’un certain rang ” est nécessaire
en effet : soit u, appartenant & {£1} tel que la série Y a(n)z"”
avec agn = Un, @2n4+1 = 0 ne soit pas rationnelle. Les deux séries
3 a(n)?z™ et 3" a(n)a(n + 1)z” sont pourtant rationnelles.
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