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Deux remarques sur la propriété de
Radon-Nikodym analytique

SHANGQUAN BU(1)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. XI, n° 2, 1990

RÉSUMÉ. - On donne dans la première partie des résultats quantitatifs
des résultats présentés dans [B]. Dans la deuxième partie, on montre que
pour tout espace de Banach X X a la super-propriété de Radon-Nikodym
analytique si et seulement si pour tout espace mesurable (Q E, P) et pour
tout 1  p  oo, Lp (SZ, E, ]~ X) l’a.

ABSTRACT. - We give in the first part the quantitative result of the
result in [B]. In the second part, we show that for all Banach space X,
X has the super analytic Radon-Nikodym property if, and only if for all
measurable space (0, E, P) and for aIlI  p  oo, Lp(SZ, ~,1E~, X) has this
property.

Les espaces de Banach considérés dans cette note sont tous des espaces
de Banach complexes et cette note est constituée de deux parties indépen-
dantes. La première partie peut être considérée comme une continuation de
[B]. Dans [B], on a montré que pour tout espace de Banach X qui n’a pas la
propriété de Radon-Nikodym analytique, il existe une fonction analytique
uniformément bornée F : : ~ -~ X, telle que pour presque tout 6 e [0, 27r ] :

On va montrer dans la première partie de cette note que la fonction F
dans [B] peut être choisie de façon qu’elle soit uniformément bornée par
1 + E pour tout E > 0 fixé (théorème 1). Comme conséquence, on va
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donner un analogue analytique d’un théorème de W. Schachermayer, A.
Sersouri et E. Werner, aflirmant pour tout espace de Banach qui n’a pas
la propriété de Radon-Nikodym analytique, l’existence d’un sous-ensemble
C contenu dans la boule unité de X ayant toutes ses tranches PSH de
diamètres uniformément proches 1 (corollaire 2). Dans la deuxième partie
de cette note, on va présenter un résultat concernant la super-propriété
de Radon-Nikodym analytique qui assure que pour tout espace de Banach
ayant la super-propriété dé Radon-Nikodym analytique, LP(X) l’a aussi
pour 1  p  oo (théorème 2).

Rappelons d’abord quelques notions qui seront utilisées dans la suite.
Soient D la boule unité de C, X un espace de Banach et 1  p  oo ; l’espace
de Hardy Hp(D, X ) est défini comme l’espace des fonctions analytiques
F : : ~ --> X vérifiant  oo, où :

pour 1  p  oo et, pour p = oo : :

Par définition, X a la propriété de Radon-Nikodym analytique si pour toute
F E admet des limites radiales, i.e., limr~1 F(rei03B8) existe

pour presque tout 8 e [0, 27r] ([Buk-Da], voir aussi [E], [G-L-M], [G-M]
et [G-M-S] pour des études récentes sur cette direction), on définit par
ailleurs la même propriété avec n’importe quel espace de Hardy Hp(D, X )
pour 1 ~ p  oo ([Buk-Da]). Une fonction ~ : : J~ 2014~ R est dite pluri-
sousharmonique si :

pour tout x, y EX. On va utiliser seulement les fonctions pluri-sousharmo-
niques continues et bornées sur les bornés.

THÉORÈME 1. - Soit X un espace de Banach qui n’a pas la propriété
de Radon-Nikodym analytique. Pour tout E > 0, il existe une fonction
analytique F : ~ - X uniformément bornée par 1 + E et r~ T 1 tels que

pour presque tout 8 E ~ 0 , 2~r ~ :



La démonstration du théorème 1 va utiliser le lemme suivant.

LEMME 1. - Soit X un espace de Banach qui n’a pas la propriété
de Radon-Nikodym analytique. Pour tout E > 0, il existe une fonction
analytique F : D ~ X uniformément bornée, il existe un sous-ensemble
mesurable A de 0 , 2~ ~ de mesure non nulle et rn T 1 tels que, pour tout

presque tout B E A :

Démonstration du lemme 1

Supposons que X n’a pas la propriété de Radon-Nikodym analytique et
soit e > 0, d’après [B] il existe une fonction analytique uniformément bornée
G : D - X, une suite rn ~ 1 et une fonction mesurable T/ : [0, 27r] ] ~ R+
vérifiant ess inf = 1 telles que :

pour presque tout 8 E ~ [0, 27r]. Fixons 6 > 0, S  3f, il existe donc un
sous-ensemble A C [ 0, 2~ ~ ] de mesure non nulle tel que pour tout 8 E A :

On a donc que pour tout 0 E A, il existe n E N tel que :

Soit n(8) le plus petit entier n tel que (2) soit vrai, posons alors An =
{8 E A : n(B) = n}, on a UnEN An = A, il existe donc no E N tel que Ano
soit de mesure non nulle; d’autre part, G est uniformément continue sur le
cercle de rayon rno centré en 0, il existe donc une partition finie de

[ 0, 2~r~ ], telle que pour chaque z  N et pour tout a, /3 e 1; : : 



On a évidemment cap Ano = existe donc tel que

~~o cap Ano soit de mesure non nulle. Fixons 80 E I=o cap Ano, on a pour
tout 8 E Iio cap :

1/inégalité (1) et l’estimation ci-dessus montrent que le sous-ensemble

cap An0 et la fonction vérifient la conclusion du lemme. D

Démonstration du théorème 1

Soit X un espace de Banach qui n’a pas de propriété de Radon-Nikodym
analytique et 6 > 0 ; d’après le lemme 1, pour tout ~~ > ~ > 0 fixé, il existe
un sous-ensemble A de [ 0, 27T ] de mesure non nulle, une fonction analytique
G uniformément bornée et 1 tels que pour tout 0 ~ A : :

Notons M = d’après le lemme 1 de [B], il existe une suite

de points k~l de 0 , 2~ ~, telle que Ax~ soit de mesure 1, où Az
est l’ensemble .r~t- A de R modulo Posons :

Soit une suite de nombres strictement positifs avec



pour tout k e N, on définit fk e Ll(’~’) par :

Puisque log fk est intégrable, il existe une fonction extérieure hk telle que
= pour presque tout 0 E ~ [0, 27r]; posons alors :

avec la même démonstration présentée dans [B], on peut montrer que H est
une fonction analytique et que pour presque tout 8 E ~ [ 0, 27T ] :

La fonction H/(1 _ ~) vérifie donc la conclusion du théorème 1. 0
Le théorème 1 permet d’améliorer des résultats présentés dans [B],

les démonstrations sont les mêmes, mais puisque maintenant la fonction
analytique est bien majorée, on a des conséquences quantitatives : :

COROLLAIRE 1. - Soit X un espace de Banach qui n’a pas la propriété
de Radon-Nikodym analytique. Pour tout E > 0, il existe une fonction
analytique F : ~ --~ X uniformément bornée par 1 telle que pour presque
tout (a, ~3) E ~ 0 , 2~r~2 :

Le résultat suivant peut être considéré comme un analogue analytique
d’un résultat dû à W. Schachermayer, A. Sersouri et E. Werner qui affirme
pour un espace de Banach X qui n’a pas la propriété de Radon-Nikodym,
l’existence d’un sous-ensemble fermé borné convexe de X de diamètre 1 et

tel que chaque tranche linéaire non vide de C est de diamètre uniformément
proche de 1 ([S-S-W]).



COROLLAIRE 2.2014 Soit X un espace de Banach qui n’a pas la pro-

priété de Radon-Nikodym analytique, pour tout E > 0, il existe un sous-

ensemble contenu dans la boule unité de X, tel que pour toute fonction pluri-
sousharmonique continue ~p sur X bornée sur les bornés avec (p > 0} cap C
non vide, > 0} cap C est de diamètre plus grand que 1 - E.

Démonstration du corollaire ,~

Soit X un espace de Banach qui n’a pas la propriété de Radon-Nikodym
analytique et f > 0 ; soit C = ~’(~) /( 1 + E), où F est une fonction analytique
vérifiant la conclusion du théorème 1, alors les arguments présentés dans [B]
(voir aussi [G-L-M]) permettent de terminer la démonstration du corollaire.

[]

Le corollaire suivant peut être considéré comme un analogue analytique
d’un résultat dû à W.J. Davis et R.R. Phelps ([D-P]) :

COROLLAIRE 3.2014 Soit . Il) un espace de Banach, alors X a la

propriété de Radon-Nikodym analytique si et seulement si pour tout E > 0
et pour toute quasi-norme q sur X équivalente à Il.11 avec q( x)   2q(x)
pour tout x E X, la boule unité de (X, q) est (1 - ~)-PSH-dentable, c’est-à-
dire, il existe une fonction p pluri-sousharmonique continue sur X bornée
sur les bornés telle que (p > 0} cap{x E X , q(x)  1 } est non vide et de

diamètre plus petit que 1 - E.

Démonstration du corollaire 3

La condition est clairement nécessaire, montrons qu’elle est aussi sufh-
sante. Supposons que (X, ~~ - ~) ) est un espace de Banach qui n’a pas la proprié-
té de Radon-Nikodym analytique et soit E > 0 ; soit F : ~ -~ X une fonction

analytique vérifiant la conclusion du théorème 1, posons C = F(~)/( 1 + E),
on a alors que pour toute fonction pluri-sousharmonique continue /? sur X
bornée sur les bornés avec > 0} cap C ~ 0, > 0} cap C est de diamètre
plus grand que 1- E pour la norme [[ . [[ . Posons Bi = B + ÀC, où B
est la boule unité de X, Bi est alors la boule unité d’une quasi-norme q sur
X équivalente à ~~ - ~) avec ~(.r) ~ Il  2q(x) pour tout x EX. Supposons
que Sp est une fonction pluri-sousharmonique continue sur X bornée sur les
bornés et que {03C6 > 0} cap B1 ~ 0, il existe alors x E B, À E C, |03BB| ~ 1 et
y E C tels que c,p(x + ~y) > 0. En utilisant le fait que :



où Pa est le noyau de Poisson au point A, on en déduit qu’il existe 0 E T
tel que + > 0. Soit : X --~ R la fonction définie par =

+ est alors une fonction pluri-sousharmonique continue sur X
bornée sur les bornés et {03C6 > 0} cap B1 D x + e=e {{03C8 > 0} cap C} ~ Ø,

> 0~ cap Bi est donc de diamètre plus grand que 1 - E pour la norme
Ce qui termine la démonstration du corollaire 3. D

On va présenter dans la deuxième partie de cette note, un résultat
lié à la super-propriété de Radon-Nikodym analytique. Par définition, un
espace de Banach X a la super-propriété de Radon-Nikodym analytique,
si tout espace de Banach finiment représentable dans X a la propriété de
Radon-Nikodym analytique. Il est bien connu que les espaces de Banach

fini ment représentables dans X sont caractérisés par le fait qu’ils sont des
sous-espaces des ultraproduits de X (voir par exemple [Be]), et puisque la
propriété de Radon-Nikodym analytique est une propriété héréditaire, pour
montrer qu’un espace de Banach a la super-propriété de Radon-Nikodym
analytique, il suffit de montrer que tous ses ultraproduits ont cette propriété.
On renvoie à [Be] pour des discussions concernant la notion d’ultraproduit.
Nous allons montrer le théorème suivant : :

THÉORÈME 2. - Soit X un espace de Banach. Alors X a la super-

propriété de Radon-Nikodym analytique si et seulement si pour tout espace
mesurable (Q, pour tout 1  p  oo, l’a.

Pour montrer ce résultat, on va utiliser un résultat dû à R. Haydon, M.
Lévy et Y. Raynaud. Rappelons d’abord quelques notions nécessaires. Soit

un espace mesurable, X un espace vectoriel et (~ ’ ’ ~) ~ une
famille de fonctions sur X, on dit que ( ~ ~ ’ ~ ~ w ) w E ~ est une famille mesurable
de normes sur X est une norme sur X pour tout ce E H et si

l’application 03C9 ~ ~x~03C9 est mesurable pour tout x E X. Étant donnée une
telle famille, on définit Xw comme la complétion de (X , , Il.11,,,,), on dit alors
que (Xw , ~~ ’ est une famille mesurable d’espaces de Banach. Soit f
une fonction qui associe à chaque 03C9 ~ 03A9 un élément f(w) E Xw, on dit que
f est mesurable si, pour tout A E E avec  oo, il existe une suite de
fonctions simples (hn)n_>1 à valeurs dans X telle que hn(w)jjW --~ 0
quand n --~ oo pour presque tout w E A. Pour une telle fonction, on peut
montrer que la fonction 03C9 ~ ~f(03C9)~03C9 est une fonction mesurable au sens
usuel. Pour 1  p  oo, 

.-

est l’espace des fonctions mesurables f qui associent à chaque 03C9 E H un



élément E X w avec ~f~p  oo, où : :

Avec la norme Il . cet espace devient un espace de Banach, qui est un
des exemples les plus concrets des intégrales directes introduites dans [H-L-
R]. Pour plus de détails concernant cette notion, consulter [H-L-R]. On va
utiliser le théorème suivant.

THÉORÈME 2.- ([H-L-R], voir aussi [H]) Soient X un espace de

Banach, (~, ~, ~) un espace mesurable, 1  p  oo et V un ultrafiltre sur
N. Alors il existe un espace mesurable (SZ1, 03A31, 1) et une famille mesurable

d’espaces de Banach tels que ~, /~, est isométrique
a:

et pour chaque ce est finiment représentable dans X. .

Démonstration du théorème ,~

La condition est clairement suffisante, montrons qu’elle est aussi néces-
saire. Fixons 1 ~ p  oo et supposons que X a la super-propriété de Radon-
Nikodym analytique, d’après le théorème de R. Haydon, M. Lévy et Y. Ray-
naud présenté ci-dessus, il sufht de montrer que pour tout espace mesurable
(H, et pour toute famille d’espaces de Banach telle que pour
chaque 03C9 ~ 03A9, Xw est firiment représentable dans X, ,

a la propriété de Radon-Nikodym analytique. Prenons F : ~ --> Z une
fonction analytique uniformément bornée par 1, puisque F est à image
séparable, on peut supposer que l’espace mesurable (H, E, est a-fini. Soit

F(z)(w) = on a alors  1 pour tout n E N ; soit R  1,
on a  oo, c’est-à-dire :



par l’inégalité de Minkowski, on a donc :

ceci entraîne que pour presque tout w E SZ, la fonction z -~ F(z)(w) est
une fonction analytique sur ~z E D: ~z~  R~ et puisque 0  R  1 est

arbitraire, on en déduit qu’elle est analytique sur D. D’autre part :

remarquons que pour presque tout w E 11, la fonction z 2014~ est

sousharmonique sur D, donc pour presque tout w 

est croissante quand r 1 1. On a donc :

Posons alors :

h est donc un élément de Puisque pour chaque w 
est finiment représentable dans X et que X a la super-propriété de Radon-
Nikodym analytique, Xw a la propriété de Radon-Nikodym analytique ; on
en déduit que pour presque tout w E f2, limr i l !(úJ, rei03B8) existe dans Xw
pour presque tout 8 e [0, 2~r ~ ] (remarquons que h E ~C) nous donne
que pour presque tout w E 0, z --~ !(úJ,z) est un élément de 
Soit rn i 1, en utilisant le théorème de Fubini, on a :



Remarquons que pour tout n, mEN,

pour presque tout w on peut donc appliquer le théorème de convergence
dominée pour déduire que, quand n, m -~ oo,

Ceci montre que ~ 8 -~ est une suite de Cauchy dans
E, ~c, Z), elle converge donc dans Lp(H, E, ~c, Z), la fonction F admet

donc des limites radiales presque sûrement sur le tore (puisque F est
analytique). Ceci montre la nécessité de la condition et termine ainsi la
démonstration du théorème 2. 0
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