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L’image de la limite supérieure d’une famille d’ensembles
est-elle égale a
la limite supérieure de la famille des images?

JEAN-PIERRE DEDIEU(D)

ABSTRACT. — Let X,Y be Hausdorff topological vector spaces. Let I
be a set of indices and let F be a filter in I. With each family (A")iel of
subsets of X is associated its upper-limit :

fm A; = N (UA.-).

FeF MEF

Let ([‘j)je ;2 family of set-valued maps from X to Y and let G a filter
in J. We give various conditions which ensure the inclusion :

lim_ T';(A; lim[; ) {Tim A; ) .
Egno e (i) (Fa)

Applications are given to optimization and mathematical morphology.

1. Introduction

Soient X et Y deux espaces vectoriels topologiques et séparés sur R.
Soient I un ensemble non vide et F un filtre sur I. A toute famille (4;)
de parties de X nous associons sa limite supérieure :

Fa=0(Ur)

FeF “ieF

iel

(1) Jean-Pierre Dedieu, Laboratoire d’Analyse Numérique, Université Paul-Sabatier,
31062 Toulouse Cedex (France)
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([1] chap. VI, §5). Donnons-nous une famille (T';) jeqr J filtré par G, de
multiapplications de X dans Y. Quand peut-on affirmer que I'inclusion
suivante est satisfaite :

Im I;(4;) C (Ea'rj) (IEA,) ?
FxG G F

Afin de répondre & cette question, nous introduisons une version para-
métrique des notions de céne asymptote et d’ensemble asymptotiquement
compact tels qu’ils sont décrits dans [2] et [3]. Nous montrons que I'inclu-
sion précédente a lieu chaque fois que la suite (A;) est asymptotiquement
compacte (c’est toujours le cas si X est de dimension finie) et sous la con-
dition qu’il n’existe pas de direction asymptotique commune aux familles
(4 ><.{Oy}):.G ret (T j)j ¢ (théoréme 1). Nous étudions aussi (corollaire 3)
Pégalité :

lim A; +1—iEBj =lim A; + B;
ainsi que (théoréme 2) :
TmT(4;) = T(Tm A;)

lorsque T est un homomorphisme linéaire surjectif dont le noyau est de
dimension finie. Ces résultats sont appliqués a 1’étude d’un probléme d’op-
timisation ainsi qu’a I’étude de la continuité de certaines applications pour
la topologie “en tout ou rien” sur les fermés de R™.

2. Définitions

Les deux définitions suivantes ont été introduites par I'auteur dans [2]
et [3]. Les définitions 3 et 4 sont des versions paramétriques de 1 et 2.
Autrement dit 3 et 4 redonnent 1 et 2 pour des familles constantes.

DEFINITION 1.— Une partie A de X est asymptotiquement compacte
lorsqu’il eziste un voisinage V de Ox pour lequel ;

10,114 NV

est relativement compact.
DEFINITION 2. — Le céne asymptote d’une partie A de X est l’ensemble :

Ao =[]0, €] A.
e>0
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DEFINITION 3. — Une famille (A")iel’ I filtré par F, est asymptotique-
ment compacte s’il existe F € F et un voisinage V de Ox pour lesquels :

(]0,1]igA,-)nV

est relativement compact.

DEFINITION 4. — Le céne asymptote de (A;) est Uensemble :
We=N(U4) -
FeF “ieF o
Remarques

1. Comme lim 4; C Uier 4i, si (A;) est asymptotiquement compacte au
sens de la définition 3, alors im A; est asymptotiquement compact au
sens de de la définition 1. La réciproque est fausse.

2. 11 est clair que (TiEAg)oo C (A,-)oo. Cette inclusion peut étre stricte.

3. Nous identifierons une multiapplication & son graphe. Ainsi nous
noterons 'so = (gra.phe I‘)<x> ..., etc.

3. Enoncé des résultats principaux

La notion de compacité asymtotique joue ici un role fondamental. Si un
ensemble A possede cette propriété et si (z;) est une suite de points de A
(ou plus généralement un filtre sur A) alors, soit (z;) posséde une valeur
d’adhérence z € A, soit (z;) “s’enfuit & I'infini” le long d’une (ou plusieurs)
direction(s) asymptotique(s) de A (]3], prop. 3.8). Dans le lemme qui suit
nous donnons une version paramétrique de ce résultat.

LEMME 1.— Soit (Ai)iel’ une famille asymptotiquement compacte de
parties de X, I filtré par F. Soit B un filtre sur X plus fin que le filtre A
de base UieF A;, F € F. Soit B posséde un point adhérent b € limsr A;,
soit le filtre de base |0, €] B, € > 0 et B € B, posséde un point adhérent
beo € (A,-)oo, beo # Ox.

Démonstration. — Si B posséde un point adhérent b, il est clair que
b € limrx A; puisque B est plus fin que A.
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Supposons maintenant que B ne posséde pas de point adhérent. La famille
(A;) étant asymptotiquement compacte, il existe Fg € F, et un voisinage V
de Ox, absorbant, équilibré et fermé pour lesquels :

A= (10,1] U A.-)nv

t€F,

soit relativement compact.

Montrons que pour tout BE Betn>1ona:
B\nV #£40. (1)

Si cela n’est pas le cas, il existe B; € B et ny > 1 pour lesquels B; C n, V.
L’ensemble B N J;¢ F, Ai est contenu dans B puisque ce filtre est plus fin
que A. De plus cet ensemble est relativement compact puisqu’il est contenu
dans n1V NJ;¢ F, Ai- Ceci prouve que le filtre B posséde un point adhérent
contrairement a I’hypothése et démontre la relation (1). Cette relation peut
aussi s’écrire :

(10,€e]B)NV #£0,

pour tout B € B et 0 < € < 1, de sorte que :
(J0,e]B)NA#0 (2)

puisque B est plus fin que A. Notons C l'intersection de A et du complé-
mentaire de l'intérieur de %V. Cet ensemble est relativement compact et
rencontre toute demi-droite issue de 'origine et contenant un point de A.
Plus précisément, il existe Ag > 1 tel que ([1, Ao]a) N C # § pour tout
a € A. Ceci résulte du fait que A est relativement compact. La relation (2)
devient :

(10,€¢]B)NC #£0

pour tout B € Bet 0 < e < Ay 1 Ces ensembles, qui sont relativement
compacts, constituent la base d’un filtre qui posséde un point adhérent z .
Ce point est, bien siir, adhérent aux ensembles |0, €] B. On a 2o € (A,-)OO
puisque B est plus fin que A et o # Ox puisque Ox ¢ C. 0O

THEOREME 1. — Soient (A‘)ie 1 une famille asymptotiquement compacte
de parties de X et (Fj)jel une famille de multiapplications de X dans Y.
St :

(T5) oo N ((4i) o % {O¥}) = {Oxxv}
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}@FJ‘(A;) C (ﬁgﬁl‘j) (l_i;n—A,') .

De plus, ce dernier ensemble est fermé.

alors

Démonstration. — La deuxiéme assertion résulte des remarques 1 et 2.
On a en effet limx A; asymptotiquement compact et :

(@r,)m n ((@Ai)co y {oy}) ~ {0}

On peut appliquer [2] (théoréme 3.1) ou [3] (corollaire 4.3).

Prouvons maintenant la premiére assertion. Soit y € m}-ng (A;).
Pour F € F, G € G et le voisinage W de Oy, il existe 1 € F et j € G
pour lesquels :

(y+W)NnT;(4:) #0.

Autrement dit, 'ensemble :
Brgw={r€X|3ieF,3j€G,z€ Ajet yecTjz - W}

est non vide. Ceci prouve que ces ensembles constituent la base d’un filtre
B sur X plus fin que le filtre A de base | J;cp Ai, F € F. Deux cas peuvent
alors se présenter.

1°"cas : B posséde un point adhérent

C’est aussi un point adhérent a A, c’est-a-dire,
T e HA,- .
F
D’autre part, pour tout voisinage U de Ox, on a :
(z+U)NBrgw #9,

de sorte que :

((w,y)-i—UxW)n(U rj) #0
JEG

Comme U, W et G sont quelconques, on obtient :

(z,y) € %ﬁl‘j
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< (0) (54)

et démontre le théoréme 1 dans ce cas.

et ceci prouve que :

2%mecqs : B ne posséde pas de point adhérent

D’apres le lemme 1, on peut trouver zoo € (A;) oo Too # Ox, qui -
soit adhérent aux ensembles |0, ¢] Bfg w. Remarquons que pour tout
z€Bpgwona:

@ve(Ur)-oxxw
j€EG
de sorte que :
10, e} (Braw x ) < 10, el Ty - (0x}x W ).
j€G

Passons aux adhérences et prenons l'intersection pour W voisinage de Oy,
e > 0et G € G. Le premier membre contient (200, Oy ) et le second est égal
a (Fj)oo’ ce qui prouve que :

(£00,0y) € (Pj)oo .

On a donc :
(Tj) oo N ((4i)o x {Ov}) # {0}

contrairement a ’hypothése. Ce second cas ne se présente donc pas et ceci
prouve le théoréme 1. O

COROLLAIRE 1. — $§’il eziste F € F pour lequel | J;cp A;i soit relative-
ment compact alors les conclusions du théoréme 1 sont satisfartes.

Démonstration. — En effet, la famille (A;) est alors asymptotiquement
compacte et (4;) = {Ox}...O

COROLLAIRE 2.— Si ' est une multiapplication de graphe fermé, (A;)
une famille asymptotiquement compacte de parties de X telle que :

T N ((4i), x {Oy}) = {Oxxv},
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alors : ,
TEr(a) T (5 )
et ce dernier ensemble est fermé dans Y.

Démonstration. — On applique le théoréme 1 4 la famille constante égale
aT.On al =limgI puisque I' est de graphe fermé. 0

COROLLAIRE 3. — Si (Ai)iel et (Bj)jEJ sont deuz familles de parties
de X, I et J filirés par F et G, supposons 'une d’entre-elles asymptotique-
ment compacte et :

(Ai)oo N =(Bj) o = {Ox} -

On a TirEA.+KgﬁBj = Iim_A; + B;
Démonstration. — L’inclusion D s’obtient & partir du théoréme 1 appli-

qué a la famille (4;) (asymptotiquement compacte) et aux multiapplications
IFjz = z + Bj. 1l suffit de remarquer que (z,0y) € (Pj)oo si et seulement
si—z € (Bj)oo'
Prouvons maintenant I'inclusion C. Soient U un voisinage de Ox, F € F,
GegGet m=a+bel_iEf.A,'+ﬁfﬁgBj.
Il existe 1 € F et j € G pour lesquels :
(a+U)NA; #£0,
(b+U)NB; #90,
de sorte que :

(z+U+U)N(A;i+Bj)#0.

Comme U, F', G sont quelconques, on a :
z € lim A; + B;. 0O
FxG

COROLLAIRE 4. — Soit (Tj)je.l une famille équicontinue d’applications
linéaires de X dansY (qu’il n’est pas nécessairement de supposer continues).

~-97 -



Dedieu Jean-Pierre

Supposons que (Tj) converge vers une application linéaire et continue T. St
(Ai)iGI est une famille asympitotiquement compacte de parties de X et si :

kerT N (A,')oo ={0x},

alors }—_@}Tj(/li) =T (h::_rﬁA.-) .
Démonstration. — L’inclusion C résulte du théoréme 1. En effet :

T= l_igaTj et (z,0y) € (T_,')°<> si et seulement si T(z) = Oy,
c’est-a-dire z € ker T'. 1l suffit pour le voir de remarquer que
(Tj) o = l_igETj = graphe (T')

puisque ce sont des variétés linéaires.

Prouvons 'inclusion inverse. Soit y € T'(lim Ag), y = Tz avec r € lim 4;.
Donnons-nous F € F, G € G et un voisinage W de Oy. Puisque la famille
(T;) est équicontinue, il existe un voisinage U de Ox tel que pour tout j € J
on ait :

T;(U)cwW. (3)

Puisque (z,y) € Hr-n—Tj, il existe u1 € Uy, w € W et j € G pour lesquels :
(2,9) + (ur,0) € 5. o)

D’autre part, puisque & € lim 4;, il existe uz € U et 1 € F tels que :

T+ ug € A;. (5)
Les relations (3), (4) et (5) prouvent que :

y+w = Tj(z + uz) + Tj(ur — ug),
d’ou, en supposant W symétrique :
yeTi(A)+W+W+W.

Comme F, G et W sont quelconques, on en déduit que :

y € imTj(4;)
et ceci prouve le corollaire 4. O
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THEOREME 2. — Soit T une application linéaire ouverte de X surY. Si
kerT est de dimension finie et si :

(4i) NkerT = {Ox},
alors : T (EA;) =lmT(4;).
F F

Démonstration. — L’inclusion C résulte aisément de la continuité de 7.

Montrons que :
Y\T (lim4;) c Y \Iim(T(4;)) .

Soit ye Y\ T (m A;). Puisque T est surjective, on a :
y=Tz et z¢ (imA;) +kerT.

De nos hypotheses, appliquées au corollaire 3, on en déduit que :
(HA,-) + ker T = lim(4; + ker T),

de sorte que :
z ¢ im(4; + kerT).
Il existe donc F' € F et un voisinage U de Ox pour lesquels :
(2+U)n J(4i +kerT) =9,
ieF
de sorte que : ‘
T(w+U)ﬂT( U Ai+ker:r) =90.
i€F
Puisque T est ouverte et Tz = y, on obtient :
v ¢ |J T(4),
ieF
c’est-a-dire :
y ¢ imT(4;),

et ceci démontre notre théoréeme 2. O
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4. Exemple : un probléme d’optimisation

Soient f : X — RU {00} et une fa.mxlle (A);
par F. Posons A = limg 4;.

iel de parties de X , I filtré

Nous allons montrer que sous certaines conditions on a :
im inf — .
i o, /)= i, /2
Considérons la multiapplication définie par :
I(z) = (A€ R | f(z) < A}

On aT =epi(f) et I'oc = €pi(foo) OU foo est la fonctionnelle définie par :

foo) = sup im 138 2 (5)

(voir [4] lorsque f est convexe, [2] pour le cas général).

THEOREME 3. — Supposons que (A")iel soit asymptotiqguement com-
pacte, f semi-continue inférieurement, continue sur son domaine et minorée
sur A. Si pour tout & € (A;), = #0, on a foo(z) > 0, alors :

lim inf f(z)= inf f(z
TF TEA; f( ) :cEAf( )

et Uinfinimum de f sur A est un mintmum.

Démonstration.— A I'aide du corollaire 2 du théoréme 1 on obtient :

FmI(4;) CT (@Ai) ,

ainsi que la fermeture de ce dernier ensemble. Ceci prouve que :
inf f{z) <lim inf ,
;I€1A fle) < F z€A; f(:t)

et que l'infinimum de f sur A est un minimum. Par ailleurs :

lim inf f(z)=sup inf f(z),

TF z€A; FerF :cGU'.EFA.'
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et par continuité de f on a :

sup inf f(z)=sup inf f(z) < inf f(z),
FeF zel ), pAi FeF z€| ;¢ Ai z€A

ce qui établit I'inégalité inverse et prouve le théoreme 3. 00

5. Le cas séquentiel

Les résultats précédents s’écrivent de fagon plus familiére lorsque les
topologies de X et Y sont métrisables et lorsque les diverses familles de
parties sont indexées par N filtré par le filtre de Fréchet (c’est-a-dire lorsque
t — 00). Soit (A,-) ien une famille de parties de X. Les résultats qui suivent
sont de démonstration immédiate. Nous ne faisons donc que les énoncer.

PROPOSITION 4.— Lim A; est l’ensemble des valeurs d’adhérence des
suites a; € A;.

PROPOSITION 5. — Si A est une partie de X, a € Ay 31 et seulement s’il
eziste des suites (¢;) et (a;) avec ¢; > 0, lime; = 0, a; € A et a = lim¢;a;.

PROPOSITION 6. — a € (A,-)oo si et seulement s'il existe des suites (¢;)
et (a;) avec ¢, > 0, lime; = 0, a; € A; et pour lesquelles a soit une valeur
d’adhérence de la suite (€;a;).

PROPOSITION 7.— Lorsque X = R™ toute partie A de X est asympto-
tiquement compacte, toute famille (Ai)ieN est asymptotiquement compacte.

6. Continuité pour la topologie “en tout ou rien”
sur Pensemble des fermés de R™

Notons F(R™) I’ensemble des fermés de R™. La topologie “en tout ou
rien” est engendrée par la base d’ouverts suivante :

Fy GGy = (FEFR™ | FNK =0etV;=1...p, FNG; #0},

ot K est un compact de R™, G, ... ,Gp des ouverts de R™ et p € N*.

Pour cette topologie, F(R™) est compact, séparé et séparable.

- 101 -



Dedieu Jean-Pierre

DEFINITION 6. — Pour toute famille (F")ieN de parties de R™ on pose
lim F; (limite inférieure) Uensemble des limites des suites x; € F;.

Puisque la topologie de F(R™) est séparable, elle est caractérisée par ses
suttes convergentes. '

THEOREME 8. — F; — F si et seulement si F = lim F; = im F}.

En ce qui concerne F(R™) muni de la topologie “en tout ou rien”
nous renvoyons le lecteur & [5]. Cette topologie est utilisée en morphologie
mathématique. A la différence de la topologie définie par la distance de
Hausdorff sur les compacts de R™, une suite de compact (F;) peut, pour la
topologie en tout ou rien, converger vers un ensemble non borné.

THEOREME 9. — Soient (F;) et (G;) des suites de fermés de R™ satis-
faisant ¢ :
(Fi) oo N =(Gi)o = {0}
SiF; - F et G; — G, alors :
F,+G; - F+G

et ce dernier ensemble est fermé.

Démonstration. — Par le corollaire 3 on a :
ImF;+G;=F+G
et cet ensemble est fermé. On en déduit que :
IimF;+G;CF+G.

De plus, on a :
F+GClmF;+G; climF; +G;,

d’ott le résultat. O

THEOREME 10.— Soit f : R™ — R"™ continue et (F;) une suite de
fermés de R™. Supposons que :

foo N ((Fy) % {0}) = {0}

St F; — F alors f(F;) — f(F). En particulier ce dernier ensemble est
fermé.
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Démonstration. — On sait, a cause du corollaire 2, que :
T f(Fy) C f (FmF) = (F)
et que ce dernier ensemble est fermé.
Par continuité de f on a clairement :
f(F) = f(lm F;) C lim f(Fy).
A T’aide de Pinclusion :
lim f(F;) C Iim f(F3),

on obtient :
f(F) =lim f(F;) = im f(F}). O

COROLLAIRE 4. — Sotent (F;) une suite fermée de R™ et proj la
projection qui oublie le dernier facteur. Si (F,)oo ne contient pas d’élément
du type (0,...,0,zm) avec Ty # 0, et st F; — F alors :

proj(£;) — proj(F)

et ce dernier ensemble est fermé.

Démonstration. — La condition :

(Proj) o, N ((F3) o x {0}) = {0}
s’écrit ici (0,...,0,zm) € (Fi)oo = T, = 0.

On conclut avec le théoréme 10. O
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