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La vitesse de propagation
dans le probleme de la digue

Jost CarriLLo(!) and Giannt GiLarpi(?)

RESUME. — Dans ce travail nous étudions la vitesse de propagation de
la frontiére libre dans le probléme de la digue. Nous démontrons que la
frontiere libre de la zone saturée (x = 1) a une vitesse finie de propagation,
ce qui implique que la vitesse de propagation de la pression est finie si le
milieu est non saturé. Si le milieu est saturé la vitesse de propagation de
la pression peut é&tre infinie.

ABSTRACT. — In this paper we study the speed of propagation of the
free boundary of the dam problem. We prove that the free boundary of
the saturated part (x = 1) has a finite speed of propagation, what implies
that the speed of propagation of the pressure is finite when the medium
is not saturated. When the medium is saturated the speed of propagation
of the pressure can be infinite.

0. Introduction

Dans ce travail nous présentons un résultat de vitesse finie de propagation
pour la solution du probléme d’évolution de la digue.

Des résultats de ce type sont bien connus pour l’équation des milieux
poreux, a savoir

0:B(u) — Au =0, (0.1)

si 3 n’est pas trop régulier, par exemple si B(u) = u® avec 0 < & < 1 (voir
[1], [3] et les références de ces travaux). L’équation de la digue est un cas
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limite d’une équation du type (0.1) avec un terme de convection di a la
gravité; concrétement

Orx —div(Vu + xe) =0 dans Q x (0,7T)
0<x<1 dans  x (0,T) (0.2)
(I-x)u=0 dans  x (0,T)

ou Q est un ouvert borné lipschitzien de IR™ et e est le vecteur vertical
unitaire orienté positivement. Le probléme complet est obtenu en ajoutant
a (0.2) les conditions initiales et les conditions aux limites qui sont de deux
types :

u=g sur I'p x (0,7) (0.3)
(Vu+xe)-v<0 sur'p x(0,T)N{u=0} :
(Vu+xe) - v=0 sur 'y x (0,7), (0.4)

ol I'p est la partie perméable de 92, que nous supposons de mesure positive.
Iy est la partie imperméable et v est le vecteur normal unitaire sur 9Q
orienté vers I'extérieur; de plus g est une fonction donnée non négative.

La condition initiale est
x(z,0) = x°(z) dans Q (0.5)

ot x° est une fonction donnée vérifiant 0 < x° < 1.

Du point de vue physique u et g représentent des pressions normalisées (la
pression atmosphérique étant égale a 0), x et x° représentent des saturations
du fluide et —(Vu + xe) représente la vitesse d’écoulement du fluide dans
le milieu poreux (loi de Darcy). L’interprétation physique de (0.4) est donc
qu’il n’y a pas de flux a travers I'yy, tandis que le flux peut étre positif sur
la partie de I'p ou la pression est nulle.

La formulation faible de (0.2)-(0.4) est la suivante :

ue L%(0,T; H'(Q)), v >0 dans Q, (0.6)
u=g sur Xp, (0.7)
XxX€L®(Q),0<x<letu(l-x)=0 dansQ, (0.8)

/ (—xatv +(Vu+xe) - Vv) <0
Q

Vv e HYQ) telle que v > 0 sur £p, v =0 sur Tp N {g > 0},
v(z,0) = v(z,T) = 0 dans Q.
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Dans la formulation faible du probléme ainsi que dans le reste de ce
travail nous utilisons les notations suivantes :

Q=0x(0,T); Ep=Tpx(0,T); Exy=Txnx(0,T); (0.10)
V={ve H(Q)/v =0 sur Tp}. (0.11)

Remarquons que (0.9) implique

’/ Xatv
Q

pour toute fonction v € D(0,T; V'), ce qui entraine

<cloll 2o, vy

dx € L0, T; V') (0.12)

et
<8tx,v)+/(Vu+xe)-Vv:0, VveL¥0,T; V); (0.13)
Q

en particulier (0.5) a un sens.

Sous des hypothéses convenables le probléeme (0.5)-(0.9) a été étudié dans
de nombreux travaux (voir [2], [4], [5], [6], [7], [8] et [9]) et on connait en
particulier des théorémes d’existence ainsi que d’unicité.

Le plan de ce travail est le suivant : dans la section 1 nous donnons
quelques propriétés supplémentaires de la solution; dans la section 2 nous
donnons un théoréme de comparaison entre solutions et sursolutions; enfin
dans la section 3 nous étudions le probléme de la vitesse de propagation de
la solution et nous faisons quelques remarques complémentaires.

1. Quelques propriétés de la solution

Dans cette section nous présentons quelques propriétés supplémentaires
de la solution du probléme (0.5)-(0.9). En premier lieu nous démontrons un
résultat technique.

LEMME 1.1.— Soit (u,x) une solution de (0.5)-(0.9) et soient ¢ €
L2(0,T; V) telle que ¢(1 — x) = 0 dans Q. Alors

(Bex, @) = 0. (1.1)
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Démonstration. — Soient § > 0 et ¥ € D(0,T) avec suppy C [§, T —§]
et ¥ > 0. Nous supposerons d’abord que ¢ > 0. Soit v = ¢, alors pour

tout 7 € (=6, ) la fonction v-(z,t) = v(z,t — 7) appartient & L2(0,T; V)
et, d’aprés (0.13) nous avons

—/ (Vu+xe) - Vordadt = (8ex, vr) .

Q

En changeant ¢ par t + 7 nous obtenons

—/ (Vu(z,t+ 1) + x(2, t + 7)e)-Vo(z,t)dz dt = 8, (x(z,t + 7), v(=, 1)) ;
Q

d’ou la fonction 7 — P(7) = (x(z,t + 7), v(2,t)) appartient & C(-$,6).
Comme

||
0\.

x(z,t + r)v(z,t)dedt <
/ v(z,t)dzdt = / x(z,t)v(z,t)dz dt = P(0),
Q Q
pour tout 7 € (—6, §), nous déduisons que P/(0) =0, i.e.
/(Vu+xe)'Vv: 0.
Q

Donc, d’aprés (0.13)
<3tX ) v) =0.

Il suffit de choisir une suite 4,, et une suite ¥, telles que les v, = QUi
convergent vers ¢ dans L?(0,T; V') pour avoir (1.1).

Pour une fonction ¢ dont le signe n’est pas déterminé le résultat est

encore vrai pour ¢T et ¢~ donc pour ¢. 0O

Remarque 1.2.— Le résultat du lemme 1.1 est encore vrai pour les
fonctions de L%(0,T; H}(Q)) quand (u,x) vérifie seulement (0.2). La
démonstration antérieure est encore valable.

PROPOSITION 1.3.— St g est bornée sur Xp alors la solution (u, x) de
(0.5)-(0.9) est bornée.

Démonstration. — Si g est bornée nous pouvons fixer h € R tel que la
fonction w(z) = h — z - e soit positive sur Q et w(z) > g(z,t) sur I'p pour
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tout ¢ € (0, 7). Soit alors v(z,t) = (u(z,t) — w(m))+, d’aprés (0.9) et le
lemme 1.1, nous obtenons

0:/(Vu+xe)-Vv:/(Vu—{-e).Vv:/ Vv Vo,
Q Q Q

d'ouv=0.0

PROPOSITION 1.4.— Soient u € L2(0,T; H(Q)) et x € L®(Q) satis-
faisant (0.2). Alors

Au>0 et dx—div(xe) >0 dans Q. (1.2)

Démonstration. — Soit v € D(Q), v > 0, alors pour tout € > 0 la
fonction w = min(u/e, v) est une fonction de L%(0,T; H3()) qui vérifie
(1 — x)w = 0. D’aprés le lemme 1.1 et la remarque 1.2 nous avons

/(Vu—{—xe)-Vw:O.
Q

D’autre part, d’aprés le théoréme de la divergence

/Xe-Vw:O,
Q

/Vu-Vw:O
Q

d’ou

et donc ,
/ Vu-Vw:——/ |Vul?.
Qn{u>ev} € JQN{u<ev}

A la limite on obtient

Vu-Vv <0,
Q
d’ou le résultat. O
Remarque 1.5. — Le résultat précédent a évidemment un caractére local,
il est donc encore valable si on suppose seulement u € leoc (0, T, Hlloc(ﬂ)).

De méme ’hypothése que Q2 soit borné n’est pas nécessaire.

Une conséquence de (0.12) est que x € CO([O,T]; V’). D’autre part,
x € L®(0,T; L°°(R)). Le résultat suivant montre une continuité plus forte.
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PROPOSITION 1.6.— Soit (u,x) une solution de (0.5)-(0.9). Alors x €
C°([0,T7; LP(Q)) pour tout p > 1, fini.

Démonstration. — En tenant compte de (0.12) et du fait que x est bornée
on déduit aisément que pour tout ¢ fixé nous avons

x(z,t + h) — x(z,t) faiblement dans LP(Q) quand h — 0, (1.3)
ceci pout tout p tel que 1 < p < oco.

Considérons, maintenant, p > 1 fini, et soit Q = {z € Q | d(z, Q) > h},
alors

/()(Xp(m,t)—xp(z,t+h))‘ X P(z,t) - / xP(z + eh, t)i-f—

+‘/nh(xp(z+eh,t)_ :ct+hl l/ (z,t +h) — /p(a:t+h))

Il est évident que la premiére et la derniére valeurs absolues (a droite de
I'inégalité) convergent vers 0 quand A — 0. Pour ce qui est de la seconde
valeur absolue, en tenant compte de (1.2) et de I'inégalité |a? —bP| < pla—b],
VY a,be€[0, 1], nous pouvons écrire

/ (xP(z + eh,t) — xP(z,t + h))‘ < p/ (x(z,t + h) — x(z + eh, 1)),
Qp Qp

et donc (1.3) donne aisément

/ (Xp(z-}—eh,t)-xp(a:,t—{—h))l—»0 quand h — 0.
Qp

/‘;(Xp(z,t)—xp(z,t—kh))—>0 quand h — 0. (1.4)

De (1.3) et (1.4) nous pouvons déduire que
x(z,t + h) — x(z,t) dans LP(Q) quand h — 0,
pout tout p > 1 fini,
et donc
x(z,t+ h) — x(=,t) dans LP(Q) quand h — 0,
pout tout p tel que 1 < p < o0,

d’ou le résultat. D
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2. Résultats de comparaison

Dans cette section nous commengons par donner quelques résultats
techniques relatifs a la solution du probléme (0.5)-(0.9).

LEMME 2.1. — Soit (u, x) une solution de (0.5)-(0.9). Alors nous avons

L((Vu+(x—)\)+e) Vo —(x = A)tow) <0, (2.1)

/ (Vu . Vmin(?—, v) +(x=-A)te - Vo—(x— /\)+6tv) <
? . (2.2)
< lim — |VU,|2,
€e—0 € {u<ev}

/Qvu-vmin<(if€—k—)i,v):0, (2.3)

pour tout A € [0, 1], ¢ > 0, k > 0 et pour toute fonction v € D(Q) non
négative.

Démonstration. — D’aprés (1.2) la fonction ¢t — x(z — te, t) est locale-
ment croissante pour presque tout z fixé. C’est donc encore vrai pour les
fonctions t — (x(z —te, ) —/\)i, ot £ = max(¢, 0) et £~ = min(¢, 0). Cela
implique

(8t = 8y)(x - '\)i 20,

ouy==z-e. Alors

(B = 3y)(x = AT = (8 = 9y)(x = A) = (8 = 8y,)(x —A)~ <
< (8 = 8y)(x — A) = (8: — 9y)x,
d’ou
L =270, -2 [ x@, - o
Q Q
et (2.1) est alors immédiat.
Démontrons maintenant (2.3) en choisissant w = min(( — k)+/€, v)

comme fonction test. Puisque x = 1 ol w > 0 nous déduisons

/xe-Vw:/e-Vw:O.
Q Q
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D’autre part, d’aprés le lemme 1.1, (0sx , w) = 0. Donc (0.9) donne (2.3).
En particulier, en prenant k = 0 :

2
0:/Vu-Vmin(E,v):/ &-{-/ Vu-Vuv,
Q € {ulev} € {u>ev}

2
/Vu~Vv::—liml/ [Vl i
Q e—0 € {u<ev} €

(2.2) se déduit alors de (2.1). 0

d’ou

Donnons la définition de sursolution locale.

DEFINITION 2.4.— Un couple (u,x) avec u € L?(0,T; H(B)) et
x € L% (B x (0,T)) nC°([0, 1]; L}(B)), ot B est une boule de Q, est
une sursolution (locale) st et seulement si

u>0, 0<x<1, u(l-x)=0dansQ =Bx(0,T); (2.4)

/ (=xBv + (Vu+xe) - Vo) >0, VoeHIQ), v>0, (25
Ql

/ Vu-Vv<0, YveL*(0,T; Hi(B)), v>0. (2.6)

Remarque 2.5. — Si (u, x) est une sursolution et si > 0 dans un ouvert

Q" C Q' alors Au = 0 dans Q"

Remarque 2.6. — En ajoutant (2.5) a (2.6) nous avons

O¢x — div(xe) > 0. (2.7)

LEMME 2.7.— Soit (u,x) une sursolution dans Q' = B x (0,T), ou B
est une boule de Q. Alors

/’ (Vu- V min (M, v) +(x —A)"(8y - 6t)v> >0, (2.8)

pour toute fonction v € D(Q'), v non négative et pour k > 0 et A € H(k)
ot H est le graphe mazimal monotone associé d la fonction de Heaviside.

- 14 -
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Démonstration. — Nous considérons deux cas : k =0et k > 0.

Si k=0, (2.8) se réduit a

/ (=N (8~ >0

qui se démontre avec un argument identique a celui de la démonstration de
(2.1), en tenant compte de la remarque 2.6.

Soit maintemant k > 0. De (2.5) et du fait que v est une fonction non
négative nulle sur 8Q’ nous déduisons que

/ I(Vu- Vo + (x — 1)(8y — 8¢)v) > 0. (2.9)

D’autre part (2.6) implique que 'opérateur v — fQ’ Vu-Vuvest décroissant,
d’ou B N
/ Vu-VvSf Vu -V min ((“—u),v) . (2.10)
1 ' €

De (2.9) et (2.10) nous déduisons le résultat. O

THEOREME 2.8.— Soient (u,x) une solution de (0.5)-(0.9) et (u,X)
une sursolution dans Qr = Bgr X (0,T) ot Bg est une boule de Q. Nous
supposons qu’il eziste R' € (0, R) telle que u < ¥ dans (Bgr — Bg/) x (0,T)
et x(-,0) < x(-,0) dans Bg. Alors

u<u et x<X dans Qgp. (2.11)
Démonstration. — Nous considérons (u, x) et @, XY comme des fonctions
définies sur Qg x QR, c’est-a-dire :
(u,x) : (2, ,&,7) — (u(z,t), x(z, 1))

y X -
(E’ 7) : (:c,t,ﬁ, T) - (TZ(E, ), 7(6» T)) .

Soit v € D(QR X QRr) une fonction non négative. En appliquant (2.2) avec
A = X(&, 7) nous obtenons

/Q (Vzu “Va min(g , v) +(x—-%x)Te Vv —(x — Y)'*'Btv) dz dt <
R

1
< lim - |Veu2dzdt, (2.12)
€e—0 € {u<ev}
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pour presque tout (¢, 7) € Qg tel que %(¢, 7) = 0. En appliquant (2.3) avec
k = u(€, T) nous avons

)t
/ Vet - Vg min (u, v) <0, (2.13)
Qr €

pour presque tout (§,7) € Qg tel que %€, 7) > 0. En intégrant (2.12) sur
{(€,7) € Qr | w(¢, 7) = 0} et (2.13) sur {(¢,7) € Qr | W(E, 7) > 0} et en
sommant les deux intégrales obtenues nous avons
—7)t
/ <V2u - V;min ((u—ﬂ—, v) +(x~-%)Te Vov—(x - Y)"'Btv)
QrXQr €

< lim ! d¢ dT/ |Vou|?dedt, (2.14)
{u=0} {ugev}

e—0 €

car, d’apreés le théoreme de Lebesgue,

lim 2 dfdr/ |Veu|?dzdt =
€=0 € J{u=0} {u<ev}

:/ dé dr lim ~ Voul? dedt.
{w=0} €0 € J{u<ev}

En intégrant maintenant (2.8) sur Qg par rapport a (z,t) avec (k,A) =
(u(z,t), x(z,t)) nous obtenons

_ o+
/ (V{TI-mein ((u_u)_
QrXQr €

En soustrayant (2.15) de (2.14) nous avons

_ @)t 7+
/ (Vzu-Vzmin((u—u),v>—VgE-ngin((Lu—),v>>+
QrXQr € €

i /QRXQR(X -7 (e (Vev+ Vev) — (O + afv)) <

0) + =) (e Vev- o)) <.
(2.15)

< lim L d¢ dr/ |Veul?dzdt. (2.16)
{a=0} {u<ev}

e—0 €

Une intégration par parties par rapport a £ nous donne

[ (v (S22 )20
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et similairement

_7)t
—/ Veu - Vi min (M, v) =0. (2.18)
QrXQr €
En sommant (2.16), (2.17) et (2.18) nous obtenons
_ . ((e—7)F
(v u—Vu)-(V min{ ——— v} +V mln
‘/;RXQR : ¢ : ( € ) ¢
+/ (x =) T (e (Vov + Vev) — (8pv + 87v)) <
QrXQR
< lim ! dgdr/ |Voul2dzdt.
=0 € Jig=0} {u<ev}

Faisons maitenant tendre € vers 0 :

lim = dng/ 1|V$u|2dw dt +
{z=0} {

€e—0 € u<ev} €

+ lim d¢ dr/ - ]v,,.u — Veul? de dt
€—0 J{z>0} {(u-w)t<ev} €

+ lim d¢ dr/ (Veu — V@) (Ve + Ve)vde dt
Qr {{(v—T)t >ev}

€e—0

" /QRxQR(X =X)" (e (Vov + V¢v) = (90 + 670))

< lim d¢ dr/ |Voul?dzdt.
{u=0} (u<ev}

e—0

d’ou, puisque la deuxiéme intégrale est non négative et Vou — Veu =
(Va4 Ve)(u —7),

/Q ‘o (Vo + Ve)(u—a)t - (Vo + Ve)v +
+ (x=X)"(e-(Va+ Ve)v — (8 + 8:-)v)) <O,

soit encore, en tenant compte du fait que v € D(Qr x QRr), u, 4, x et X
peuvent étre prolongés arbitrairement hors de Qg x Qpg,

/IR2n+z (Va+ Ve)(u =0T - (Ve + Voo

+ (x=X)" (e (Va+ Ve)v — (8 + 87)v)) <0,

(2.19)
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Cette derniére inégalité étant vraie pour toute v € D(Qgr x QR) non
négative, nous pouvons choisir v de la fagon suivante. Soit w quelconque,
non négative, w € D(QR), et soit §g = dist(suppw, dQR). Pour tout §
tel que 0 < & < &g soit ps € 'D(IR"“) avec ps > 0, fps = 1 et
supp ps C Bs (C R™"1). Nous choisissons

v(z,t,ﬁ,r):w<z+€ t+r)p5 (z—5 t—r) ‘

2 2 2 2
Nous introduisons le changement de variables suivant :

z+¢& t+ T z—§ t—T1 ¢
= y = , —_— =z, = .
2 ¥ T T 2 2

De plus nous posons :

wy,mz)=uly+z,n+¢), 8ymnz)=xy+z,n+(),
E(yﬂlava)Zi(y“za W—C), g(?J”?yZaC):Y(y—Z’ 7’—'()

Alors (2.19) s’écrit :
/2 2 P8 (Vy(w =)t - Vyw + (8 - 8)T (e - Vyw — dpw)) 0.
IR“™
En faisant tendre & vers 0 nous obtenons :
)+ 3+

/";nﬂ (Vy(w —WT - Vyw+(0-0)" (e Vyw — an)) |(Z’<)=(0’0) <0,
c’est-a-dire, en changeant les variables,

/ (V(u(w,t)—i(a;,t))+«Vw(:c,t)—i—

Qr
+ (x(2,8) = X(2,1)) * (e - Vo(z,1) - d(a,1)) ) dedt <0,

(2.20)

(2.20) étant vrai pour toute fonction w € D(QR) non négative. En par-
ticulier nous choisissons w(z,t) = h(z)k(t) o h € D(Bg), h > 0 dans
Br et k = 1 dans Bgs, et h € D(0,T) et £ > 0. En tenant compte du
fait que X = 1 > x et © > u dans Bg — Bgr X {0,T) ce qui entraine
(Ve —2)" + (x —X)Te) - V(1 — w) = 0, nous déduisons de (2.20) que

f (x —X)*k'(t)dedt > 0,
Qr

- 18 -
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/OT (/Bﬁ(x—y)w) K(t)dt >0,

ce qui montre que la fonction ¢t — [, BR(X — X)T dz est décroissante dans
(0, 7).

Puisque x, X € C°([0, T]; L(Bpg)) et donc

c’est-a-dire

(x-x)T €Cc®([0,T]; L'(BR)),

nous déduisons que

[ 600 ae< [ (1,0~ x(,0) da =0
Br B
pour tout t € (0,T), et donc

x <x dans Qp.

Alors (2.20) devient simplement

/ V(u-u)T -Vw <0, (2.21)
Qr

pour toute w € D(QR) non négative, et donc, par densité, pour toute
w € L?(0,T; HY(BR)) non négative. En particulier

d’ou la conclusion. O

3. Vitesse de propagation

Dans cette section nous démontrons que le probléme (0.5)-(0.9) a la
propriété de vitesse de propagation finie (au sens du théoréme 3.5). Pour
cela nous construisons une sursolution ad hoc (lemme 3.1 et proposition 3.4)
afin d’appliquer le théoréme 2.8. Le reste de la section est consacré a des
remarques supplémentaires qui montrent en particulier que le théoréme 3.5
est optimal.
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LEMME 3.1.— Soient M >0, R >0 etc € [0, 1[ donnés. Alors il eziste
Te > 0, unique, tel que le probléme de Cauchy

reC%[0, L)) NCY0,T.), 0<r(t)<R pourtoutte (0, T%),

M R -
()= -1- r17(¢) / rl="dr pour tout t € (0,T),
r(¢)

r(0) =R
(3.1)

ait une solution mazimale unique.

Démonstration. — Soit 3 vérifiant
R l—nd
Y'(s) = — V7 f*’ T T pour 0 < s < R, 3
S rimdr + (M (1))t (32)
Y(R) =0,

et soit Ty = 9(0). Alors —1 < %' < 0 sur (0, R) et donc ¥ est inversible de
(0, R) dans (0,Ty). On vérifie aisément que r = ¥~ est solution de (3.1)
sur (0,7%); de plus 7 est maximale car 7(Ty) = 0 et r < —1 sur (0,7%),
donc r n’admet pas de prolongement régulier non négatif.

Supposons maintenant que r soit une solution maximale de (3.1) sur un
intervalle (0,T"). Alors ' < —1 sur (0,7") et, nécessairement, r(7') = 0,
sinon nous aurions 7(7T') > 0 et 7 serait prolongeable au dela de 7"; donc
 est inversible de (0,T') dans (0, R), et son inverse vérifie (3.2) avec
¥(0) = T'. L’unicité de la solution de (3.2) implique alors que 7' = T,
et que 7 est unique. 0

Remarque 3.2. — Les intégrales de (3.2) peuvent étre calculées pour les
différents cas n = 1, n = 2, n > 3; le calcul de 9 se réduit & une intégration
supplémentaire. Par exemple, dans le cas n = 1 nous obtenons

M M M
z/)(s):R——s—-l——c(logl_clog(R—s+1—_—c)> (3.3)

qui montre que 9 est réguliére pour s — 07 et que ¥'(07) < 0, c’est-a-dire

que r est réguliere pour ¢ — T, . Par contre on peut voir que 7'(T, ) = —c0
sin> 1.
Remarque 3.3. — Dans ce qui suit il sera utile, et en tout cas intéressant,

de connaitre le comportement asymptotique, quand £ — 0, de la fonction r
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donnée par le lemme 3.1. Avec la notation de (3.2) nous avons pour s — R :

Rn-1 LR ri-ndr

Y'(s) = —Rn—l fSRT1_ndT+(M/(1_c)) ~
R—s 1-c
T prem (R-3s),

d’ott 'on obtient %(s) =~ ((1 — ¢)/21)(R — ). Donc, pour tout t — 0, nous
déduisons que ¢ ~ ((1 —¢)/2p)(R - r(t))z, d’ou

1
r(t) ~ R — (%)2 quand t — 0. (3.4)

PROPOSITION 3.4.— Soient M > 0, R > 0 et ¢ € [0, 1] donnés et
soit r le prolongement trivial de la fonction donnée par le lemme 3.1. Alors
le couple (u,x) donné par les relations suivantes est une sursolution dans
Bpg x (0,T), pour tout T > 0.

(u,x) € L®(0,00; C°(BR)) x L*®(Bpg x (0,)),

Au(-,t)=0 dans Bp — B,(;), t > 0,

u(-,t) =M sur 0BR, t> 0, (3.5)
u(-,t)=0 dans B,), t >0,

X =c+ (1 —c)x({u > 0})

Démonstration.— En premier lieu nous devons démontrer que u €
L?(0,T; HY(BR)) pour tout T > 0. Puisque u(-,t) = M pour t > T,
il suffit de s’assurer que u € L%(0,T«; H'(BRr)). Par définition de u nous
avons pour 0 <t < Ty :

/ [Vu(-, )7 sz/ |Vv|?da
Br Bp

pour toute fonction v € H!(Bg) telle que v = 0 dans B,(s) et v =M sur

0BpR. En choisissant v(z) = M(|$| - T(t))+/(R —7(t)) quand ¢t — 0 nous
avons

_ou-t)

ol D da M?|B1|(R™ — r™(t))
/BRW (o de< IR —r(t)|?
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du fait de (3.4). Puisque ¢t — fBHqu( . ,t)|2d:c est réguliere pour
0 < t < T., nous avons u € L?(0, T.; H*(BR)).

Considérons maintenant la fonction Y.
Il est évident que x € L*(Bg(0, o). De plus, si 0 < ¢ < 7, nous avons

HX( 1) = x(, T)HLx(BR) =(1- C)|Br(t) - Br(T)|
(1- c)|B1|(r"(T) - (1)) .

Etant donné que r € C°([0, [) et #(0) = R nous obtenons que
x € C°([0, oo [; L} (BR)), ot x(-,0) est défini par x(-,0) = c.

Etant donné que (2.4) est évident nous vérifions (2.5) et (2.6). Soit

B fsp l-ndr

=% ——— pour0<s<p<R. (3.6)
st rl-ndr

w(p, 3)

Alors u est donnée par

Muw(lz|,7(t)) si0<t<T. et 2 € Br — B,y
u(w’t) =40 si0<t<Teetze Br(t) (37)
M sit > T, et z € Bp.

De plus, si 0 < t < T, nous avons

dpw(r(), r(t))

T

()= -1~ lM
o en tout point de 8B,;).  (3.8)

=-1-

— Vu(z,t)- 2]

Soit alors Q' = Bg x (0,00) et soit v € H3(Q') non négative avec supp v
borné. En utilisant la fonction 3 donnée par (3.2), inverse de la restriction
de r &4 [0, T ], nous obtenons
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/ (—x0sv + (Vu + xe) - Vv) =

/ dm/ —x0¢v) dt + / dt (Vu+ xe) - Vvda
Bgr Br
¥(lzl) oo
:/ dm/ (—cBtv) dt+/ dx/ (——3tv)dt+
Bgr Br ¥(lz)
T. T.
/ dt/ ce- Vvd:c+/ dt/ (Vu+e) Vode +
B.(¢) BRr—By)
—+—/ dt/ e - Vvdz
- BR
T‘ z
(l—c)/ v (z,v(|z|)) d:c+c/ dt/ —vds+
Br aB,(, |z|
T, z
/ dt/ (Vu+e)- (——)vds
aB,(,, |z|
(1-¢) / dp/ :z P( p) ds +
+/ dt/ Vu) vds.
0) aB,(,, |z

ol nous avons utilisé la formule générale

R
/ ga:/ dp/ pds.
Br 0 8B,

Avec le changement de variable p = »(t) dans une intégrale et I'inégalité
de Schwarz dans ’autre, nous obtenons

/I(—Xatv+(Vu+xe) c_l)/T'(/‘;Brm zt)ds)r()dt+

+‘/7 ((c—l)«—Vu-i)vds
o JoB,, ||

qui vaut 0 d’aprés (3.8).
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Pour démontrer (2.6) considérons v € L2(0,00; H}(Bg)) non négative
et a support borné. Alors

T‘
/ Vu-Vv:/ dt/ Vu-Vvdez
Q' 0 Br—By)

T. z
:/ dt/ vVu-(———) ds <0
0 BBT(,) l$|

puisque Au = 0 et v > 0 dans Bg — Br(t) et v = 0 dans B,.(t). O
Nous sommes, maintenant, en mesure de démontrer le résultat suivant.
THEOREME 3.5.— Soient (u,x) une solution de (0.5)-(0.9) correspon-
dant d des données g bornées, B une boule de 2, tg € [0, T[etce [0, 1]

tels que
x(-yto) <c¢ dans Bp. (3.9)

Alors pour tout 8 € (0,1) il eziste § > 0 tel que

u=0etx<c dans Bgg x (to,t0+6). (3.10)

Démonstration. — Nous pouvons, sans perte de généralité, prendre
to = 0. D’apreés la proposition 1.3 u est bornée. Pour M > “u||L°°(BRx(0,T))
et € > 0, nous appelons (ups, xar) la sursolution donnée par la proposition
3.4 et nous posons upse(,t) = upr(-,t+¢€), xpe( -1 t) = xm(-,t+€). 11
est évident que (upze, Xpe) est encore une sursolution. D’autre part, on vé-
rifie aisément que xare(-,0) > ¢ > x(-,0) dans la boule By et qu'il existe
R' € (0, R) (qui dépend de ¢) tel que

uMe > |4/ oo Box(o.ry) 2 dans (Br — Bry) x (0,T).

Nous pouvons donc appliquer le théoréme 2.8 et obtenir u < ups. et
X < xMe dans Bg x (0, T). En faisant tendre € vers 0 nous avons

u<upretx <xpy dansBgx (0,T), (3.11)
d’ou le résultat. O

Remarque 3.6.— En faisant tendre M vers HuHLw(BRx(O 7)) il est
évident que (3.11) est encore vrai a la limite.

- 24 -



La vitesse de propagation dans le probléme de la digue

Remarque 3.7.— Les démonstrations des théoremes 2.8 et 3.5 tiennent
compte du fait que (u, x) est une solution bornée de (0.2) dans Bg x (0, T) :
en effet le fait que (u, x) soit solution de (0.2)-(0.9) avec g bornée ne s’utilise
que pour garantir que u € L™ (BR x (0, T)) Le théoréme 3.5 est donc encore
vrai si (u, x) est une solution localement bornée de (0.2) sur 2 x (0, T') quand
Q n’est pas borné.

A ce propos nous pouvons dire que si 2 n’est pas borné il peut exister
des solutions non bornées. Par exemple, si I’on prend 2 = (0, 1) x (—o0, 0),
Tp = (0,1) x {0}, g = 1 et x® = 1, tout couple (u,x) de la forme
u(z) = 1 —k(t)e-z et x = 1, avec k € L%(0,T) non négative, est une
solution au sens des fonctions L(0,T; H} (9)).

Le théoréme 3.5 dit que la vitesse de propagation de la saturation x est
finie et donc la vitesse de propagation de la pression est finie quand le milieu
n’est pas saturé (c’est-a-dire x < ¢ < 1). Par contre si le milieu est saturé la
vitesse de propagation de la pression peut étre infinie, comme le souligne,
plus loin, la remarque 3.9.

PROPOSITION 3.8.— Soient @ = Q' x (y«,0), avec y« < 0 et Q' ouvert
borné de R™™!, et Tp = Q' x {0}. Soient T > |ya|, ¥ € (%,0), ¢ € (0,1),
g=0etx?=cx({y <e-z <0}). Alors la solution (u,x) de (0.5)-(0.9)
est donnée par

y¢+i—c—c(t—t*)—e~z dans Q"

u(l:, t) = y* —e-x dans QI” (312)
0 dans Q — (Q"U Q")
¢ dans Q'
x(z,8) =< 1 dans Q"UQ" (3.13)

0 dans Q — (Q' uQ'u Q"')

Q={(z.)eQly <e-a+t<0,r(e-z—3)>H" —w)(t-t)},
Q"={(zt)eQt<t", rle-z—u) < (¥ —w)(t—t.)},
Q"={(z,t)eQle-z<y", t >},

Y=y —cy,
t':yl—yt»
t*:_y*

‘r:t*—t.:(c—l)y,.
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Ae
T
e R il Yo
‘Q"c‘n
N t::
Qll N
..... ?. 7Tt t:‘:
£QI
‘
H
' e.x
¥ .
Y Y Yy 0

Démonstration. — 1l suffit de vérifier (0.9). Soit v comme dans (0.9) et
soient v/, 1" et 1"’ les vecteurs normaux unitaires de 9Q’, 9Q" et 4Q""
orientés vers I’extérieur. Nous avons

/ (=x8:v + (Vu + xe) - Vo) =
Q

:c/ (e-Vv—Btv)’/ 3tv—/ O¢v

c/ngvu’-(e,—l)—LQ,'vu"-(0,1)—/6Qm w'".(0,1)
c/{9 . ((c—1)e,¢) 1)

Q'NAQ" ((C_1)2+c2)1/2

B /‘ ) —((c - l)e,c) (0,1)
2]

Q"n8Q"  ((c —1)2 + c2)'/?

—/ (0,1)- (0, l)v—/ (0,-1)- (0, 1)v =0,
aQ”nan" anl’nanl

ce qui achéve la démonstration. O
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Remarque 3.9.— Le théoréme 3.5 peut étre appliqué & la situation
précédente avec une boule quelconque et tg < ¢« (pour simplifier). Dans ce
cas on voit que la seconde inégalité de (3.11) est optimale au sens suivant :
x ne prend que les valeurs c et 1, comme x 7. Toujours dans le méme cas,
la vitesse de propagation de la frontiére libre vaut ¢/ (1 -c¢)

Dans le cas limite, ou ¢ = 1, la vitesse de propagation de la frontiére libre
est infinie et la pression est discontinue.

On peut aisément voir que la solution correspondant au cas ¢ = 1 est
exactement la limite quand ¢ — 1 des solutions considérées : elle est donc
donnée par (3.12), (3.13) ot Q" devient vide et ¢ = 1, c’est-a-dire

{u(w )= (y* —e-2)TH(t - t.),

@ t)=x({z € alt)<e-z<alt)+y]}), (3.14)

ol a(t) = max(y' —t, ys).

On voit bien que u est discontinue, méme si nous la considérons comme
une fonction de (0,7") & valeurs dans D(2). De plus x n’est pas la fonction
caractéristique de {u > 0}.

Remarque 3.10. — Observons que (3.14) devient stationnaire en temps
fini.
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