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L’image d’une application holomorphe

LAWRENCE GruMAN(1)

RESUME. — Dans une premiére partie, nous construisons des ensembles
discrets E dans €™ tels que I'image de €™ par n'importe quelle application
holomorphe non dégénérée rencontre E. Dans une deuxiéme partie, nous
montrons qu'on peut construire une famille E, d’ensembles discrets
répondant aux critéres de la premiére partie paramétrisés par a € C*
tel que, si B(0,r) est la boule euclidienne, la croissance asymptotique en
r de F~1(Ey) N B(0,r) soit la méme sauf peut-étre pour un ensemble
exceptionnel de valeurs de a pluripolaire. Cette croissance asymptotique
peut &tre exprimée par une fonction de log Mp(r) = sup log”F(z)“.
B(0,7)

ABSTRACT. — In the first part, we construct discrete sets £ on €"
such that the image of €™ by every non-degenerate holomorphic map
intersects E. In the second part, we show how to construct a familly E,
of discrete sets satisfying the conditions of the first part paramatrized by
a a € €" such that, if B(0,r) is the Euclidean ball, the asymptotic growth
of F~1(Eq.) N B(0,r) when r — +0co is the same except perhaps for an
exceptional set of a which is pluripolar in €™. This asymptotic growth
can be expressed as a function of log Mp(r) = sup log”F(z) ” .
B(0,r)

Nous désignerons par ||z|| = ( ;-‘:1 ]zjlz)l/ ? ]a norme euclidienne dans
€™ et par Bp(a,r) la boule euclidienne ouverte de centre a et de rayon
r, B(a,7) = {z € €* |||z — a|| < r}. Notre but est d’étudier la fréquence
asymptotique de F~1(a), a € €*, 0t F = (fy, ..., fn) : €* — C™ est une
application holomorphe non dégénérée, c’est-a-dire telle que Jz # 0, ou JF
est le jacobien de F. Nous commengons par un petit apergu historique de
ce probléme.

L’étude de la distribution des valeurs d’une fonction f holomorphe ou
méromorphe dans € a été couronnée par la théorie de Nevanlinna : f
prend chaque valeur sur la sphére de Riemann avec la méme fréquence
asymptotique sauf peut-étre pour un ensemble exceptionnel E au plus
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dénombrable, et en plus, on a une minoration asymptotique de f~1(E) N
B1(0,7). Comme corollaire, on obtient aisément le théoréme de Picard :
une fonction méromorphe ne peut omettre deux valeurs sur la sphére de
Riemann.

On espérait trouver des résultats analogues pour les applications holo-
morphes, non dégénérées de €™ dans €". On sait déja depuis longtemps qu’il
n’en est rien. Il existe des applications holomorphes F : €2 — €2 qui sont
méme des homéomorphismes sur leurs images telle que Jr = 1 mais dont
Iimage omet un ouvert (cf. [B-M], [D-E], [R-R]). Récemment, J.P. Rosay
et W. Rudin [R-R] ont méme construit une application holomorphe dont le
jacobien est identiquement un et dont le volume de 'image est fini.

La meilleure fagon de comprendre ce phénomeéne est de se rappeler qu'une
fonction holomorphe est conforme et ainsi préserve les angles. Ceci veut dire
que C sous P’action d’une fonction holomorphe est rigide et ainsi Aut(C),
le groupe des automorphismes holomorphes de €, ce réduit aux seules
translations, rotations, et dilatations. Pour une application holomorphe
F = (f1, ..., fn), par contre, en général il n’y a pas de rapport entre les
f;; ainsi, méme si Jp = 1, c’est-a-dire méme si les volumes sont préservés,
les angles ne le sont pas en général. Il en résulte que Aut(C™), le groupe des
automorphismes holomorphes de €™, est trés riche (cf. [R-R]).

Toutefois, des résultats positifs ne sont pas exclus. J.P. Rosay et W. Rudin
[R-R] ont montré qu’il existe des ensembles discrets dans C™ tels que
I'image d’une application holomorphe non dégénérée rencontre toujours ces
ensembles. Ils appellent de tels ensembles “unavoidable” (inévitables). Dans
un travail antérieur [G], nous avons déja étudié de tels ensembles que nous
avous appelés “essentiels” et nous reprendrons cette terminologie. Ainsi, si
F est une famille d’applications holomorphes non dégénérées, nous dirons
que l’ensemble E est essentiel pour F si quelle que soit F' € F et quels que
soient r, ' € R on ait F(CBn(0,7)) N ENCLB,(0,r') non vide.

Si F est la famille de toutes les applications holomorphes non dégénérées,
les résultats de J.P. Rosay et W. Rudin [R-R] montre I'existence d’ensembles
essentiels pour F. Leurs techniques ne sont pas constructives et ne permet-
tent pas de préciser de tels ensembles. Dans une premiére partie de notre
travail, nous montrons comment construire des ensembles discrets essentiels
pour F ainsi que pour d’autres familles d’applications holomorphes non
dégénérées.

Dans la deuxiéme partie de notre travail, nous montrons que pour les
familles d’applications holomorphes non dégénérées considérées dans la
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premiére partie, il existe des ensembles essentiels E, (qui dépend de la
famille) paramétrisés par a € € — {z | []}_, z; = 0} tels que I'on obtienne
une minoration asymptotique de F~!(E,) N Bn(0,7) par une fonction
de Mp(r) = supp, (o,r) ¥ (2)|| uniformément en a sauf peut-étre pour a
appartenant a un ensemble pluripolaire dans €" (un ensemble X C C"
est dit pluripolaire s’il existe V' (z) plurisousharmonique dans C™ telle que
X C{zeC"|V(z) = —oo}).

Ceci nous permet le développement d’une sorte d’analogue a la théorie
de Nevanlinna pour les applications holomorphes basée sur la structure
complexe de €.

1. Constructions d’ensembles essentiels discrets

Si F : €* — €™ est une application holomorphe (resp. une fonction V'
plurisousharmonique), nous notons

Mp(r) = sup [|F(z)|| (resp. My(r)= sup V(z)).
Bn(0,r) Bn(0,r)

Nous introduisons plusieurs familles d’applications holomorphes non dégé-
nérées.

i) F={F¢e " — (", F holomorphe non dégénérée}.

i) F={FeF|Jp=1}.

iii) Si §: RT™ — IR est une fonction croissante, on dit que S est d’ordre

fini si log S
limsupog—(r):p<+oo;
ot log r

Si F : €* — C" est une application holomorphe, on dit que F est
d’ordre p fini si log Mp(r) est d’ordre p fini et on définit F, par

Fp={F:C" — €™ ; F holomorphe non dégénérée d’ordre p}.

J.P. Rosay et W. Rudin [R-R] ont montré I’existence d’ensembles essen-
tiels discrets pour la famille F. Leurs techniques ne permettent pas d’ex-
pliciter ces ensembles. Nous allons montrer comment, par des techniques
constructives, on peut expliciter des ensembles essentiels pour les familles
définies ci-dessus. Les éléments de base de la construction sont élémentaires :
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le théoréme des applications inverses, la formule de Cauchy et 1'inégalité de
la moyenne pour les fonctions sous-harmoniques. Nous écrirons, comme est
I’habitude, B(a, r) pour la boule euclidienne ouverte de centre a € €™ et de
rayon r. Nous aurons besoin de quelques lemmes.

LEMME 1.— ([G], p. 208) Soit S(r) une fonction croissante, r € RT,
telle que S(r) > 1 et lim, 4o S(r) = +o00. Alors quels que sotent a > 1,
B > 1, il eziste une constante C(a,B) telle que si rg > 1, on peut trouver
r' € [rg, C(a,B)ro] avec la propriété

S (r' + 7' (log S(r")) _ﬁ) < aS(r).
Pour C(e, B), on peut prendre [[52, (1 + (kloga)~P).

'LEMME 2.— Soit S(r), € RT, une fonction d’ordre fini p. Alors

quels que soient a > 1, p' > p, il existe une suite ry, T +oo telle que
S(arm) < a? S(rm).

Démonstration. — Sinon, A = {r | S(ar) < a? S(r)} est un ensemble
borné. Soit
ro=supr, T=r19+1.
r€A

Alors quel que soit m, S(a™7) > a"“"S(?) et ainsi

mp' log o + log S(7) >

log S(a™7
lim sup 285C77) 5 i A
m—+too log(a@™F) T m—o+oo mloga +logT

ce qui est une contradiction. O

LEMME 3. — ([O]) Soit F : B(0, R) — B(0, M) une application holomor-
phe telle que F(0) = 0 et soit Jg le jacobien de F. Alors l’image de F
contient la boule B(0,S) ot

5 M—2n+1R2nlJF(0)Iz
N 4(n+1)

Nous pouvons déja tirer les premiers enseignements de ces lemmes.

THEOREME 1.— Soient € > 0 et E C €™ un ensemble tel que aucun
point de B(0,m + 1) — B(0,m) ne se trouve & une distance supérieure d

-~

em~2t1=¢ de F. Alors E est essentiel pour F.
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Démonstration. — Soient Rj, Ry € Rt donnés. Choisissons 7q tel que
ro > R1+ 1, Mp(rg) > Ra+ 1. Si @« = 3 = 2, d’aprés le lemme 1, il existe
7' € [rg, Cro] tel que

Mg (1"+ 2) < 2Mp(r').

[log MF(r’)]

Soit mg un entier tel que mg < Mp(r’) < (mg+1) et soit zq tel que ||zo]| = '
et ||F(20)|| = Mp(+'). Si F(z) = F(z) - F(z0), on a ||F(z)| < 3(mo + 1)
sur B (zo, [log(mo + 1)] _ﬁ) et F(zu) = 0. D’aprés le lemme 3, 'image de
F contient la boule B(0, S) avec

-1
S = [4(n +1)32" (mg + 1) Llog (mo + 1)4"]

Si 7o (et ainsi mg) est assez grand, S > emg Intl-c  Jonc limage de

€*NCB(0, Ry) par F contient la boule B(F(z), emy2") et ainsi un point
de ENCB(0, Ry). O

Soit maintenant F' € F (resp. F,). Nous allons montrer qu’il existe une
suite 7, T 400 et une suite Z,, € C" avec ||Zn|| = rm telle que on ait
silmutanément la norme de F(Z,,) pas trop grande et le jacobien de F(Z,,)
pas trop petit. D’apreés le lemme 3, 'image de F' contiendra une boule dont
on pourra estimer le rayon. Ainsi, si E est un ensemble tel que aucun point
de €™ ne se trouve trop loin de E, E sera essentiel. Telle est 1’idée de base
de la construction. Comme ci-dessus, nous noterons par B, (a,7) la boule
ouverte dans IR™ de centre a et de rayon r, S,,_; sera la sphére unité
dans R™, S, _1 = dB(0, 1), et w,,_ sera la mesure de Lebesgue sur S,,_;
normalisée de telle sorte que wy,—1(Sm—-1) = 1.

LEMME 4.— Soient 0 < R; < Ry, 7 < 1, V > 0 une fonction sous-
harmonique et continue dans B(0, Ry). Posons

M;= sup V(z), j=1,2.
z€B(0,R;)

Alors, si Ry <r < Ry et X, ={a € Sy | V(ra) > 7M1}, on a

(1-7) M Ry \™ !
aE) > ——=2(1-= :
wm-1(Er) 2 =g (1=
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Démonstration. — Posons V(z) = V(w)/MZ. Si zg est tel que ||zg|| = Ry
et V(zo) = M; et si P(Z,a) est le noyau de Poisson pour la boule unité
B (0,1) dans R™, on a d’aprés la formule de Poisson :

/ V(ra)P(i—o, a) dwpm_1(a) + /[}.)3, V(ra)P(mr—O, a) dwpm_1(a) >

> V(mo) _ %

d’ou

/ V(ra)P(zr—O, a) dwpm—q(a) > %1——/[;27 V(ra)P(Er—q, a) dwm_1(a).

. 2

Mais sur X,, on a

V() <1 et IP(E—O,a)IS( 2

donc

oot (5r) > L=T) M (12 ﬁ>m~1 .0

LEMME 5.— Soient F : €* — Q" une application holomorphe non
dégénérée, F = (f1, ..., fn) et supposons que Jp(0) = C #0. Si L est un
sous-espace (compleze) de €™ de dimension réellem et 0 < Ry < r < Ry,
C'=nlC™l r<1let

ir:{QELﬂShl-l‘

log]](ra)| <

(—log C' — nlog Mp(Rz) + 2nlog(Rz — 7)) }
[(1 = 7)/3] [log MF(R1) flog Mp(R,)] (1~ (R1/R)) ™

alors

5y < (1= 7) log Mp(Ry) Ry\™ !
- < _m ‘
wm-1(Zr) < 3  log Mp(R») ! 7
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Démonstration. — D’apres la formule de Cauchy, on a

6fi(z) . _1_/ fi(‘zl! 22y ceey %5 +€], Zi41y -0 zn)d€]
sz T 2mi 1€]=6 6]2

quels que soient ¢ et j, d’ou, si ||z|]| = r et § = (Rp — 1),

|7F(ra)| < n! Mp(R3)"(Ry — 7)™

D’apreés l'inégalité de la moyenne pour la fonction sous-harmonique
log|7(2)] :

log C = log|JF(0)] < / log|Jp(rar)| dwm—1(c)
QELOSZn—l

et ainsi

logC’—/[;‘}5 log|Jp(ra)| dwm—1(c) S/%:_ log|Jp(ra)| dwm—1(a)

L d

—log C' — nlog Mp(R2) + 2nlog(Ry — 1) < /:_ loglJF(ra)I dwy,—1(a)
Z,

d’ou le résultat. O

THEOREME 2. — Soit B > 1 et soit E C €™ un ensemble tel que aucun
point de [B(0,m) — B(0, m — 1)] ne se trouve d une distance supérieure d
m~(°818m)° Jo B Alors E est essentiel pour F.

Démonstration. — Soit FF : € — C" une application holomorphe
non dégénérée. Moyennant une translation au besoin, on peut supposer
JF(0) # 0. Posons B' = (1+8)/2, @ = 2. Si 79 > 0 est donné, d’apres
le lemme 1, on peut trouver Re [rg, C(a,,@')rg] tel que, si

R, =R, Rz=f2(1+ ~ 5.),
[log log MF(Ry))

log Mp(R2) < 2log Mp(R;). Posons r = (R1 + R2)/3 et soit L une droite
complexe qui passe par l'origine tel qu'’il existe zg € 8B(0,r) N L avec
log”F(zo)“ = log Mp(R1). En appliquant les lemmes 4 et 5 & la droite L,
avec m =2 et 7 = 1/9, on voit qu’il existe un point zZ € 8B(0, )N L tel que
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i) %108 Mp(Ry) < log||F(2)]| < 2log M (R1);

i) log||J7(Z)| > —48nlog Mp(R;)[loglog MF(Rl)]ﬁI si g > C1.

Supposons que m soit un entier tel que (m — 1) < HF(E)“ < m.
Posons F(z) = F(z) — F(Z) de sorte que, si R = R1/(21oglogm)®,
F(B(%,R)) — B(0,M) avec M = (m + m%) < (2m?). Alors, d’aprés le
lemme 3, F'(B(E', R)) contient une boule de rayon

,1-1
S = (2n)4(2"‘1)(2 log log m)2nﬁ’m96n(1oglogm)ﬁ

et, si 79 > C9 et donc m est assez grand,

1
= m(loglogm)?

et ainsi ﬁ(B(Z, R)) contient un point de E. O

THEOREME 3.— Soient p' > p et E C € un ensemble tel que aucun
point de [ B(0,m) — B(0,m — 1)| ne se trouve & une distance supérieure d
m=C") de E, ou

C(p') = 2n + 12n (1 - Zlﬁ> ( - (1 - 21-1;)1/2)_1((1 - Zlﬁ-)—pl/z - )_1 :

Alors E est essentiel pour Fp.

Démonstration. — C’est en grande partie une répétition de la démons-
tration du théoréme 2. Soit F : €™ — C™ une application holomorphe non
dégénérée; on suppose Jp(0) # 0. Posons 7 = a P = (1-(1/4n)) < L
D’aprés le lemme 2, il existe une suite r, T +oo telle que log Mp(ar,) <
o' logM = (r,). Comme dans la démonstration du théoréme 2, on peut
trouver z tel que

i) rlog Mp(n) < log|F(2)],
ii) log|F(z)| < o' log Mp(r,) pour z € B(Z,1),

6na’? log Mp(r,)
iii) log|JF(2)| > - (1-7)a-1)

Ainsi, si (m - 1) < |[F(Z)|| <m, F(z) = F(z) - F(), R=1et

si v > .

F:B(z,1) — B(0,M) avec M = 2m*’ |
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on voit d’aprés le lemme 3 que f(B(Z, 1)) contient la boule de rayon
§ = (2m)™" Cr =D =T()

avec

o= - -2 (6"

. 1\~ /2
Pllon—1)y=[1- — -
af (2n —1) (1 4n> (2n—-1) < 2n,

et

donc ﬁ(B(?, 1)) contient un point de E. O

Remarque. — On aurait pu préciser ’ensemble E par le traitement des
fonctions de type fini et plus généralement, par ’étude des ordres précisés
(cf. [L-G]), mais cela nous aurait permis d’améliorer & peine la description
des ensembles et ainsi nous ne ’avons pas jugé utile. De méme, nous n’avons
pas cherché la meilleure constante C(p').

2. Minoration de la croissance asymptotique de F~1(E)
pour certains ensembles essentiels E

Nous commengons par certains rappels. Dans ce qui suit, C représentera
toujours une constante qui pourra varier méme a l'intérieur d’un méme
énoncé.

Si X C C™ est un ensemble, on définit la fonction

¢ x(2) = lim sup Fx (=)

2l oz

avec
¢x(z') =sup {w(z') plurisousharmonique | %(z') <0, 2/ € X,
¥(=') < Cy +log(1+[12'19)}

¢ x(2) est la fonction extrémale associée & X. On dit qu’'un ensemble X est
pluripolaire dans €" si X C {z | V(z) = —oc} avec V(z) plurisousharmo-
nique sur €. Si X est non pluripolaire et compact, on a les propriétés
suivantes :

— 83 -



Lawrence Gruman

i) @x(2) est plurisousharmonique;

ii) il existe une constante Cx telle que (cf. [S]) :

log™ ||zl| + C%' < ¢x(2) <log™ ||z]| + Cx ;

i) si py = (i35¢x)", ix est une mesure positive, dite la mesure
d’équilibrium de X, et supppuy € X.
Ici
n n
I3} d _
6:. ggdzj et 3:zﬁdzj
]:1 1=1

sont des opérateurs différentiels sur 1’algebre extérieure des formes diffé-
rentielles d = 8 + 9, d° = i(0 — 9) et px = (i08px )" = (ddpx)™ est
Popérateur de Monge-Ampére complexe défini comme un courant positif
fermé (nous renvoyons le lecteur au livre [L-G] pour la théorie des cou-
rants positifs fermés et a l'article [B-T] pour les résultats sur l'opérateur
Monge-Ampére complexe).

Nous rappelons des résultats de [G] dont nous aurons besoins.

LEMME 6.— Sotent h une combinaison linéaire (réelle) de fonctions
plurisousharmoniques bornées dans un voisinage de B(0,7) et 8 un courant
positif fermé de degré p. Alors

< Cn sup |k AR

/ (r% — ||2||%)i08h A6 A g™P1
B(o,r) B(0,r) B(0,r)

ot B = i99)||z||2.

Ceci n’est autre que le corollaire du lemme 1 de [G] (on obtient le cas
général par le procédé classique de régularisation et passage a la limite).

COROLLAIRE 1.— Soient 0 < r < 1’ et ¢;, i =1,..., k des fonctions
plurisousharmoniques et positives sur €". Alors il ezriste une constante
C(n, k) telle que

k k
fB(O ) /\(i35¢j)Aﬁ"_k < C(n, k)(r' —r) 7R (") F H [ sup QOJ‘(Z)].

j=1 j=1 ZEB(O,rI)
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Démonstration. — On pose
r'~—r+—j(r'—r) ) =1 k
J - R 3 J - AR | M

D’aprés le lemme 6, on obtient

q

/ /\ (i88¢;) A B2 <
B(Orq 1)

1
< sup  @q(2) / i08p;) AT
(rq = 7g-1)2rg LeB(Or') } B(0}) ;- A

Le résultat s’obtient donc d’une itération et du fait que :

[ a=cayn.o
B(o,r")

Soient G = (g1, ..., gn) une application holomorphe non dégénérée de
€™ dans €™ et X un ensemble non pluripolaire dans €*. On pose

goG(z) = sup (loglg;|, 0) et ga]G((z) = px(G(2)) .

71=1,..,n

On voit, d’apres (ii) ci-dessus, qu’il existe une constante Cx qui ne dépend
que de X telle que

G
0% (2) — 0% (2)| < Cx .
Par conséquent, d’aprés le lemme 6 et son corollaire, on obtient :

LEMME 7. — Soient 0 < r < v’ et X un compact non pluripolaire de C™.
Alors, il eziste une constante Cx qui ne depend que de X telle que

i) (168¢%)5 A (i690G) 51 AB <
B(o,r)
< Cx(r' —7)~mH1 (»ynt1 (log (Mg (r') + 1))71_-1 ;

L = 160860 ~ (636 5)] A
B(o,r)

ii)

A (1099%)5A (168F)" 51| <

< Cx(r' = 7)) (log (Mg (') + 1))
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done
iii) / (7 — |12]1?) [(1835)" - (i856$)"]| <
B(o,r)
< CX(r' - r)_"+1 (r')"+1 (log(Mg(r') + 1))"_1 .
Soit maintenant N = (Ny, ..., Nn), N; € Z, un n-uplet d’entiers et
posons

G(N)(Z) = (gle2"N1 , gzeZﬂ'Nz ey gn627an)

n
7 = ZECn'HzJ':
i=1

b

Si X est un non pluripolaire compact, X C (Z, on voit que
.on G(N)n . N +
supp(i00¢y )" N B(0, R) est vide dés que |[N|| > Cxlog™ Mg(R).

Ainsi, on obtient :

COROLLAIRE .— Soient 0 < r < 7' et X un ensemble compact non
pluripolaire dans €, X C CZ. Alors il eziste une constante Cx qui ne
dépend que de X telle que st

_ (168 G(N)
/B(o,,)r 1212) 3 (105

N

7 "+1 2n—1
> 2Cx ( -~ :"7) [Iog(Mg(T )+ 1) ]
alors
G(N
[ 0= 1) 055"
B(o,r) N
1 / 2 2 o= G(N)\n
> = r° — ||z 100¢ .
2 Jaom " I );( )
Soit maintenant G = (g1, ..., gn) une application holomorphe de C™
dans €". On pose expG = (expgi, .., eXpgn) et exp G(N) = (exp(g1 +

2w N1), exp(gz + 27 N2), ..., exp(gn + 27an)).
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THEOREME 4. — Soient 3 > 1, X un ensemble compact non pluripolaire
de €*, X C 0Z, et G une application holomorphe non dégénérée de C* dans
C™. Alors, il eziste une constante C'y qui ne dépend que de X, telle que si
r

r> Rqg, r=r4t —
[log Mg (r)]”

et
2

% = ||z]]*) |7 dAz) > — L [Mg(r)] P
Lo = PGP ()2 s (Mo

(ot dA est la mesure de Lebesgue dans C™), alors

2 l2112 199,28 G(N )y
/B(o,)( 12112) 3 (163628 »

N
> CY /B o (7 1D o) A,

Démonstration. — Nous appliquons le théoréme 1 de [G] et son corollaire
a lapplication G(z) = (exp(i91/4),...,exp(ign/4)). Alors quel que soit
T>0,sir> Rt

Lo =L@ ) >
B(o,r)
> (r )2( o) e
( )2( )(—n+1)(4n 1) [MG(r')]Z”‘l

et donc, quel que soit C > 0,

n [i68(|5ed 9|+ [Red )]

(o) =1 " |e§91']

>z07ex [ o (72T A,

D’apres la discussion de ([G], p. 217), on voit que

I 188 |\se4g’| + [?Re‘lg’
/\ Z/\u?al%‘ 19+ 3 N|
j=t Hj=1|°4g’] N =1

n
= Z ZI,T /\ i08|Rg; + 27 N, .
N i=1
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Sip = ;-‘21 i8§[:cj| dans €", on voit aisément que p; est un multiple
positif de la mesure de Lebesgue (de dimension ) sur dR™ = (iyy, ..., iyn)
(i99|z;| = 0 pour z; # 0, d’une part donc supp g € iR™ et, d’autre part,
p1 est invariant par rapport aux translations).

D’autre part, si V(z) est la fonction plurisousharmonique

V()= sup (2;,0),

i=1,...,n

on voit que us = [iBEV(z)]" est aussi un multiple positif de la mesure de
Lebesgue sur 4R™ (en effet, supp pa € 4R™ parce que dans le complémentaire,
V s’écrit localement comme la différence d’une fonction de (n — 1) variables
au plus et une fonction pluriharmonique, et p; aussi est invariant par
rapport aux translations). Ainsi

i63(|3 e 49| 4 |Rei

n
i=1

R _ o5 (a5 encn)n.
S ¥

Le résultat découle donc du corollaire du lemme 7. O

Nous allons maintenant interpréter la mesure (iaggo;)n pour F une
application holomorphe non dégénérée.

LEMME 8.— Soient X un ensemble compact non pluripolaire, F une
application holomorphe non dégénérée de €™ dans €™ , et u§ = (i35¢§)”.
Pour a € €, posons

np(r,a) = card(F~(a) N B(0,7)) .
Alors
/ (189%™ = /nF(r, a)dpx(a) oi px = (i08px)".
B(0,r)
Démonstration. — Posons Y = {z € €" | Jp(z) = 0}. Alors Y est un

ensemble analytique dans €™ et ainsi un ensemble pluripolaire. D’apres [B-
T], quel que soit ¢ > 0, il existe un voisinage fermé F. de Y tel que

/ (1895 )" < <.
F.NB(0,r)
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Si 29 € B(0,7) N CF,, alors il existe un voisinage Uy, de zq, U, C B(0,7),
tel que F est un homéomorphisme sur U,,, donc

[ GoBeky = [ (oBex).

Uz F(Ugy)

Si Y/ = F(Y), alors Y est pluripolaire dans €™ (cf. [G-2]) et ainsi, d’apres
[B-T], fy: dux = 0. Ainsi

/ (i35ga§)" = / card (F_l(a) N B(0,r)N CFE) dp(a)
F.nB(0,r)
et si on fait tendre ¢ vers zéro
/ (1085 )" = / card (F"l(a) n B(O,r)) dux(a)
B(0,r) -y’

= / np(r;a)dpx(a).O
™

Soit maintenant C = {C(9)}, j =1, ..., 2n — 1, une famille de vecteurs
(distincts) dans €". Nous dirons que les éléments de C sont en position
générale si chaque partie de n éléments de C est un systéme linéairement
indépendant sur €. Soit A = {Aq, ..., A} un n-uplet d’entiers, 1 < X; <
2n — 1, A; # A pour j # k, donc

card{A} = C (2"1: 1)

et posons C(A) = {CM, ..., C* | A; € A}. La propriété essentielle de C
dont nous aurons besoin est la suivante.

LEMME 9.— Soit C une famille de vecteurs en position générale. Alors
il eziste une constante C' (qui ne dépend que de C) telle que, quel que soit
w € €, il existe C(A) tel que l(C”\i , w)| > Cllw||, quel que soit A; € A (A
dépend en général de w).

Démonstration. — Quel que soit A, la matrice
[CAJ.]]':]., ey n
k k=1,..,n
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est inversible. Ainsi, si B, (w) = (C(Ai) , w), on peut écrire

n

we =Y G M)y, (w),

i=1

donc il existe un A; tel que II‘A,-("’)I > Cl||lw||, ot C! ne dépend que
des 5;‘, donc que de C. Puisqu’il existe (2n — 1) vecteurs C{9), on peut
trouver un Ay = (/\go), ceey )\510)) (qui dépend en général de w) tel que
'pg\(;)(w)i > C||w|| quel que soit 5, 5=1,...,n.0

Soit maintenant C un systéme en position générale. Pour S un entier
positif, on pose G(A(C), S) = {(C(’\l) , w)s, cee, (C(’\") , w)s}. Sia € C7,
a¢ Z={acC| [[G=10; = 0} (ce qui est un ensemble analytique, donc
pluripolaire), alors, on peut définir une branche de log aj, j =1,...,n
Posons donc

Ea(C, 5) = JJexp G(A(C), S)(N) 1 (a)
N A

= U {wEC"I(C')‘J',w)S:logaJ-+27rNj+27riN;}.
AN,N! -

THEOREME 5.— Soit C un systéme de vecteurs en position générale.
Alors si S > 2n est un entier

i) poura ¢ Z = {acC"| Miz1a; = 0}, [Eq(C, S) satisfait auz condi-
tions du théoréme 1 et ainsilEq(C, S) est un ensemble discret essentiel
pour F;

ii) soit F € F et np(r;a) = card(Eq(C, S)) N B(0,r). Alors

n . nr(r;a)
Yyp=(acC lim L -0
{ "F faem I F @) 5= ax(z) }
et
~ n . nr(r;a)
¢F:{GEC lim 5o _¢=0pour€>0}
T Mp(n)] Y

sont pluripolaire dans C™.

- 90 -
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Démonstration. — Posons
n
K(z) =) |Jems0r@)| =11 I<C(A ) F(Z)>’
A A j=1

D’aprés le lemme 9, il existe une constante C telle que C~1||F||2(5-1) <
K(z) < C||F||>5-1).8i § > 2n, alors 2n(S — 1) > S(2n — 1). Soient & > 0
donné, e < 1/get 1 < a < (2n(S—1) - 5/2)/(2n(5— 1) —¢)- D’aprés le
lemme 1, il existe une suite croissante r, T +co telle que, si

1
rh=r, |1+ )
o ( [log log Mp(ru)]")

alors
log Mp(r,) < alog Mp(r,), dot Mp(rl) < Mp(r,)®
Posons maintenant

" o_

1
=7, |1+ 3
[log log MF(r,,)]

et soit

€ [7‘:(41), 7‘1(/2)] avec r,(_,j) =r, +

T, —Tu).

2i=-1
7

Choisissons 7 < 1 si grand que 72n(S —1) > 2n(S—1)25-1)~¢/2_ Alors,
d’apres le lemme 4 appliqué a la fonction plurisousharmonique log || F||, si
Sy = 3B(0,r) et dw, est la mesure de Lebesgue sur S,, on voit que

C _6(2n—
or {= €5, [1og] F(e)| > rlog Mr(r)} 2  [lg1og Mp(ry)] 2~
Ainsi

[ 1607 = 1P k() ax)
B(0,r!)

> 7 [log Mp(ry)] 2 17 ()"~ dAz)

‘/1-3(0,1'5,1))——5(0,1'5,2))
> 1242 l0g Mp(r,)] ~52"+ ) bp(r, )20 )
[ 2

> i Mp(ry)? S/ > ol M () )2HS)—e

1
> A(r'")2 1__7'_3 r M(r }S(2n-1)
= (TV) ! F(ru)
v
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quel que soit A > 0 pour v > v(A). Ainsi, d’aprés le théoréme 4, quel que
soit X un compact non pluripolaire, X C CZ,

,I,I 2 ag log G(A,S)(N)\™ >

> ;,12 _ 2 35 log G(A,S)(N)\™
> [ 0,y (5 217 S (168 )

AN
> Cx / [(+1)2 = [12]12] K () dA(2)
B(o,r!)
> C(r})) Mp(r}) (1)<,

Posons

S/ 2 2n(S-1) 7).
ri() = /B LG dA(z)

Compte tenu du lemme 8, aprés une intégration par parties du deuxiéme et
troisiéme termes, ceci se traduit par :

"
(r';)z/ np (s, a) dux(a) > / dp,X(a)/ 2tnp(t, a) dt
X X 0
"
> CX/o 2T'5.(t) dt
> Cl (ry))* Mp ()51
quel que soit X compact non pluripolaire dans €*. Posons
T"
Jo? 2tnp(t, a)dt
J7¥ aur$(t) dt

A, (a) =

et soit
EF = {a eC”

UEI-ir-loo Ay(a) = 0} .

Supposons que £x soit non pluripolaire dans €. Alors il existe K compact
non pluripolaire dans £, K C (Z tel que lim,—, +o Ay, (a) = 0 quel que soit
a € K. Ainsi, d’aprés le théoréme d’Egorov, il existe un ensemble A C K
tel que pg(AF) > 0 et limy_,yo0 Au(a) = O uniformément sur Ar. Mais
Afp est donc non pluripolaire parce que pg(E) = 0 pour E pluripolaire
(cf. [B-T]). Donc, il existe K' C Ap compact non pluripolaire tel que
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lim, {0 Av(a) = 0 uniformément sur K’, ce qui contredit I'inégalité ci-

dessus : [y, du(a) > Ck. Sia € E, alors

T'”

v 2tnp(t,a)dt
limsup fO i nF( a)
votoo [V 2tT5(t) dt

=C(a) > 0.

Soit € > 0 donné. On peut trouver A(e) tel que

v t,a)dt
b Hnra)dt, oy -
Jo¥ 2tT%(t) de

pour v > A(g), c’est-a-dire

1

/Orv 2t (nF(t,a) - (C(a) — 5) I‘;(t)) dt > %/;

P

" urs(t)dt.

S"il existe to tel que np(t;a) < (C(a)—¢) F;(t) pour t < tg, alors le c6té
gauche reste borné quand v tend vers l'infini tandis que le c6té droit tend
vers plus 'infini, ce qui est impossible, donc

On montre de fagon identique que 117 F est pluripolaire dans C™.

Il reste a montrer que E, est un ensemble essentiel pour F quel que
soit @ ¢ Z. Soit wo € C™. D’aprés le lemme 9, il existe A (qui dépend
de wg) tel que, si Ego) = (C(AJ'), ywoh, J=1,...,m A = (A, ..., An),
alors ]ﬁgo)l > C||lwo|| quel que soit j, ot C ne dépend pas de w. Faisons le
développement de Taylor de la fonction 1339 = (C()‘i) , w)s :

S
s - _ st
5 - @)’ = kzl(w'g()))k! (S—k)! (@; - 7”)".
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-~ o~ A
Ainsi, si le — w(-o)

< ————F—,0na
J l Iﬁgﬂ)‘S—-l’

S 1 4k
75— (@)S| < 54+ 54
< g(s—k)!kzlﬁg")[

et si ||wg|| est assez grand ’17)'39 - (Ego))s’ <(S+1)A.

Ainsi, d’aprés le lemme 3,sin =1, R = A]ﬁ?go)ll—s et M =(S+1)A,

I’image de Ef - (Ego))s contient un disque de rayon r = A/S(S +1), donc
si ||wo|| et A sont assez grands (suivant S et loga;), il existe un point
-\ S . ~ (0 _(0)—2 .
(@})” = loga; + 27 N; + 27iN} tel que |w; - (wg ))] < A|w§- )1 ™. Soit
B = [C,(c/\)] et posons w' = B~1(@, ..., w}). Il existe une constante C qui

ne dépend que de C tel que
1/2

n
~ ~(0)y12 — -
' —woll < ¢ | | - (&) < C™ M Aljwo|| 2"
J=1

Ainsi, d’aprés le théoréme 1, E,(C) est essentiel par F.O

Remarque. — Pour obtenir le théoréme 5 pour F, il n’est pas nécessaire
d’avoir Jp = 1 mais il suffit que la croissance de [J F(z)] soit assez lente par
rapport & Mp(r) (cf. [G]).

Nous tournons notre regard vers la famille 7, maintenant.

THEOREME 6.— Soit C un systéme de vecteur en position générale. Alors
510 < p<p etS estun entier,

1\/2 1\l/2 -1
S > |12n.4*1 (1 - ~—) ((1 - —) x
4n 4n
1 pl/2 —2n+1
o (G Sy I P
n

1) quel que soit a ¢ Z, Eq(C, S) satisfait auzx conditions du théoréme 3
et ainsi E4(C, S) est un ensemble discret essentiel pour F, ;
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it) soit F € F,; alors

1 (T,a)
Yp=cacC*| lim n: . _
e fB(o,r)“F(Z)“2 s 1)IJF(Z)|2d,\(z)
t
e br = { | tim —EMO) 0}
: U r—»I-II-loo MF(T)S(2n—1) -

sont pluripolaires dans C™.

Démonstration. — La démonstration est en grande partie une répétition
de celle du théoréme 5, donc nous n’indiquerons que les changements
nécessaires. Soit K(z) comme dans le théoréme 5. Choisissons 7 et « tels
que r=a? = (1- (1/411))1/2 < 1. D’aprés le lemme 2, il existe une suite
croissante 7, T 400 telle que log Mp(ar,) > of’ log Mp(ry). Posons

. ) — 1
r,(j):r,,+1~+((12—)/4)-(a—1)ry, j=1,23.

Pour r € [rf,l), r,(,z)], d’aprés les lemmes 4 et 5, il existe un ensemble Q,
sur S, de mesure de Lebesgue au moins C(r,a)r2"~1 tel que pour z € Q,,

6n 22n—1n 20’
(1-7)(a—1)27~

HF(z)H > Mp(r,)" et ]JF(Z)[Z > exp— T log Mp(r,).

- Ainsi

7.(3) 2 _ 2 2 . ;
/B(o,,(,ﬂ)[( v )% = lzlI?] K(2) dA(2) >

20 [ (6 P o

> Cr3"+2MF(aru)7

avec

T 6n 4271
Y=

P [2"(5 —- (1= 7)(a—1)27"1
Mais 7/q?' = 1 — (1/4), donc
L (@2n)(S-1)=5@2n-1) + (1 - i) 2n(S — 1) — S(2n — 1)
af' 4n
:S(Zn—1)+:;-+%—2n
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et ainsi
/ 3 [(T‘(’s))z - 12I1*] K () dA(z) > Cr2"t2 Mp(ar,)5(2n-1)
B(O)rv )

Le reste de la démonstration suit exactement celle du théoréme 5 en
s’appuyant sur le théoreme 3. 0

Nous montrons maintenant un analogue de ces résultats pour la famille
F. Pour cela, nous serons amenés a introduire une fonction auxiliaire. Pour
¥ €R, ¥ > 1, soit h7(w) la fonction entiére d’une variable

RY(w) =[] (1+ (w/aj)) avec a; = expexpj'/7.

—

1

J

Nous développons les propriétés des fonctions h7(w) dont nous aurons
besoin.

i)  Quel que soit € > 0, il existe A1(e) tel que, si |w| > Aq(¢),
log|” ()| < €+ (1 + ¢) log |w]) (log log ).

Soit m tel que expexpm!/7* < |w| < exp exp(m + 1)1/’7. Alors

log|h7(w)| < Zlog (1 + —lwl—/”’) <

;1
o exp exp J
< (m+1)log2+ (m + 1) log |w| +

o0
+ Z log(l + exp(exp(m + 1)1/7 — expjl/'y))
j=m+2

<Cy+(m+1)log2+ (m+ 1)log|w|

et |w| > expexpm!/7 entraine (loglog |w])” > m.

i)  Quel que soit ¢ > 0, il existe A(¢) tel que si |lw| > Aa(e) et Rw > 0,
alors

log’h’y(w)’ >(1-¢) (log(w)) (Iog log |w|)‘y .

En effet, si exp expm!/? < |w| < exp exp(m+1)1/7, vu que log]l-}-(w/a)' >
0si Rw>0,aecRT,
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log|h'y(w Z log(l +

exp exp ]1/7)

> —(m—1)log2+ (m — 1)log |w| — Z exp j1/7

et

m~—1

m
Z exp j1/7 < C-l—/ exptl/'ydt
j=1 0

m
1
§7m1_1/'7/ — /-1 expt!/7dt+ C
o7

< C+ym-Y expm!/?
< C +v(loglog |w|)’y_1 log |w]| .

iii) Silf] < /2, [B7(re?)| < r|RY(re®)| + 1.
On a

m' ® 1 (1+(%/a))
ga 1+ (@/a)*

et ainsi, si w # 0, arg(hA/ (w)/h‘f(w));é 0, donc les zéros de hY'(w) sont
réels. Si Rw > 0, alors %(hvl(w)/h’y(w))> 0, donc les zéros de h"'(w) sont
négatifs; ceci veut dire que

a; = expexp JH

R (w) = H (1+ (w/bj)) avec b; €R*.
7=1

Mais |1 + (t ew/bj)| est une fonction croissante de ¢ pour 6] < T/9 et
b; € R, donc |h(te')| en est de méme. Alors

R (re'?) :/ RY(te®)e?dt + 1,
0

Lot )
|BY(r )| 5/ A7 (tei®)|dt + 1 < [h7(re®)|r + 1
0

si 6] < 7/a.
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Soit maintenant C un systéme de vecteurs en position générale; S =
(S1, ..., Sp) sera un n-uplet, S; € R, |S;| = 1. Alors, quel que soit le
vecteur w = (wq, .. ,wn) € C" il existe S (qui dépend de w) tel que
R(-1)5i w; >0, 7=1,..., n. On définit alors

@(8,8) = {R7((-1)S(CP) , w)), ..., K7((~1)5 (), w)) }

et on pose, pour a ¢ Z,

EJ(€) = J U exp 67 (A(C), 5) (V)X (a)
N AS
{w e ‘ K ((-1)%(C™ | w) = log a; +2xN; + 27riNJ'-}.
N,N'A,S

THEOREME 7.— Soient C un systéme de vecteurs en position générale
ety > (2n — 1). Alors,

i) quel que soit a € Z, EJ(C) satisfait auz conditions du théoréme 2 et
ainsi Eq(C) est un ensemble discret essentiel pour F.

i) si F € F et np(r;a) = card(F~1(C) N B(0,7)), alors

- np(r;a) _ 0}
7=+ exp(2n — <) log M (r)[log log My (r)]”

XF = { acC?
est pluripolaire dans € quel que soit € > 0.

Démonstration. — Posons

K(z) = Z[J'Gv(A,S)oF(Z)I

_Zﬂlh"’ ~1)5i (¢ | F(2))) ‘2|detc,£*f)|2x|JF(z)|2.
A,S j=1

D’aprés i), ii) et iii) ci-dessus, on voit que, quel que soit £ > 0, il existe une
constante C(c) telle que

07} (e)exp (20— 2) (10g(1IF || + 1)) [loglog(||F] +1)]”
< K(2)
< C(e)exp (2n— 2) log(||F|| + 1) [loglog(|[F] + 1))
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Soient a et 3 tels que

Y

1
<ﬁ<2n—1

2n —¢/2
t 2 <inf | —12
et 1<a’<in [2n—3€/4]

et e < 1.
D’apreés le lemme 1, il existe une suite croissante r, | +oco telle que, si
=7, [1 + [loglog Mp(r,)] _ﬁ] alors log Mp(r,) < alog Mp(ry).

Posons r) = r,, + (7/4)(r¥ —7,), 5 =1, 2, 3. D’aprés les lemmes 4 et 5,

sire] ,(,1), 1',(,2)] et si 7 =a~!, on voit que

wr {z € Sy |log||F(z)| > rlog Mp(ry)
—(n + 1)3a? e
et 108|JF(Z)| 2 '%- log Mp(r,)[loglog Mp(r,,)]ﬁ(2 1)}

> C’rﬁ"‘l [loglog MF(rU)]ﬁ(Zn_l)

et ainsi
/1;(0 (3))[ (3)) _||ZH2]K(Z)d/\(z)2

>Cr? [log log Mp(ru)]ﬂ/ K(z)dA(2)
B(0,{))-B(0,r{M))
> Crint2exp {T(2n - —) log MF(r,) [log log Mp(r)]" +

3(?1+ 1)) log MF(ry)[loglogMF(ry)]ﬁ(zn_l)}

> Cr2nt? exp{ [; ( n— %) 16] alog Mp(r,) [loglog MF(r.)]” }

si v est assez grand (parce que 3(2n — 1) < 7)
> Crint? exp{ <2n - —) log Mp(r},) [loglog Mp( (r)]” }

donc, quel que soit X non pluripolaire

/ Z (105, log GV (A, S)(N))
B(0,r{Y -

(0% JASN
> Cly exp(2n — ) log M(r$Y) (log log M (r())”

et la suite se démontre comme le théoréme 5.
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Reste & vérifier que E,(C) soit essentiel. D’apres le lemme 9, si wg € €7,
il existe A et S (qui dépendent de wp) tels que, si w = (=15 (cN) | w),

alors lw( )[ > Cllwol| et §R~( ) =0 quel que soit j = 1,...,n et C ne
dépend pas de wg. Faisons le developpement de Taylor de h”(wj) autour du
point w( ) .

v(n)
W) - @) = 3 T @03, - 7

n=1

Ainsi, si |w; — Ggo)l < A‘h”’(ﬁgo))l—l, d’aprés la formule de Cauchy,

oo h'y(n)( "(0))!
_RBY ~(0)
|WY(@;) - B (@) < A1+ Z ey ~(0))' <A(l+e¢)

si ||wg|| > C(e), parce que

R ()%
—r < exp C(e) exp(1 + ¢) log |wo| [log log |wo|]”

et
[h"’(ﬁgo))l < C(¢) exp(1 — €) log |wo| [log log lwol]”

Ainsi, d’aprés le lemme 3,sin =1, R = AIh’Y' 5% rl M = (1+ )4,

Pimage de A7 (w;) — h'Y(w( )) contient le disque de rayon S = A/g(l +¢)
donc, si |lwol| et A sont assez grand (suivant loga;), il existe un point

bl

hY(@}) = loga; + 27 N; + 2xiN}

tel que [@; — @3] < ARY(@ )| s B = [(-1)5Cc)] et o =
B~Y(wl, ..., @wh) alors
|[w' — wol| < C A exp —log [|wo||[log log [wol]”  pour 7/ < ¥

et , ainsi Ej est essentiel d’apreés le théoreme 2. O

Ces résultats appellent certaines remarques et soulévent quelques ques-
tions.
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L’image d'une application holomorphe

1) D’aprés nos résultats, les distances entre les points des ensembles
essentiels se resserrent a l'infini. Une construction de J.P. Rosay et W. Rudin
[R-R] montre que quel que soit ¢ > 0, il existe F, : € — C™ holomorphe
non dégénérée telle que I’aire de I'image de F' est inférieure a €. Ainsi, un tel
effet de resserrement est nécessaire. Il serait intéressant d’avoir des exemples
qui mettent en évidence la vitesse minimale de resserrement.

2) Dans le théoréme 7, le probléme technique provient de la minoration
de la croissance d’un produit de fonctions sous-harmoniques. On ne se sert
pas du tout du fait que ’une soit le jacobien de ’application holomorphe en
question. Serait-il possible donc de montrer le résultat du théoreme 7 pour
les ensembles essentiels du théoréme 57

3) Peut-on améliorer la description de I’ensemble exceptionnel ? (montrer,
par exemple, qu'il est analytique ou méme égal & 7).
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