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Immersion des espaces de Sobolev généralisés
(de type Orlicz ou a poids)
dans des espaces de fonctions continues

RENEE PHILIPPE-VAUDENE(!)

RESUME. — En utilisant une méthode dérivée de celle de Sobolev [S],
on étend aux espaces de type Sobolev issus d’une fonction référentielle
a paramétre et variable vectorielle, le théoréme classique d'injection
continue de W™P(02) dans C*(Q1). Dans le cas des espaces de Sobolev-
Orlicz, ce résultat fournit une condition d’immersion plus facile & tester
que celle donnée par Donaldson et Trudinger [D-T]. Dans le cas des
espaces & poids, le résultat principal est que, si  est un ouvert borné
de IR* & frontiére lipschitzienne et si (m—-0OOp > k+v (v > 0,
1 < p < +), 'espace de Sobolev W,;"?(Q) avec le poids (dist(:c,aﬂ))"

s'injecte continiment dans C*(f).

ABSTRACT. — Using a method adapted from Sobolev’s one [S], we
extend to the case of Sobolev type spaces issued from a referential
function with parameter and vector variable, the well known theorem
on the imbedding of W™P(Q) into C4(Q1). In the case of the Orlicz-
Sobolev spaces, our result provides us with an imbedding condition which
can be more easily tested than Donaldson and Trudinger’s one [D-T].
As for the weighted spaces, the main result is that, if Q is a bounded
open set in IR® with lipschitzian boundary and if (m — &)p > k+ v
(v > 0,1 < p < 400), then the Sobolev space W;?(1) with weight
(d.ist(a:, 60))” is continuously imbedded into C4(0).

L’objet de cet article est d’étendre & des espaces de Sobolev, issus d'une
fonction référentielle ¢ a& parametre et variable vectorielle (qui généralise la
fonction p~!| - |P du cas classique) et introduits dans [B-V], lassertion du
théoréme de Sobolev et Morrey :

Si (m—~&)p >k, W™P(Q) s’injecte continiment dans Cf_-’.(ﬂ) dés que Q
vérifie la condition du céne et dans C4(Q) si 9N est lipschitzienne.

(1) Université de Poitiers, Mathématiques, 40 avenue du Recteur-Pineau, 86022
Poitiers Cedex (France).
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La méthode utilisée, une adaptation de celle de Sobolev [S], consiste a
représenter les éléments u et certaines de leurs dérivées en un point de
au moyen du produit de convolution de Du = (Dau) la|<m PAT un noyau
convenable et utilise systématiquement les propriétés des espaces intégraux
de type Orlicz associés a ¢.

L’application de ces résultats aux espaces de Sobolev classiques améne &
interpréter I’inégalité (m — £)p > k en termes de contrdle de la croissance &
I'infini de la fonction référentielle conjuguée (au sens de Fenchel) ¢~1| - |2
de ¢ = p7 | - |P (avec p~! + ¢! = 1); leur application aux espaces de
Sobolev-Orlicz fournit une condition d’immersion plus facile a tester que
celle que proposaient T.K. Donaldson et N.S. Trudinger [D-T] et enfin, leur
application a certains espaces de Sobolev avec poids donne les résultats
plus fins que ceux obtenus par A. Kufner [Ku] par une méthode tout & fait
différente.

1. Notations, hypothéses, préliminaires

1.1. Notations

e Q est un ouvert borné de IR* (k > 1), de frontiere 4Q muni de la mesure
de Lebesgue vol(-); la norme euclidienne de IR* est notée | - | et le symbole
B(z, p) désigne la boule ouverte de centre z et de rayon p.

® L110c() et Looc () dénotent respectivement ’espace des fonctions
localement intégrables sur Q et celui des fonctions bornées et a support
compact dans Q.

e m est un entier > 1, kn, (resp. k,) le nombre des k-entiers a d’ordre
|a| < m (resp. |a] = m).

e ¢:(z,y) € 2 xIR*™ — y(z,y) € Ry est une fonction de Young (c'est-a-
dire un intégrande convexe normal qui, pour presque tout € 2 est positif,
pair, nul en zéro et tend vers +oco avec |y|) dont la conjuguée ¢* est aussi
une fonction de Young.

e A ¢ on associe les espaces intégraux Ly(Q) (resp. E,(2)) espaces
vectoriels respectivement engendré par le (sous-jacent au) convexe C,(f)
des fonctions u de © dans IR*™ qui vérifient :

/ ga(:c, u(z))dz < 1
Q
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et on les norme par la jauge de C,, :

”qu = inf{x\ >0, / cp(a:, /\_lu(:c)) dz < 1} ,
Q

ce qui en fait des espaces de Banach. Les deux espaces L,(f2) et E,(2)
coincident avec C, si et seulement si la fonction ¢ est “de type Ay” :

JaeLi(RRy), Ik>0, YzeQ(pp), VyckRem:
o(z,2y) < ko(z, y) + a(z)

(on trouvera dans [G] les principales propriétés de ces espaces).

e Pour toute fonction de Young ¢ sur 2 x IR*™ on pose :

% (2,1) €2 xR = sup{p(z,5), |yl = t} €R:
¢:(z,t) € QxR —inf{p(z,y), [yl =t} eRy
ep iz, t) €Q X RF> <p(m(0,y, 0)) € Ry .

¢ On note ©® = (Da)la[ <m (Dq si nécessaire) 'opérateur de dérivation a
I’ordre m au sens des distributions sur 2. Les espaces de Sobolev associés a
¢ s’écrivent alors [V2]

LSM(€) = {u € L11,dQ), Du € Ly(Q)}
ESM(9Q) = {u € L11,d0), Du e E,(Q)}

et sont normés par ”u”fp’") = HD"’L,;‘

e Lorsque T est un C™-difféomorphisme d’un ouvert £’ de IR* sur Q,
P’application du théoréme de dérivation des fonctions composées conduit a
P’écriture matricielle :

Dai(uoT)(z) = Mr(z) - Dqu(Tz)

ol Mr(z) est une matrice dont les coefficients sont fabriqués a 1’aide des
dérivées partielles des composantes de T en z € Q'.
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1.2. Les hypothéses sur Q

1.2.1. On suppose que 2 vérifie la propriété du céne.

e Suivant [A], on appelle céne fini de sommet z tout sous-ensemble ouvert
de IR* de la forme By N {z+Ay—-=2),A>0,y¢ By} ol Bj est une boule
ouverte centrée en z, By une boule ouverte de IR* ne contenant pas T et A
un scalaire réel.

e Deux cones finis seront dits congruents s’ils se déduisent I’un de ’autre
par un déplacement. La propriété du cone s’énonce alors :

Il eziste un cone fini C (de sommet 0) tel que tout point € Q soit le
sommet d’un cone fini @ + Cy congruent ¢ C et contenu dans Q.

o Comme il est toujours possible de trouver un céne fini Cy de sommet 0
tel que Co C CU{0}, tout z est le sommet d’un cone fini z + C, congruent
a Cp et tel que z + C, C Q; il en résulte alors par compacité que

VeeQ, 3p>0, Va'e€B(z,p):2'+C.CQ.

La propriété du cone est donc équivalente a la suivante :

Pour chaque = € Q, il existe un cone fini C, de sommet 0 congruent d
un cone C et un réel p > 0 tels que V 2’ € B(z, p), z' + C, C Q.

La famille {C, = € Q} ainsi mise en évidence sera dite admissible pour Q.

Plus généralement, G étant un sous-ensemble de £, on dira qu’une famille
de cones {Cz, ¢ € G} est admissible pour G s’il existe un céne fini C de
sommet 0 et pour chaque £ € G, un cdne C; congruent & C et un réel p > 0
tels que

Vz' € B(z,p))NG, z'+C,CN.

e Enfin, tout coéne fini C de sommet 0 sera paramétré sous la forme
{to, t€]0,s[, o€ 6’051} ot S est la sphére unité centrée a 'origine dans
IR et s un réel > 0 appelé hauteur de C, et on notera C son prolongement
{)\w, zeC, A> 0}.

1.2.2. On suppose que Q vérifie l'une des conditions géométriques qui
permettent d’obtenir la densité des fonctions C®(R) dans les espaces de
Sobolev : condition du segment, étre étoilé par rapport a 'un de ses points
([Ne], [A]), étre affinement extensible ([F1], [F2]) ou bien, dans certains
cas a parametres, étre C™-extensible au moyen d’une suite (T/\)’\ N de
C™-difféomorphismes d’un voisinage ouvert O de Q [V2]. Cette derniére
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condition contient comme cas particulier celui des ouverts étoilés par
rapport & un de leurs points (pour lesquels les T sont tout simplement
les homothéties de rapport < 1 centrées en ce point); elle est introduite et
étudiée dans [V2].

1.3. Les hypothéses sur ¢

1.3.1 L’espace intégral L () est un espace de distributions, c’est-a-
dire : Ly(R) — Ly10c(R), ce qui équivaut [F4] au fait que, pour toute
suite (KP)peIN exhaustive de compacts de 2, on a |J, Loo(Kp) = Ly»(f2)
et peut se traduire par une condition de croissance portant sur ¢. Cette
condition est, en particulier, réalisée lorsque ¢ est “continiment coercive”
ce qui s’écrit

Vzo€EQ, wli’rgo ¢(z,y) = +oo.

[y|—o0

1.3.2. Cw(ﬁ)ﬂl}spm)(ﬂ) est D 1g(Ly, Ly»)-séquentiellement dense dans
Lﬁ,m)(n). Dans le cas oli ¢ est indépendante du paramétre x, ceci est vrai dés
que 2 vérifie 'une des conditions mentionnées au 1.2.2. Lorsque la variable
z intervient, la propriété n’a lieu que s’il existe une sorte de “compatibilité”
entre la géométrie de I'ouvert Q2 et le comportement paramétrique de .
Ce lien s’écrit sous forme de conditions de croissance reliant ¢ et une
famille de fonctions de Young construites a partir de ¢ mais, comme ces
conditions sont trés techniques et,  ’exception d’une seule, n’interviennent
plus explicitement dans la suite de cet article, on renvoie le lecteur intéressé
a [V2] et on se contente ici de préciser la condition dite de “compatibilité de
@ avec les translations” :

Il eziste une suite (Kp)pelN de compacts, exhaustive pour l'ouvert Q, telle
que, pour tout p €N, la fonction ¢ soit compatible avec les translations sur
K, ce qui s’écrit :

Il eziste ¢, > 0, Rp > 0, mp > 0 tels que l’on ait :
eV |z|<mp, Ve e Kpn(Q+2) (p.p.), VyeRkm :

oz — z,y) < p(z,cpy) + ap .(z) ;

° / ap-dz < Rp;
K,n(0+z2)

o pour tout p €N, la famille {ap,z, |2] < np} est équitntégrable.
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2. Une “égalité de Sobolev” généralisée

Il est d’abord nécessaire d’améliorer la propriété de densité imposée en
1.3.2.

PROPOSITION 2.1.— Sous les hypothéses 1.2.2 et 1.8, pour tout u €
pr"‘)(n), il eziste une suite (un)nzo contenue dans C*®(2)N prm)(ﬂ) telle
que Du, converge vers Du presque partout sur Q et au sens 0(Ly, Ly»).

Preuve. — Soit u € Lspm)(ﬂ) et (v;) une suite d’éléments de C*®(Q)N

FEN
pr"‘)(n) D715(Ly, Ly+)-convergente vers u. D’aprés [F3], il existe une
fonction « strictement positive presque partout, telle qu’on ait Iinjection
continue Ly,(Q) — L,g|.|(R) = LY(R); on a donc aussi I'injection continue
pour les topologies faibles. En appliquant le lemme de Mazur-Minkowski
dans L{(R) a la suite (ij)jelN’ on obtient I’existence d’une suite (Uy)

kelN
convergeant fortement vers Du dans L{(f) et telle que :

VkEN, U eco{Dv;,j>k}.

Cette suite (Uk)k eI posséde donc les propriétés suivantes :

e VkeEN, U, =Duy avec uy € co{v;, j > k};

° (Uk)kelN converge vers Du pour la topologie o(L, L,+) (puisque cette
derniere est localement convexe);

) (Uk) ke converge vers Du en a-vol( - )-mesure locale donc aussi en
mesure locale (puisque a > 0 presque partout).
Le résultat s’obtient alors en extrayant de (Up) ey une suite (Un =
@un)n €N convergeant vers Du presque partout. [0

THEOREME 2.2.— On suppose que Q et ¢ vérifient respectivement les
hypothéses 1.2 et 1.3. Alors, pour tout entier £ > 0, toute famille {Cy, x €
0} de cones (de hauteur s < 1) admissible pour Q vérifiant :

(H) VzeQ,3¢>0,

f (@*)m(y, Ely— 2™ * ) dy <
e+Cyp

et toute fonction 6 : Ry — Ry de classe C™ telle que 8(t) = 1510 <t < $/p
etf(t)=0sit>s, ona:
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(P1) pour tout u € L(g_,m)(ﬂ), tout |B| < £ et presque tout z € N

Dou(e) = [ (Duls) | ly— =" Fxc (v - ) x

4, 500m=1a) (jy — af) (122 ““*) dy,
X( 5 (ly zI)(|y*m|) aiem) &

ot (-|-) représente le produit scalaire dans RFm et {Aaﬁ , la] < m} est

une famille de coefficients numériques qui ne dépendent que de m, 3, k et
de la famille admissible de cones utilisée et vérifient A,z = 0 si o n’est pas
supérieur ou €gal ¢ 8.

Preuve

1. On suppose d’abord u € C®(Q) N Lspm)(ﬂ) et on considére, pour
ceC,NS8:

3
— m—|8]-1 i m~|B] 3
I= /0 t (dt) (DPu(z + to)6(t)) dt.
En intégrant par parties, on obtient
I=(-1)""Bl(m |8/~ 1)t DBu(z).
D’autre part, la formule de Leibniz conduit a
3
I= /O fm-lBl-1 ( S 4l ) DAY u(e + to) o7 | dt

[v|<m~|B]

ol Afyﬁ est une constante et o7 = 0'2'1 a;” ..

Dﬂu(m):/ tmlBl=1
0

. O'Zk . Donc

X Z A;'ﬂg(m—lﬁl—Ivl)(t)DﬁMu(z +to)-07 | dt.
lv|<m~|8

On intégre alors sur CeN Sy

s
DBu(z :/ / tm=IBI=1 4 yol(Cp N S;) "t x
( ) 5106 0 ( Z "8 ( ‘ )

[v|<m—|8|

x §(m=1B1=1) (1) Dﬂ+m(y)) dtdS; (o)
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ce qui, en posant y = z + to, donne (puisque dy = t*~1dtdS; (o)) :

Dﬁu(w) = / Z tm—w‘_kXCz (y— w)Azﬁ vol(é’z N 51)_1 X
T \pri<m-a|

x 8(m=IBI=1D ()¢ DA+ u(y) | dy.

11 suffit alors de poser

a=p+y
Aaﬁ:A:ﬂvol(Czﬂsl)_l sia=08+7%
Aap =0 sinon

et enfin 08 =0 lorsque @ # 8 + 7.

2. On suppose a présent u quelconque dans prm)(ﬂ). Soit (un)n>0 une
suite d’approximations de « comme en 2.1; on peut écrire (P;) pour chaque
up, ce qui, en posant pour z € R* \ {0}

wﬁ(w, z) = |Z|m_m'_kXCz(z) (Aaﬁg(malal)(lzD (i)a_ﬁ)

2] la]<m

conduit a

DPup(z) = /{;(fi)un(y) | wg(z,y — z)) dy.

Admettant provisoirement que, pour tout z € 2, on a wg(z, - —z) € L, (R),
on trouve en faisant tendre n vers +oo :

Dﬁu(m):/‘;(i)u(y)Iwﬂ(m,y—a:)) dy

en dehors d’un ensemble de mesure nulle.

Pour prouver que wg(z,- — z) € Ly,+(2), on utilise (H;). Choisissant
€ < 8/9, on a, pour tout [y —z| < e€:

a—p
—-18|— y—z
y—z|™ Al kXC, —z)A (—)
v 2l (= )ag (L2
sif<aecet|al=m

0 sinon.

(ws(z,9 - ), =
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On pose alors 4 = max{A4,g, |8 < ¢, |a| < m} et il vient :

< AVEL, ly — g 1Bk

| (w2, = 2)).) o

1
IR*m

o (y, (Z—e—a)wﬁ(xyy— w)) =

< (@ )m (v, Ely — 2| 18I-F)
< (@ )m (9 €ly — 2™ FY) .

Ainsi, wg(2, -~ )XB(z,e) € Ly*(). Comme, par ailleurs, I'autre morceau
wg(x," — T)XQ\B(z,¢) €t borné a support compact dans Q, il appartient
aussi & L,+(02). O

3. Immersion dans C(Q)

Tout repose sur le théoréme 2.2 et les lemmes qui suivent.

LEMME 3.1.— Soient Q un ouvert de R®, ¢ € Q, C un céne fini (de
sommet 0), W : R¥ — R*™ une fonction nulle hors de C et continue sur
C, ¢ une fonction de Young définie sur 2 x IRFkm satisfaisant 4 1.3.1 et
U € Ly,(R). On suppose que :

e3dp>0,Vz' €B(z,p)NQ, ' +CCQ;

o {W(-—2'), 2’ € B(z,p) NQ} est inclus dans L+ () et “scalairement
équiintégrable” c’est-d-dire : pour tout F € Lo(Q), {(F | W(- - 2')),
z' € B(z,p) NQ} est une partie équiintégrable de Lq(R).

Alors, Uégalité V(z') = [o(U(y) | W(y — 2')) dy définit au voisinage du
point * une fonction V qui est continue en x.

Preuve

1. Soit € plus petit que la hauteur de C. Pour &’ € B(z, p) N R, on écrit

V(:Cl) = V1,5($/) + Vg’e(w,)
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avec

)= [ (0@ W),

= [ (T W)

L’équiintégrabilité de {(U | W(- — 2')) , 2’ € B(z, p)N 1} entraine que V;
converge vers zéro uniformément sur B(z, p) N Q.

2. Ainsi sur B(z,p) N Q, V est limite uniforme lorsque € — 0 des fonctions
V3, et il suffit de montrer que ces fonctions sont continues au point z. On
considére donc une suite (zn)n eI de limite z, que ’on peut supposer conte-

nue dans B(z, p)NQ. La suite ((U | W(- — :c”)))nelN est alors équiintégrable
et il en est de méme de la suite ((U [(1- XB(0,e)(" — zn))W( — :cn)) )nGIN

D’autre part, lorsque y — z € C \ B(0,€) (resp. RF\ (C\ B(0,¢€))), il en est
de méme de y — z, a partir d’un certain rang (puisque ces ensembles sont
ouverts), de sorte que

lim (1~ xp(0,e)(¥ = 2))W(y —2n) = (1 - xp(0,)(y— ) W(y—z).

n—oo

Comme (C\ B(0,¢)) \ (C\ B(0,¢)) = (CNB(0,¢)) U(8C\ B(0,¢)) est de
mesure nulle dans IR¥, la suite ((U | (1- XB(0,¢)(* — zn))W(- — wn)))

nelN
converge presque partout donc en mesure locale sur  vers

(U1 (- xBo( - =)W (=)

D’apreés le théoréme de Vitali, la convergence a lieu aussi au sens de L (Q2),
ie.

lim Vs ((2n) = Va(2). O

LEMME 3.2.— Soient @ un ouvert de R*, z € Q, C un céne fini (de
sommet 0), W : R* — R*™ une fonction nulle hors de C et ¢ une fonction
de Young définie sur Q x R*™ compatible avec les translations (cf. 1.8.2).
On suppose que

eJdp>0,Va'€B(z,p) CN, 2" +CCQ;
o W(-—z) € L,(Q).
Alors, il eziste r > 0 tel que {W(- — '), @’ € B(z,r)} soit scalairement

équiintégrable.
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Preuve. — Soit (KP)pGIN la suite exhaustive de compacts de Q liée 4 la
compatibilité de ¢ avec les translations. Il existe p € IN tel que

U "+0)ck,
z'€B(z,p)
et on pose r = min(p,7p). Pour U € Ly(2), G C Q et 2’ € B(z,r), on
obtient a I’aide de I'inégalité de Young :

[ 10w 1wiy-)] v <
G

U(y) . /
/Gv(y,m) dy+/Gso (v, ¢W(y —z')) dy| .

Dans la derniére intégrale, on fait le changement de variables j = y—z'+z :

I, = /Gso‘(y,CW(y—fc')) dy

<¢ul,

= / * (v, (W (y - z')) dy
GN(z'+C)

/ e*(T+z' —z,(W(G-z))dF.
(G—2'+z)N(z+C)

La compatibilité de ¢ avec les translations sur K, entraine, en passant & la
conjuguée ¢*, puisque |z’ —z| <7, : VFE QN K, — 2 + 2,

‘P‘ (g+ xl ) CW(? - z)) S ‘Pt (gy CpCW(g - Z)) + ap,z:’—:n(g"’ w, - IC) .
En intégrant sur (G — 2’ + z) N (z + C), on majore donc Ty par :

/ " (7, coCW (G —2)) dg +
(G=z'+2)N(z+C)

—+—/ ap o' —2(F + z — z)dy.
(G—z'+z)n(z+C)

Mais W(- — z) € Ly+(9), donc il existe £ > 0 tel que [, o*(y, EW(y —
:c)) dy < oo et on prend cp¢ = £; d’autre part, la seconde intégrale s’écrit
aussi fGﬂ(z’-}-C) apo'—z(y)dy et on a finalement :

U(y)
/c"(”"—nvn )dy*

¢*(y, EW(y—=z)) dy +

/G (U@ | W(y~=2")| dy <& le||T],

+
(G—2'+z)N(z+C)

+ / ap,w:_z(y) dy] .
GN(z'+C)
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En faisant G := , on obtient que W(- — 2’) € L,+(Q); 'abso-
lue continuité pour les deux premiéres intégrales et I’équiintégrabilité de
{ap’z:_z, |¢' — z| < mp} entrainent (puisque € est borné) la propriété
d’équiintégrabilité. O

THEOREME 3.3.— On suppose que Q et ¢ satz’sfont respectivement auz

hypotheses 1.2, 1.3 et 2.2 ( Hy). Alors, tout u € L (Q) est presque partout
égal a une fonction de classe Ct sur Q. Si, de plus, ¢ vérifie Uhypothése :

(Hz) I eziste £ > 0, £ > 0 entier et une famille {Cy, x € Q} de cénes
(de hauteur s < 1) admissible pour Q, tels que l’on ait, pour tout
zTEN

/ Ty, Ely - dy <1.
z+Cyp

Alors, lespace de Sobolev L‘(pm)(ﬂ) s’injecte continiment dans l’espace de
Banach ClB(Q) des fonctions de classe C%, bornées ainsi que leurs dérivées
sur Q, muni de la norme

lellce () = max sup|D%u(z)].

Preuve

1. Soit z € . Il existe un céne C; et p > 0 tels que V 2’ € B(z, p), '+C, C
§2. La famille de cones obtenue en remplagant, pour chaque y € B(z, p/2),
Cy par C; est encore admissible pour € de sorte que, d’apres 2.2, il existe
N C Q de mesure nulle tel que D*u(z) = [, (Du(y) | wg(z,y—z))dy en
tout point de B(z,p/2)\ N. On applique alors les lemmes 3.2 puis 3.1 avec

C:=Cz, U:=%u,
W(e) = wa(e ) = [+ v ) (st ™20 1) (5)7)

la|<m

Les hypothéses de ces lemmes sont évidemment satisfaites pour tout 3
d’ordre < £ (se reporter a la preuve du théoréme 2.2) donc V (qui est égale a
DPu sur B(z, p/2)\ N) est continue en z. Ce raisonnement, valable en tout
point de 2, fait que u apparait comme une distribution dont les dérivées
d’ordre < £ coincident presque partout avec des fonctions continues et, par
conséquent, coincide elle-méme presque partout avec une fonction de classe
C* sur Q au sens usuel [Sc].
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2. Lorsque I'hypotheése (Hj) est vérifiée, on applique 'inégalité de Young.
Utilisant les notations de 2.2 et posant M = sup{|6(p)|, 0<p< m}, on
trouve pour tout |3| < £ et presque tout x € Q :

m ?
!Dﬁu(z)|§MA\/km£‘1“qup) /ngo v, “ Tlgryn)) dy +
u
(%]

. €wﬂ(w,y—w)> ]
+ /nso (y, MV dy
< 2MAV k™ Ju]| I

et donc

— B =11,,1|(m)
l4loy(a) = ,max  sup | DPu(e)| < 2MAVkme ™ [u] ] O

On peut remarquer que I’hypothése (H;) implique que I’ensemble
{wg(z,- — z), 2 € O} est borné dans L,+(Q) et qu’elle est méme équi-
valente a cela lorsque ¢ est de révolution. En fait, cette hypothése est une
condition suffisante et “presque” nécessaire pour que I'injection continue de

L(m)(ﬂ) dans C§(R) ait lieu en ce sens que :

THEOREME 3.4.— On suppose que Q et ¢ satisfont respectivement quz
hypothéses 1.2 et 1.3 et que Looc(R) C E,(0). Alors, une condition

necessazre pour que l’espace de Sobolev Ly, )(Q) s’injecte continiment dans
C4(9Q) est qu’il eziste une famille {v:cﬁ 18] < £,z € Q} d’éléments de
Ly () qui soit bornée en norme dans Ly« () et vérifie :

vueI{™(Q),Vzeq, V|8 <t Diu(z)= /ﬂ(m(z) |02 5(y)) d

Preuve. — Elle nécessite, lorsque L,(R2) # E,(Q), un lemme dont la
démonstration (puisque les propriétés de densité ne sont pas ’objet principal
du présent article) sera seulement ébauchée dans le cas particulier de ’ouvert
étoilé.

LEMME 3.5.— On suppose que Q2 et ¢ satisfont respectwement auz
hypothéses 1.2 et 1.3, et que Looc(R2) C Ey(Q). Alors C“(Q)HE (Q) est
D~ 1o(Ly, Ly»)-séquentiellement dense dans Lq_, (Q)
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Preuve du lemme 3.5.— On suppose 'ouvert Q étoilé par rapport a
l'origine et on reprend la démonstration de la propriété de densité (voir
par exemple [Ne], théoréme 3.2, p. 67, ou [V2]). On “dilate” Q & I’aide des
homothéties de rapport 1/A > 1 centrées  l’origine et, pour approximer
u, on tronque puis on régularise ©(u()-)) qui appartient & Lo, (A71Q)
avec py(z,y) = A"1p(A"lz, My -y) et M, définie comme en 1.1. L’espace
Ey, (A719Q) hérite de la propriété de Ey,(€2) soit Looe(A™10) C E, (A1)
et en tronquant D(u(A-)) & un compact K tel que K O Q puis en
régularisant cette troncature, on obtient un élément de Looc(A71Q) et
donc de E,,(A1Q). Les étapes suivantes (restriction & et injection de
E,,(A71Q) dans E,(f) préservent I'appartenance au “petit” espace et
conduisent au résultat. O

Retour a la preuve du théoréme. — En reprenant la premiére partie de
la preuve de 2.2, on construit, sans autre hypothese que 1.2 et 1.3, une
représentation DPu(z) = Jo (D2(y) | wa(z, y — 2)) dy valable pour tout
u € C®(Q)N Lgam)(ﬂ), tout z € Q et tout |3 < £. On considére alors
le sous-espace € = D(C=(Q) N Egm)(ﬂ)) de L,(Q) et les formes linéaires
définies pour z € Q et |3| < £ par

W,5:Duec ¢ — / (Du(y) | wg(z,y — z)) dy €R.
Q

Si I'injection continue de Lg,m)(ﬂ) dans C§(R) a lieu, c’est qu'il existe une
constante A telle que pour tout u € Lg,"‘)(n),

[+l = max sup [ D%u(e)| < A

de sorte que chacune des formes linéaires W, 5 est continue sur ¢ et de
norme N(z,83) < A. D’aprés le théoréme de Haln-Banach, on peut la
prolonger & E,(f2) en une forme linéaire continue de méme norme w;

L’hypothése Looc(2) C E“,(Q) implique que ¢ est & valeurs dans Ry. En
tant qu’élément de (E‘,, Q)) W;,ﬁ est donc représentable par un élément

v, g de Ly () (voir [G]) et on a pour tout u € C”(ﬁ)ﬂEs(,m)(ﬂ), Vigl<e:
DPutz) = [ (Duty) | wale,y - 2) dy= [ (Du(s) 152,500 o,

avec

o =N h) <A

W2 ll = |03
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Mais, grace au lemme et au théoréme 2.1, tout élément u de Lfa"‘)(n) est
D1o(Ly, Lye)-limite d'une suite (u,), ., d’éléments de C®(@)NEY™(Q)
telle que Du, converge aussi vers Du pr—esque partout sur 2. Comme DBy

et DPu, (n > 0) sont continues dés que |3| < £, la convergence de DBy,
vers DBy a lieu partout sur Q2 et on en déduit

vueZ{M(@), Doulz)= [ (Du(s)|v34(0)dy.0

4. Immersion dans C*(0)

C’est encore une conséquence du théoréme 2.2 et du lemme 3.1, mais ce
type de résultat demande des hypotheses un peu plus fortes sur 2 et ¢.

e On prolonge la propriété du cone a Q.
Il eziste une famille de cénes admissible pour Q, c’est-d-dire :

(H3) Pour chaque x € Q, il eziste un céne fini Cy de sommet 0 congruent
d un céne C et un réel p > 0 tels que :

Va'eB(z,p)NQ:2' +C, CN.

e Les hypothéses (Hp) et (H3) relatives & ¢ deviennent :
(Hq) I existe :

- une famille {Cy, z € Q} de cones de hauteur s < 1 admissible
pour Q,

- une fonction f: Q2 x [0, s] x Ry — R4,
~ un entier £ > 0 et un réel £ > 0 tels que l’on ait :

) Vee,Va €B(z,p)NQ,Vyca +Cq V2 cRem,

*(y,2) < f(=, ly—2'l, |2])

s
ii) sup/ f(z, ¢, §t’""°“)t’"’1 dt < oo.
zeﬁ 0
On verra, dans les paragraphes 5 et 6 comment se traduit, en pratique,
cette fonction f selon les divers cas d’application.
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LEMME 4.1.— Soient Q un ouvert de IRk, z € Q, C un céne fini (de
sommet 0 et de hauteur s). W : RF — IRFm™ yne fonction nulle hors. de C et
¢ une fonction de Young définie sur Q x RF™ . On suppose que :

e3p>0,Va' € B(z,p)NQ, 2’ +CCQ;

o il eziste un réel { > 0 et une fonction g: [0, s] x R*™ — R, tels que
lon ait :

i) Va' € B(z,p)NQ,Vyeca' +C,VzeRFm,
¢*(v,2) <g(ly- '], 2)

i) /;g(|z|, (W(z)) dz < oo.

Alors, {W(- - '), 2’ € B(z, p) NQ} est inclus dans Ly () et scalaire-
ment équitntégrable.

Preuve. — Soient U € Ly(Q), G C Q et ' € B(z,p) N 0. A l'aide de
P’inégalité de Young, on obtient :

/ . U(y)
/Gi(v(y)lvv(y—w))ldysc Iwll, /G*’(y’ W)d“

+ /(; ¢*(y, (W(y—2")) dy]_

mais

/sO*(y,CW(y—w’))dy:/ o*(y, (W(y—2'))dy
G GN(2'+C)

IA

/ g(ly—2'|, (W(y—z')) dy
GN(z'+C)

IA

/ g(|z|,CW(z)) dz < o0,
(G—=2")nC

d’ou finalement

L@ 1ww-e)|ay<c o],

/;ga(y, HEU(-*.IJI-)—) dy +

+ /(.G—c’)ﬁC g(lzl, ¢W(2)) dz] .
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Si on prend G := §Q, comme L,(R) et L,+(R2) forment un couple
d’espaces de Kothe, on trouve que W(- — 2') € L,+(2) et, en utilisant
I’absolue continuité des intégrales du second membre, on obtient la propriété
d’équiintégrabilité annoncée. O

THEOREME 4.2.— On suppose que Q et ¢ vérifient respectivement les
hypothéses 1.2, 4 (H3) et 1.3, 4 (Hy). Alors, l’espace de Sobolev Lgom)(ﬂ)
s’injecte continiment dans l’espace de Banach Cl(ﬁ) des fonctions de classe
Cl, bornées et uniformément continues sur Q, ainsi que leurs dérivées, muni
de la norme

[ullceq) = max sup[D%u(2)].

Preuve

1. Les hypothéses du théoréme 3.3 sont contenues dans celles du théoréme
4.2 de sorte que tout u € prm)(ﬂ) coincide presque partout sur {2 avec une
fonction % de classe C¢ sur Q. Il suffit donc de montrer que @ et ses dérivées
d’ordre < £ admettent un prolongement continu a Q. Soit € 8Q2, on choisit
p et C a l'aide de (H3) et pour z' € B(z,p) N Q, on peut écrire avec les
notations du paragraphe 2 :

i(z') = /;I(Qu(y) | wo(z,y —2')) dy

et
vig<t, DBu(e!)= /n (Du(y) | wa(=, y - =) dy,
ou
wp(z,y - 2') = |y — 2|1 *xo, (v - 2') x
!
A, zo0m=lal) 1y _ z) (422 "“B)
X( . (lv wl)(ly—w’l) jaj<m

et ces formules définissent encore %(z’) et les g(x') pour 2’ € B(z, p) N 89
puisque :

selon (H3) :V 2’ € B(z,p) N Q, 2/ + C» C Q;
selon (Hy) : wg(z, - — 2’ € Ly+ () (cf. la démonstration de 2.2).

2. La continuité de % et des #g au point z € 01, s’obtient en appliquant
les lemmes 4.1 puis 3.1, avec C := Cq, g := f(z, -, | - |) et W := wg(z, - ).
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3. Utilisant I'inégalité de Young (comme en 3.3) et (Hy4), on obtient :

[uloem) = max sup|D%u(z)|

< E T MAVER

1+ vol(C N Sy) x

X sug/s f(z, t, gtm—k—t)tk—l dt} ”u“fpm) .0

zeQ V0

5. Exemples de construction de f (cas sans parameétre),
comparaison avec les cas classiques

5.1. Cas des espaces de Sobolev W™P((2)

Cela correspond & ¢(z,y) = |y|P/p. Puisque le paramétre = n’intervient
pas, les hypothéses 1.3 sont automatiquement vérifiées et seules restent a
expliciter (Hy), (H2) et (H4) qui ici coincident. En effet

q
ﬁa,vecp_1~+-q—1:1 sip>1
*(z,2) = -
#7(=2) 6(z,B(0,1)) (fonction indicatrice si p = 1.
de la boule unité)

Pour réaliser (Hy), il suffit de choisir

q
r—-a.vecp_l-}-q_l:l sip>1
q

§(r,[-1,1]) sip=1

et on est ramené a vérifier que

f(:l:,t,r) =

/03 flz, t, &™FHtF1 4t < 400,
ce qui s’écrit :
g ¢l /; t(m—k=atk-1 g4 « L oo sip>1
/; s(emF -1, 1))tk tdt < 400 sip=1
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et revient a dire

{(m—k—l)q+k—1>—1, soit(m—£) >k sip>1

tm k=L est borné sur]0,s], soitm-—£>k sip=1.

L’immersion a donc lieu dans C*(Q1) dés que 99 est assez régulier (en
particulier, le cas ol OQ est continue lipschitzienne rentre dans le cadre
de cet article puisque W™P(Q) est localisable).

5.2. Cas des espaces de Sobolev-Orlicz

5.2.1. Construction de f

Ces espaces sont construits & partir d’une famille ( )’ |<m de fonctions
de Young ([D.T], [Gz], [F1], [F2]) et correspondent au cas

<p(:1: ( |a|<m) Z Ma(ya) -

la|<m

my) ZMya

lae|<m
de sorte que
Viel<m,VteRy, M) <¢*(z,t)< > ML(t)
lee|]<m

et donc

knl D0 M) <o)< Y M.

la|<m ] <m

Ainsi, pour réaliser (H4), seule hypothése & vérifier puisque le parameétre z
n’intervient pas, on peut choisir

flm,tr)= > Mi(r).

loe|<m
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La condition de “non explosion” s’écrit alors :

/ > MRl de < 4oo

|a|<m

et se “sépare” en

8
Val < m, / ME(E™ PO 14t < 400
0

5.2.2. Comparaison avec le théoréme d’tmmersion de T.K. Donaldson et
N.S. Trudinger [D-T]

Ce théoreme concerne le cas isotrope (i.e. V |a| < m, My = M) avec
kE>1
e Dans le cas m = 1, £ = 0, on doit avoir f1+°° M‘l(t)t_l_l/k dt < oo ou
M-! désigne l'inverse sur Ry de la fonction M. Cette condition équivaut
a f LM dt < oo et, dans le cas des espaces de Sobolev classiques,
revient a afﬁrmer que fo t"k/ P dt est convergente. La condition mentionnée
ici équivaut, dans le méme cas, & dire que fol 1(1=k)/(P=1) 4 est convergente
et il est clair que ces deux intégrales sont de méme nature.

On peut tester d’autres exemples :

Ezemple 1
M(t) = el — [t - 1 M) ¢
1(t) > Int |
M*(t) = (1 +)In(1+e) - g M) x tlnt.

En zéro, les fonctions M~1(t=*) et M*(£t1~%)tF~1 sont respectivement
équivalentes & —kInt et & (1 —k)In ¢ donc leurs intégrales sont toutes deux
convergentes.

Ezemple 2
M) =+ ) - M) g e
M*t)=eltl —jt| -1 M*(t) ~ et.
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Jo M*(€t17%)t*"1dt est donc de méme nature que fotk 1 et " dt et
diverge. Par ailleurs

1 _ +o0 MI(S)

Mk t:k“lf il 7 Y|
/(; ( )d M-1(1) M(S)H'l/k s
_k_1/+°° sln(1+ s) d

T Sy MRS

Or la fonction & intégrer équivaut, en 400, & (sln s)~1/* dont I'intégrale
diverge.

Ezemple 3
M) = [tP(1+}) (p>1), M(Y) z #ht.
[o o]

D’aprés [K], M* équivaut (au sens des fonctions de Young) pour les grandes
valeurs de ¢ & t*/P~1(In¢)1/1P, Ainsi

1 +oo
/ M*(Ett Ryl dt = (k — 1)‘1/ M*(£s)s™ 2 1/k—1 g4
0 1
est de méme nature que
/ T U e-1)=1/(k-1)-1(1g 1)1/ (P g4

>1

et cette intégrale converge si p > k et diverge si p < k.

En ce qui concerne la condition présentée dans [D-T], en I’écrivant sous
la forme

+oo
/ tM' ()M ()" 1"V at =
M-1(1)

teo k t —1-1/k
:/ t7P/* |pln(1 +t) + ——| (In(1+¢t)) dt
M-1(1) t+1
comme lintégrande équivaut & l'infini & pt~P/*(Int)~1/*, on trouve que
P’intégrale converge si p > k et diverge si p < k.
Ces divers exemples, choisis dans divers types de croissances, laissent

penser que pour m = 1, £ = 0 les deux conditions dont il est question sont
équivalentes.
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e Dans le cas m > 1, la condition proposée par T.K. Donaldson et
N.S. Trudinger s’exprime a 1'aide d’une suite d’intégrales et est difficile a
manipuler. Mais son inconvénient majeur est le fait qu’elle fasse intervenir
la fonction M ! ce qui rend & peu prés impossible sa généralisation a des
fonctions de Young & variable vectorielle.

5.2.3. Comparaison avec les résultats de H. Hudzik

Dans [H], H. Hudzik propose la condition

37, 3¢, M*(Jz|™ %) dz < o
le|<r

qui coincide avec celle qui est proposée dans cet article puisqu’il ne considére
que le cas isotrope (c’est-a-dire M, = M pour tout a) avec M sans
parametre et a variable dans IR. Par ailleurs, il suppose que les deux fonctions
M et M* vérifient la Aj-condition ce qui limite ’application de son résultat
aux espaces réflexifs et, en pratique, & des fonctions de Young équivalentes
a des fonctions puissances.

6. Exemples de construction de f
(cas des espaces de Sobolev avec poids)

Dans ce paragraphe, on envisage le cas ou le poids est une puissance
positive de la distance A au bord 8Q de Q ce qui revient a travailler avec
la fonction ¢(z,y) = A(m)y|ylp/p (p > 1), mais la méthode s’applique
a d’autres situations voisines : poids fonction de A plus générale qu’une
puissance, espace de Sobolev-Orlicz avec poids, poids fonction de la distance
a un sous-ensemble de 992 ...

Il y a - a notre connaissance — peu de résultats de ce type, A. Kufner [Ku]
signale simplement qu’a partir d’immersions du type prm)(ﬂ) — W™P(Q),
en utilisant le théoréme de Sobolev, on obtient des immersions de Lf,,'")(n)
dans les espaces de fonctions de classe C* mais on verra plus loin que les
résultats qu’on obtient ainsi sont moins fins que ceux qui figurent dans ce
paragraphe. Dans le livre de V.G. Maz’ja [M], oil on considére des domaines
moins réguliers que ceux qui vérifient la condition du cone, la question est &
peine abordée et réglée en termes de capacités ce qui fournit des conditions
souvent tres difficiles & tester en pratique comme 'auteur lui-méme le fait
remarquer.
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6.1. Construction de f

Dans tout ce qui suit, on suppose que les hypothéses garantissant la
densité des fonctions réguliéres sont remplies et que le bord 8 de Q est
lipschitzien, c’est-a-dire que tout point z € Q2 admet un voisinage U, sur
lequel Q2 N U, est le graphe d’une fonction lipschitzienne.

PROPOSITION 6.1.1.— Soit Q un ouvert borné de R* dont la frontiére
0N est lipschitzienne. Il eziste une famille de cones {Cy, x € 0} admissible
pour Q0 et telle que

Je>0, 3a>0,VwEQ€:{w€ﬁ,A(m)<e}, YVyez+C, :
A(y) 2 aly - =|.

Preuve

1. Soit {Uz, ¢ € 802} un recouvrement de 99 par des pavés ouverts de R*
tels que :

o Uy =] — ag, az [F"1x] — b, , b [ dans un systéme {vF, 1 <i<k}de
coordonnées locales dont l’origine est z;

e INNU; est le graphe d’une application f; : | —az, a, [k*1—>] —bz, be [
lipschitzienne, de constante M, ;

L4 QﬁUz = {y: (yf)ISiSk’ ylf > f:t(yfa ceey y]f—l)}
On construit un second recouvrement ouvert de 49 en posant :
W, :] —az + 2Mg, Qg — 2nz[k_1><] — by + 27, b _zﬂz[

avec 7z = (1/4) min(az, b;) et on en extrait - & cause de la compacité de
9 - un sous-recouvrement fini {W_;, 1 < j < J}. On pose alors :
M:ma.x{sz,lngJ}, 77=min{7lzj,1§j§]}
et il est clair que ce recouvrement vérifie, pour chaque j € {1,...,J}:
e QN W; est le graphe de i = Fui IW,-;
o f; est M-lipschitzienne;
e dans le systéme de coordonnées locales {y;?"j, 1< i<k} (qu’on notera
par la suite {3/, 1 <i<k}), Q n W; s’écrit :

{y: (yg)lgigk’ v > fi . y{;_l)} i
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Enfin, la compacité de  permet d’affirmer I’existence d’un réel o €]0, 1]
tel que O = {z € Q, d(z,80Q) = A(z) < a} soit inclus dans U}’I=1 W; :en

effet, s’il n’en était pas ainsi, on pourrait construire une suite (zn)n>0 de

points ﬂJ'-Izl CW; N Q avec z, € Q /n Qui admettrait une sous-suite (z,,)
convergeant vers un z nécessairement contenu dans BQOC(U‘jle Wj) ce qui
contredirait le fait que les W;, 1 <j < J, recouvrent 89.

2. On définit maintenant la famille {C,, ¢ € Q}.

On commence par associer & chaque carte locale (Wj (y{)1<j<k) le

cone fini C; de sommet l'origine, d’axe Oy}; orienté vers les yfe positifs,
d’angle d’ouverture ¥ € |0, /2] tel que cotany = 2M et de hauteur
;B = min(n,a)/4.

N Yy = 2MX
- x'+ y = MX
\g, \7‘ 3
X'Ix
>

N

2n

/
i, ? a0
T~
\
U
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Alors :

e siz & 33, on peut prendre pour C; n’importe quel céne fini admettant
pour sommet l’origine et congruent a I'un des Cj;

esi z € (33, on choisit une partition {~ 1 <j < J}de Qg
subordonnée en recouvrement {W; N 933, 1 < j < J}; = est alors
contenu dans un seul des W disons dans W et on prend Cp = Cj;

Il est immédiat que la famille de cdnes ainsi construite est admissible

pour Q, il suffit de prendre p = 8 pour chaque z € Q.

3. Lorsque z € Qgg, i.e. A(z) < 38, il existe j (1 < j < J) tel que
z € W; C W;. Tout y € z + C; appartient donca V; =] —a,; +7,a
n[*1x] —b,; +mn, by —n [ et on vérifie facilement que pour tout 1 < j < J:

VyeV;nQas, Aly)=d(y,o0)=d(y,d2nU,;).
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Ce qui permet d’écrire, en désignant par Z la projection de z sur 00
paralléelement al’axe des y‘,’c et par C;:f le cone de sommet Z, d’axe :’Ey',’c orienté

vers les y‘,’c positifs, d’angle d’ouverture I' € | 0, 7/9[ tel que cotanT = M :
Vyez+Cs, Aly)>dy, ct)=ly-7l,

ou § est la projection orthogonale de y sur la génératrice de C,:: contenue
dans le demi plan déterminé par y et I’axe de C%' qui appartient bien a U,;.

On a alors
ly=9l=ly-9l+ 19~ 9 =ly—z|sin(T —v) + |z — Z|sinT.

Comme, par définition, sin T et sin(I'—-+) sont deux constantes positives (qui
s’expriment en fonction de M), on obtient le résultat annoncé en prenant
e=3Beta=sin(l’'—%).0

THEOREME 6.1.2. — Soient Q un ouvert borné de R* 4 frontiére lipschit-
zienne et ¢ : (z,y) € Q x RFm A(w)ylylp/p € R4 (avec A(z) = d(z, 69),
pour p > 1 et v > 0). Il eziste une famille {Cy, = € Q} de cones finis
de hauteur s < 1 admissible pour Q et des constantes ¢, a K strictement
positives telles que la fonction f: (z,t,7) € Q x [0, 8] x Ry — Ry définie

par :
v(l-q) (74
(5777 (Z) xeaza @+
q
4 q¥(1-9)p(1-9) (%) (acey(@)
flz,t,7) = sip>1,pl4+qgl=1

K"§ (r (g)‘y, (-1, 1]) X{a>e(z) +

+ K¥6(r(at)™, [-1, 1])X{A<€}(w)
stp=1,

ot K dénote le diamétre de 2, vérifie la condition (H4) i).

Preuve.— On remarque d’abord que :
z |2
Aly) -1 :Ayv(l—q)q—lzq
0 | 55| =AW 4
o*(y2) = avecp l4+q¢gl=1 sip>1
z —_
Ay”&(-———,BO,l) sinon
08 ( 557 B0
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et on utilise la famille {C,, z € Q} construite en 6.1.
1. Si A(z) > ¢, V' € B(z,€/3), Vy €'+ Cq,

Ay) >

wW| m

Dans ces conditions, pour tout z € |Rk'“, ona:

= — ip>1
3 p sl p

KY6 (lzl (%)"", (-1, 1]) sip=1

avec K =sup{lz—yl,z €,y € Q}.
2.5i A(z)<e, V'€ B(z,€/3)NQ, Yy €'+ Cy,

(e )V(]-—‘I) |z]?

¢*(y,2) <

A(y) > aly— 2’|

On a donc dans ces conditions, pour tout z € R¥m .

(a|y - w'!)u(l_q) |2/ sip>1

¢*(y,2) < a
Kv§ (|z|(a|y— )77, [-1, 1]) sip=1.

D’ou le résultat annoncé. O

6.2. L’inclusion dans C%(Q)

Il suffit de vérifier ’hypothése (H;) du paragraphe 2. Lorsque 9 est
a frontiére lipschitzienne, Q2 vérifie la condition du céne ce qui implique
Vexistence d’une famille {C, ¢ € Q} de cdnes, admissible pour Q et telle
queVz € Q,z+Cy C Q. Sur le compact z + Cx, la fonction A est majorée
et minorée par des constantes strictement positives de telle sorte que les
conditions de convergence sont les mémes qu’en 5.1 et ceci quel que soit
v > 0 puisque ¢* s’écrit :

q
A(y)”(l_Q)Lz(—zl— avecp l4+¢g7l =1 sip>1
A(y)Yé(zA(y)™Y, B(0,1)) sinon,

‘P*(y’ z) =

de sorte que Lg")(ﬂ) est inclus dans C*(f2) dés que :

(m—-Op>k sip>1
m=£>k sip=1.
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6.8. L’immersion dans C¢(Q)

Il ne reste qu’a vérifier la condition de “non explosion” (Hy) ii) du
paragraphe 4. Reprenant ’expression de f donnée dans le théoréme 6.1.2,
on est amené a chercher dans quelles conditions les intégrales suivantes sont
convergentes.

3
/ fm—k=atk-1 44 < oo (casp>1)
0

ou

/(: 6 (5(%) ‘Utm_k_t, [-1, 1]) t*=1dt < o (cas p=1)

(qui fournissent une condition de régularité “intérieure”) et

/stu(l“q)+(m'k_‘)q+k_l dt<oco (casp>1)
0

ou
8
/ 6(£a_”t_"+m_k_t y [—1, 1])t"’_1 dt<oo (casp=1)
0

(qui donnent une condition de régularité “au bord” pour la fonction ¢*). Or
la condition de convergence de chacune des deux premiéres intégrales n’est
autre que la condition déja écrite en 5.1 dans le cas classique, c’est-a-dire :

(m—-fOp>k sip>1,
m—£>k sip=1.

En ce qui concerne les deux autres intégrales, leur convergence équivaut aux
conditions :

v(l—-g)+(m—k—£f)g+k—1>-1 soit (m—-Op>k+v sip>1
tm~k={=¥ borné en zéro, soit m —£ >k + v sip=1

lesquelles entrainent les conditions précédentes puisque v > 0. On a donc
prouvé le théoréme suivant.

THEOREME 6.3.1.— Soit Q0 un ouvert borné de R* & frontiére lipschit-
zienne, m > 1 et £ > 0 deuz entiers et v un réel > 0. Si (m —&)p > k+v
(avec p > 1) (resp. m — £ > k +v), Uespace de Sobolev d’ordre m avec le
poids AY (ot A est la distance au bord 3 de ) WP (Q) (resp. W,:n’l(ﬂ))
s’injecte continiment dans l’espace de Banach C4(Q2).

~ 278 -



Immersion des espaces de Sobolev généralisés dans des espaces de fonctions continues
6.4. Comparaison avec les résultats de A. Kufner

A. Kufner dans [Ku], pages 52, 53, signale qu’on peut obtenir des
propriétés de continuité des éléments de W,""”(Q) en appliquant le théoréme
de Sobolev-Morrey & la suite du résultat d’injection suivant.

Soit Q un ouvert borné suffisamment régulier de R*, M un sous-ensemble
de 00 de dimension n € [0,k — 1], dps la distance @ M, p > 1
et W™P(Q,dy,) Uespace de Sobolev d’ordre m avec le poids dyr. On a
Vinjection W™P(Q, d%,;) — W™4(Q) pour tout v et q vérifiant :

0<v<(k—n)(p-1),
(k—n)p

< .
1_q<(1/—6-k—n)

Le cas qui nous intéresse correspond &8 M := 9Q et n := k — 1 et,
pour obtenir le résultat le plus fin, il convient de choisir q aussi grand que
possible ce qui conduit & 'inégalité (m — £)p > k(1 + v) avec la restriction
0 <v < p-—1, alors que d’aprés le théoréme 6.3, 'immersion a lieu dés que
(m—0p>k+wvavecrv >0.

6.5. Cas o la condition de “non explosion”
(Hy) ii) n’est pas vérifiée

On doit s’attendre, dans certains cas, & pouvoir trouver des fonctions
u € W,"P(Q) qui ne soient pas dans C%(Q2). C'est ce que confirme le contre-
exemple suivant.

Q::]—l,l[zgle, m:=2, p:=2, v:=5,

donc mp < k + v.

Or la fonction v : (z1,22) € @ — (1 - w%)—l/z qui est de classe C? sur
Q appartient bien a W52 ’2(9) mais n’est pas bornée.

6.8. Cas intermédiaire
On peut se demander si, dans le cas k < (m — €)p < k + v (ou
k<m-£<k+vsip=1),onn’apas “un peu plus” que ’appartenance

a cin).
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THEOREME 6.6.1. — Soit Q un ouvert borné de R* 4 frontiére lipschit-
zienne, m > 1 et £ > 0 deuz entiers et v un réel > 0. Sik < (m—£€)p < k+v
(avecp > 1) (resp. k < m—{ < k+v), l'espace de Sobolev d’ordre m avec le
poids AY (ou A est la distance au bord 8Q de Q) W,"P(Q) (resp. W™ 1(Q))
est contenu dans C4(2) N wt "(Q), c’est-d-dire :

V8] <€, DPu est continue et A¥DPu est bornée sur Q.

Preuve. — On utilise une technique d’inégalité de Young comme a la fin
de la démonstration de 3.1 et on reprend les mémes notations.

Il convient d’abord de remarquer que, puisque W, ?(Q) est contenu
dans CY(Q) (cf. 6.2), A¥DPu est borné sur tout compact contenu dans
2; seul se pose donc le probléme du comportement au voisinage du bord.
Grace a la proposition 6.1.1, on peut supposer que A(z) < € et, en posant

oz, y) = A(z)"®(y) = A(w)ulylp/p, on a, pour tout |3| < ¢£:

@ Due)] < e mavralul | [ are | 228

(
Jully™
fwg(y — z)
+ Az ”/ @*(—— dy| .
( ) z+Cp MAVEp,
Or la famille de cones {Cy, = € 2} qu’on utilise vérifie :
VeeQe,Vyeax+Cy, A(y) > aly—z|

de sorte que A(z) < |y — z| + A(y) < (14 1/a)A(y), ce qui conduit a la
majoration :

IA(z)”Dﬁu(m)l < 5’1MA\/E|IuHEGm) x
1\v Du(y)
x ({14 - A(y)r e = dy +
[( g /”C’ (H“Hfo ))
ca@p [ F(ely- et al
< €7 M Ao [0 [(1 7
va@ [ Fey-amtYa.

z
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Comme & est sans paramétre et tous les C, congruents 4 un méme cone
Co, la derniére intégrale ne dépend pas de z et on trouve :

e s (3

3
+ € vol(Co N 51)/ ¥ (etm Rty gkt dt]
0

ce qui permet de conclure. O
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