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Convergence des martingales pluri-sous-harmoniques
vectorielles a deux indices

MouaMED Damrer(!)

RESUME. — On montre la convergence presque siire pour les martingales
pluri-sous-harmoniques (en abrégé : psh) & deux indices LP-bornées et la
convergence radiale presque partout pour l'espace H? (Dz, X) lorsque X
est un espace de Banach ayant la propriété de Radon-Nikodym analytique
(RNa) (p > 0) (cf. [2], [3], [12]).

On généralise le théoréme de Dowling pour les opérateurs représentables
& valeurs dans un espace de Banach RNa (cf. [6]).

On montre aussi que si X a la propriété RNa alors M!(Q2) ® X a RNa.
ABSTRACT.— We prove the almost sure convergence for L?-bounded
pluri-subharmonic martingales and the almost everywhere radial conver-

gence for the space HP(D?, X ) when X is a complex Banach space with
the analytic Randon-Nikodym property (ARNP).

We generalize Dowling’s theorem for representable operators into a space

with ARNP.
We also show that M!(0Q) ® X has ARNP when X does.

Introduction

La propriété de Radon-Nikodym analytique (RNa) pour les espaces
de Banach (complexes) a été introduite par A. V. Bukhvalov et A. A.
Danilevich [3]; cette propriété d’un espace de Banach complexe X a été
caractérisée par la convergence presque siire des martingales psh LP-bornées
(p > 0) & valeurs dans X ou par la convergence radiale presque partout des
fonctions qui sont dans HP(D, X) (cf. [2], [3], [12]).

(1) Université Paris VII, U.R.A. 1321, U.F.R. de Mathématiques, Paris (France)
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Dans ce travail on donne une autre caractérisation par la convergence
presque siire des martingales psh & deux indices LP-bornées (& valeurs vecto-
rielles) et la convergence radiale des fonctions dans H?(D?, X) (p > 0). Bien
entendu, la convergence des martingales doubles entraine la convergence des
martingales simples. Notre résultat consiste donc & montrer que la proprié-
té RNa entraine la convergence des martingales psh a deux indices (théo-
réme 1); en fait nous ne démontrons pas ce résultat en toute généralité, mais
sous une hypothése raisonnable sur notre famille de tribus. Par ailleurs nous
montrons la convergence radiale pour les fonctions de HP(D?, X) lorsque X
vérifie RNa (théoréme 2). Par ailleurs, nous généraliserons la caractérisation
de Dowling des opérateurs représentables dans le cadre RNa (théoréme 3),
et nous montrons que l’espace M!(Q)® X vérifie RNa lorsque X vérifie
RNa (théoréme 4).

Nous noterons D le disque unité ouvert de €, T = IR/2xZ, m,, la mesure
de Lebesgue normalisée sur T™ (n € IN*), my la mesure de Lebesgue
normalisée sur TN,

Soit X un espace de Banach complexe, on note pour tout p > 0

HP(D,X) = {f : D — X holomorphe;

swp [ )7 ma(0) < +oo}

0<r<1

HP(D?, X) = {f : D* - X holomorphe;

sup Az“f(reit,reit')l‘pdmg(t,t') < +oo} .

0<r<1

h?(D, X) = {f : D — X ; h est harmonique et

0<r<1

sup / “f(reit)“p dm4(t) < +oo} .
L
Pour tout p € [1, +0co[, on note

HY(T) = {f € LP(T); /Teiktf(t) dmy(t) =0,V ke IN}
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Convergence des martingales pluri-sous-harmoniques vectorielles

gy = {rerrmy; [ dutig..
"‘r"l.
ce@ekntnf(ty, .. t,)dma(ty, ..., tn) =0

Vkl,...,knEIN}(nzz)

Gg(-n-lN) — {f c Lp(-n-lN); /1r|N e’("l'tl) Q---
@) £ty Lt Y dmeo (B, ey tRy L) =0,
Vk>1letVmng,...,ng ElN} .
1—r2

_ _ _ — reif)
P8 = T—greogeze PO =P6-1), (z=re")

Soient (£2, F) un espace mesuré et X un espace de Banach, on note :

M!(Q, X) = {7; ¥ est une mesure définie sur § & valeur dans X

a variation bornée} .

Si v € M1(Q, X), on pose ||7]| = |7/(R2) ou |y| la mesure de la variation
totale de v, alors (M(2, X), || - ||) est un espace de Banach.

On note M1(02) ® X la fermeture dans M!(Q, X) de
n
{Z/\i®wi; A eMi(Q), z;€ X et nelN*}
i=1

(A®z(4) = AA)z (z € X), V A € F, M}(Q) = M}(Q, €)), remarquons
que M(Q)® X = M(Q)® X.

DEFINITION 1.— Un opérateur borné T : LP(TN) — X est dit repré-

sentable s’il existe une fonction ¢ € Lq(TIN,X) (1 <p< +oo etq estle
conjugué de p) telle que

Tf:/_;rmf(t]_,...,tk,...) X

X (p(tl,...,tk,...)dmoo(t]_,...,tk,...), VfELp(-ﬂ-lN).
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DEFINITION 2.— Soit (2, P, F) un espace probabilisé; supposons que
l'on a sur cet espace une suite (Fm’")m,n>0 croissante de sous-tribus; soit
(va”)m,n>0 une suite de variables aléatoires d valeurs dans X telle que
pour tout mjn €N, My, n est Frn , mesurable, on dit que (Mm’n)m,n>0 est
une martingale psh (d deuz indices) a valeurs dans X si, pour toute fonction
pluri-sous-harmonique ¢ : X — [—oo, +oo |, la suite (e(Mmn))
une sous-martingale.

m,n>0 est

Rappelons que (go(Mm,n))m n>0 est une sous-martingale par rapport a
(T—m,n)mnx} si pour tout m, n, m’, n’ € IN avec (m,n) < (m/,n') (ordre
produit) et pour tout 4 € Fmn, on a

[ #(0n)) 4P@) < [ (M () aP (o).
A A .

DEFINITION 3.— Soit F une fonction définie sur D? & valeurs dans
X ; on dit que f admet des limites radiales presque partout s’il eziste un
ensemble Q@ C T? mesurable de mesure égale d 1 et une fonction ¢ : Q@ — X
tels que pour tout € > 0 et pour tout (t,t') € Q il eziste § € [0, 1] vérifiant
que pour tout r, ' € [§, 1]

Hf(reit, r'eitl) — go(t,t')” <e€.

DEFINITION 4.— Soit (Mm»")mn>0 une sutte de variables aléatoires

d veleurs dans X ; on dit que (Mm’n)m,n>0 converge presque surement s’il
eziste un ensemble Q mesurable de mesure égale ¢ 1 et une variable aléatoire
Mo tels que pour tout € > 0 et pour tout w € Q il eziste ng vérifiant que
pour tout m, n > ng

”Mm,n(w) — Moo(w)” < €.

THEOREME 1.— Soient X un espace de Banach ayant la propriété de
Radon-Nikodym analytique, p > 0, (2, P,F) un espace de probabilité et
(Tm,n)m n>0 UNE suite croissante de sous-tribus tels que

E(f| Fmn) = E (E(flfmm) ‘}'oo,n> , Vfng(p),

(fhmn:: \/-fhn: f}ya): \/ f;hj)
i>0 j>0
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Convergence des martingales pluri-sous-harmoniques vectorielles

alors toute martingale psh & deuz indices ¢ valeurs dans X et LP-bornée
converge presque surement.

THEOREME 2.— Soit X un espace de Banach ayant la propriété de
Radon-Nikodym analytique et soit p > 0; alors toute fonction dans
HP(D?, X) admet des limites radiales presque partout.

THEOREME 3.— Sur un espace de Banach X ayant la propriété de
Radon-Nikodym analytique tout opérateur T : LP(T™) — X borné et nul
sur GH(T™) est représentable si,

sup / HT(PTW“1 ®...
P1,...,"n€[0,1] b

@ P, _gita)||Tdmn(ty, ... tn) < +o0, (n2>2)

(*)

Remarque 1.— Soit T' : LP(M") — X un opérateur représentable
(1 € p < +0); on peut montrer facilement que T vérifie (*) pour tout
Banach X.

THEOREME 4.— Si X est un espace de Banach ayant RNa alors
M!(Q)® X a RNa.

Démonstrations des théorémes

Démonstration du théoréme 1

Soit (Mm,n)m’nzo
Pour tout n fixé la suite (Mm,n)

une martingale psh a valeurs dans X, LP-bornée.

m>o €St une martingale psh par rapport a

(-’Fm,n)m>o ce qui entraine que (||]_Mm,n||1’/2)
on a alors par l'inégalité de Doob

m>0 est une sous-martingale;

E (sup HMm,nHP> <4 sup E (| Mmx|?) .
m>0 m>0
D’autre part, pour tout k, m, n €N, on a
B (| Ml | Fns) = B (B (|¥rmn?'? | Frnce) | Fom)

= E (|| M, |”/* ‘ Fook) -
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Par conséquent (“Mm,n||1’/2)n>0 est une sous-martingale par rapport a

(.7"°<,,n)n>0 ce qui entraine que (sumeOHMm,an/z) est une sous-

n>0
martingale par rapport a (]:°°»")n>o; en réappliquant l'inégalité de Doob,
on obtient -

E ( sup HMm,an) < 4sup E sup (HMm,nHP)
m,n>0 n>0 m>0 (**)

<16 sup E (| Mm ") -
m>0

Nous allons montrer maintenant que la suite (Mm,n) converge

m,n>0
presque siirement; d’aprés l'inégalité (**) il suffit de montrer qu’elle est

de Cauchy dans L?(Q2, X).

Supposons qu’il existe un € > 0 tel que pour tout n il existe ip, i}, Jjn,
Jh € N vérifiant que

Ing1 > i;l+1 >in,  Jnt1 > j:1+1 > Jn

et
M., — Mii.dh”sz(ﬂ,X) 2 €,

soient Mén = Mi%vﬂz £n+1 = M;, j.,on voit facilement que (M,’l) est

n>0
une martingale psh et, comme X a RNa, alors (M,’L)n>0 est LP-convergente
(cf [2]-[12]) ce qui contredit le fait que (M) e
LP(Q, X).

n>0 ne converge pas dans

Démonstration du théoréme 2
La démonstration de ce théoréme est analogue a celle du théoréme 1.

Pour tout p > 0, on a HP(D?, X) = HP(D, HP(D, X)) car, si f €
HP(D?, X), alors pour tout se®® € D fixé et pour tout r €]s, 1[,on a

|£(se®, )P < Allf(re“,r'e“')ll"z’%(e —t)dmy (1), (' €[0,1])

donc

6 1 it'y||P ! P

J s, dms ) <€) (1] ancp, )
(C(s) est une constante dépendant de s), si X a RNa alors HP(D, X) a RNa
(cf [7]); par conséquent les polynémes a valeurs dans X a deux variables

sont denses dans H?(D?, X).

~-30-



Convergence des martingales pluri-sous-harmoniques vectorielles

Donc il suffit de montrer qu’il existe une constante C positive telle que
pour toute fonction f dans HP(D?, X), on a

f,rz (F* (1)) dma(t.#') < O (| Fll o)) (x % %)
ou f*(t,t') = sup ”f(reit, r'eit')H .
rre[0,1]

Pour cela, soient f € HP(D?,X) et p, p' € [0, 1], on pose fop(2,2) =
fpz, p'2"). 1l est facile de voir que

sup {/ ( sup / | £5 0 (7 i,r'eit')”pdml(t)) dml(t')}
0<ri<1 0<r<1
P
= (“fp,p'”Hp(Dz,X)) '

En appliquant l'inégalité maximale de Hardy-Littlewood sur la fonction
| £o,00 (-5 1~'e“§l)Hp/2 (cf. [13]) qui est sous-harmonique, on obtient :

Aeit! 1_qt! p
[, 538 Mo P s 2 € (U )
(1)

En intégrant (1) par rapport a ¢’ et par un simple calcul, on trouve qu’on
peut réappliquer l'inégalité maximale de Hardy-Littlewood sur la fonction

sup0<,.<1“fp,p:(reit, -)Hp/z qui est sous-harmonique (pour presque tout t,
cette fonction est lipschitzienne), on déduit alors que

53067 ama (e <
L)

(2)
< C sup / sup ”fpp(re ,re")“pdml( ).
0<ri<1JT 0<r<1

En intégrant (2) par rapport & t et par des simples calculs, on obtient
I'inégalité (* * *) en tendant p, p’ vers 1.

Démonstration du théoréme 3

On montre le théoréme 3 pour n = 2 (le cas n > 2 se montre d’une fagon
analogue).

Soit g € LP(T), on définit un opérateur U, : LP(T) — X par
Ug(f)y=T(f®9), Y felLP(T).
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Il est évident que U,y est un opérateur borné nul sur HJ(T), supposons

que by, € HI(D, X) avec by(z) = T(P, ® g) (V2 € D), alors il existe
$g € LI(T, X) tel que

T(f@9)= [ FO¥(0dm(0), ¥ fe2(T) (cL[5).
On définit 'opérateur U : LP(T) — L(T, X) par
Ug=1g, VgelLP(T).
Par le théoréme des applications ouvertes U est borné et nul sur Hy(T) si

on admet aussi que ¢ € HY(D, LY(T, X)) avec ¢(z) = U(P,), (¥ z € D),
alors il existe K € L9 (T, Lq(T,X)) tel que

Ug=1g= /1r g(t)YK(t')dmy (t')

car L4(T, X) a RNa si ¢ < +oo (cf. [7]).

Si p = 1, on utilise l'injection continue de L>(T, X) dans L!(T, X), on
trouve qu’il existe K € L®°(T, LY(T, X)) tel que

Ug=1y= /T 9K (t')dmy(t'), Y ge LY()

car L(T, X) a RNa (cf. [7]);
comme T est borné alors K € L™ ('lT, Lee(T, X))

On déduit que pour tout p € [1, +oo[ il existe K € LI(T, LY(T, X))
tel que

Ug=1g= / g(t)K(t')dmy(t), Vge LP(T).
Ll
On montre facilement que
T(f ® g) = [[rz f(t)g(t,)cp(t,t') dmZ(tv t,) , VF, g€ LP(T)’

ol ¢(t,t') = K(t')(t). Il reste & montrer que by € HY(D, X) (V g € LP(T))
et p € HY(D, LY(T, X)).

Posons pour tout z, 2/ € D, §(z,2') = T(P; ® P,); par (x), § €
H?(D? X) et comme H%(D? X) = H?(D, HY(D, X)) alors pour tout

-32-
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z € D, h, € HY(D, X) avec h,(z') = §(z,2'); cela implique qu'il existe
un opérateur T, : LP(T) — X unique tel que

T.(Py) = @(2,2)=T(P,® P,1), Vz,z €D/(cf[6]).
Soit maintenant g un polyndéme trigonométrique, alors
T.(9) = T(P: ©.9) = lim [ g(t)hs(re)dmi(t)

ce qui entraine :

. q q
17 2 9 ama(t) < (1] sucoe 1)) (Io]vcry)

(par l'inégalité de Holder); par densité cette inégalité est vraie pour tout
g € LP(T) donc by, € HY(D, X).

Nous allons montrer aussi que v € H? (D, LY, X))

Soient z/ € D et Jz:(t) = lim, ~ @(re't, z') (pour presque tout t € T,
1,:(t) existe), alors

T(f® P,) = /T FO)F () dma(t), V f e IP(T)
car si f un polynéme trigonométrique, on voit que
T(f ® P,y) = lim / F(O)@(reit, ') dma (1)
r/1JT
et, par I'inégalité de Holder, on a
/ F()$,(t) dmy () = lim f F@)@(re', 2') dmy ()
T r/1JT

donc Jz: = 9¥(z') presque-partout. Par (*), on peut déduire que

021-21 [n' {/1}“1;"“' (8)]* dmy (t)} dmy (') <

< sup/ Hﬁ(reit,reitl)”qdmz(t,t')<+oo.
0<r<1JT?

Cela implique que ¥ € H?(D, L9(T, X)), d’ou le théoréme. O
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DEFINITION 5.— On dit que (pn), 50
valeurs dans X (cf. [11]) si pour presqu; tout (61,...,0k,...) € TN

est une martingale de Hardy d

§00(31,...,9k,...)=wo€X

301(91""’970’"') = $0+Zeijol “Z1,5, les z1,j €eX, ...
i1
gon(Gl,...,Ok,...) :<pn_1(61,...,9k,...)+

+ Zew" . :c,w-(01, .. .,gn_l), .
i1

les z; ; sont des applications mesurables a valeurs dans X.

COROLLAIRE 1. — Soit T un opérateur borné de LP(TW) —-X(1<p<
+00) nul sur GB(TNY tel que

sup{ sup /|N“T(Pr1e“1 ®
n>1 | r1,...,rn€[0,1[/T

'"®Prncitn)“qdmoo(tli---vtkv"')} < +o0,

alors T est représentable.
Preuve. — Pour tout n > 1, on définit T,, : LP(T"™) — X par
T.f=Tf, Y feIP(T™).

On voit que Ty, est un opérateur borné et nul sur GH(T™) (si n=1, T} nul
sur H(T)) donc, par le théoréme 3, il existe une fonction ¢, € LI(T", X)
telle que

Tf:/:n_nf(tl,...,tn)qan(tl,...,tn)dmn(tl,...,tn), V fe LP(TM).

Posons ¢o = [y #1(t)dmy(t), la suite (¢n) ., est une martingale de Hardy
car -

Pn(B1,.. 1 02) = Y €. Cp (61, ..,0n 1)
k>0
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Co,n(gl,...,en_l):/“_(pn(el,...,Gn_l,t)dml(i).

Par récurrence sur n on tire facilement que Con, = ¢n_1 et comme (¢n) -,
est LI-bornée alors (cpn)n>0 converge vers ¢ dans LI(TIN, X) (cf. [11)).

Remarque 2.— Si X a RNa et f € H!(D? X), on peut montrer
facilement qu'il existe une fonction ¢ € L!(T?, X) telle que

f(z,2') = /_;rz P,(t) ® P,i(t)e(t, ') dmy(t,t').

En effet,

comme H!(D? X) = H!(D, HY(D, X)), il existe une fonction ¢ €
L'(T, HY(D, X)) telle que, pour tout z € D, on a

f2)(-) = / P(t)3()(-)dma(t) (f(2)(=) = f(2,2")),
- T
pour presque tout ¢t € T, il existe ¢ € L1(T, X) telle que

FOE) = [ Palt)elt ) am(e) (p(t.t) = pult)

Par un simple calcul, on voit que

f(z, ) = /T P(t) @ Po(t)e(t, V) dma(t, 1)

Remarque 3.— On peut montrer facilement le théoréme 3 a partir de la
remarque 2 en utilisant le fait que la famille (Pz ®Pz:)z 2ep €St une famille

totale dans LP(T?2).

Démonstration du théoréme J

On sait qu'’il suffit de montrer que tout sous-espace de Banach séparable
de M}(Q2)® X a RNa. Soit E un sous-espace de Banach séparable de
M!(Q) ® X. Il existe une suite (Ar),, dans la boule unité de M1(Q) telle
que la fermeture de B

n
{Z/\kigam,-;kl,...,knelN, z,eX etnEIN*}

i=1
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dans M1(Q, X) contient E. On définit une mesure positive ag sur Q par

+oo )
ag = Z 2770X;].
=1

Par un simple calcul on voit que E se plonge isométriquement dans
L'(ag, X); comme L!(ag, X) a RNa (cf. [7]) alors E a RNa, d’ou le théo-
réme.

COROLLAIRE 2.— Si X est un espace de Banach ayant la propriété de
Radon-Nikodym (cf. [5]) alors M'(, X) a RNa, en particulier h}(D, X) a
RNa.

Preuve.— Soit ¥ € M(2, X). La mesure v est absolument continue
par rapport a |v|, comme X a la propriété de Radon-Nikodym alors il existe
geL! (Q, ¥, X) tel que

dy = gd|v|,

(cf. [5]). On déduit que M(2) ® X = M!(Q, X). On note
LbY®(T) = {f; f est une fonction mesurable sur T (a valeurs dans C)

et sup {t: [F0)] 2 o} = [ fll g0y < +°°}

Hfl(Dz, X)= {f : D? — X; f holomorphe en z harmonique en 2’
et sup / , Hf(reit, reit')demz(t,t') < +o00,

0<r<1JT

(z:ret,z—re’t)} (p>0).

LEMME . — Il eziste une constante C positive telle que pour tout Banach
compleze X et pour tout f € H,ll(Dz, X), ona

/:"_Hf"'(t, ~)||Ll,°‘,(.“.)dm1(t)<C'2 sup /Hf(re ,re't H dmg(t,t).
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Convergence des martingales pluri-sous-harmoniques vectorielles

Preuve. — La démonstration de ce Lemme est analogue a celle de
(* * %), en appliquant 'inégalité maximale de Hardy-Littlewood sur le c6té
holomorphe de la fonction ( fe H}l(Dz, X )) et I'inégalité maximale faible
de Hardy-Littlewood (cf. [13]) sur le c6té sous-harmonique de la fonction.

COROLLAIRE 3.— Soit X un espace de Banach ayant la propriété de
Radon-Nikodym alors toute fonction dans H}(D? X) admet des limites
radiales presque partout.

Preuve. — Soit f € H}(D?, X) = H!(D, h'(D, X)); d’apres le corol-
laire 2; hi(D, X) a RNa donc il existe une suite (Pn) n>0 d€ polyndmes a
valeurs dans h!(D, X) telle que -

P, — f dans H}(D? X).

D’apres le lemme, on a

/_."_H(Pn - - )“Ll,oo('“')dml(t) — 0.

Donc il existe un ensemble @ C T? de mesure égale & 1 et une sous-suite
(nk)k>0 tels que

(Pn, — f)*(t,¥) =0, V(t)en,

mais chaque P, admet des limites radiales presque partout (cf. [3]) donc f
admet des limites radiales presque partout.
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