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Convergence des martingales pluri-sous-harmoniques
vectorielles à deux indices

MOHAMED DAHER(1)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Série 6, Vol. I, n° 1, 1992

RÉSUMÉ. - On montre la convergence presque sûre pour les martingales
pluri-sous-harmoniques (en abrégé : psh) à deux indices Lp-bornées et la
convergence radiale presque partout pour l’espace H~(D2, X lorsque X
est un espace de Banach ayant la propriété de Radon-Nikodym analytique
(RNa) (p > 0) (cf. [2], [3], [12]).
On généralise le théorème de Dowling pour les opérateurs représentables
à valeurs dans un espace de Banach RNa (cf. [6]).
On montre aussi que si X a la propriété RNa alors M~ (f~) ® X a RNa.

ABSTRACT. - We prove the almost sure convergence for Lp-bounded

pluri-subharmonic martingales and the almost everywhere radial conver-
gence for the space X when X is a complex Banach space with
the analytic Randon-Nikodym property (ARNP).
We generalize Dowling’s theorem for representable operators into a space
with ARNP.

We also show that M 1 ( ~ ) § X has ARNP when X does.

Introduction

La propriété de Radon-Nikodym analytique (RNa) pour les espaces
de Banach (complexes) a été introduite par A. V. Bukhvalov et A. A.
Danilevich [3] ; cette propriété d’un espace de Banach complexe X a été
caractérisée par la convergence presque sûre des martingales psh Lp-bornées
(p > 0) à valeurs dans X ou par la convergence radiale presque partout des
fonctions qui sont dans HP (D, X ) (cf. ~2~ , ~3~ , ~ [12]).
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Dans ce travail on donne une autre caractérisation par la convergence

presque sûre des martingales psh à deux indices LP-bornées (à valeurs vecto-
rielles) et la convergence radiale des fonctions dans X) (p > 0). Bien
entendu, la convergence des martingales doubles entraîne la convergence des
martingales simples. Notre résultat consiste donc à montrer que la proprié-
té RNa entraîne la convergence des martingales psh à deux indices (théo-
rème 1 ) ; en fait nous ne démontrons pas ce résultat en toute généralité, mais
sous une hypothèse raisonnable sur notre famille de tribus. Par ailleurs nous
montrons la convergence radiale pour les fonctions de X) lorsque X
vérifie RNa (théorème 2). Par ailleurs, nous généraliserons la caractérisation
de Dowling des opérateurs représentables dans le cadre RNa (théorème 3),
et nous montrons que l’espace M1 (S~) ® X vérifie RNa lorsque X vérifie
RNa (théorème 4).

Nous noterons D le disque unité ouvert de ~, IR/21rZ, mn la mesure
de Lebesgue normalisée sur lrn (n E IN * ), moo la mesure de Lebesgue
normalisée sur 

Soit X un espace de Banach complexe, on note pour tout p > 0

Pour tout p E ~ [ 1, +oo [, on note



Soient (Q, F) un espace mesuré et X un espace de Banach, on note :

M1 (SZ, X ) = ~y ; y est une mesure définie sur S~ à valeur dans X
à variation bornée} .

Si y E M1 (~, X), on pose jyj I = où ~y ~ la mesure de la variation
totale de y, alors est un espace de Banach.

On note M1 (SZ~ ® X la fermeture dans M1 X) de

(~ ~ x(A) = (x E X), d A E ~~ = ~))~ remarquons
que M1 (S~) ® X = M1 (SZ) ® X.

DÉFINITION 1. - Un opérateur borné T : X est dit repré-
sentable s’il eziste une fonction p E X) (1  p  -f-oo et q est le

conjugué de p ) telle que



DÉFINITION 2. - Soit (SZ, P, ~) un espace probabilisé,. supposons que
l’on a sur cet espace une suite croissante de sous-tribus; soit

. une suite de variables aléatoires à valeurs dans X telle que
pour tout m, n E IN, est mesurable, on dit que est

une martingale psh (à deux indices) à valeurs dans X si, pour toute , fonction
pluri-sous-harmonique ~p : X -i ~ -oo , -f-oo ~, la suite est
une sous-martingale. 

’ 
-

Rappelons que (03C6(Mm,n))m,n>0 est une sous-martingale par rapport à

n>0 
si pour tout m, n, m’, n’ E IN avec (m, n)  (m~, n’) (ordre

produit) et pour tout A E on a

DÉFINITION 3. - Soit F une fonction définie sur D2 à valeurs dans
X ; on dit que f admet des limites radiales presque partout s’il existe un
ensemble ~ Ç mesurable de mesure égale à 1 et une fonction ~p : SZ --> X
tels que pour tout E > 0 et pour tout (t, t’) E fi il existe ~ E ~ û , 1 ~ vérifiant
que pour tout r, r’ E , 1 [

DÉFINITION 4. - Soit une suite de variables aléatoires

â valeurs dans X ; on dit que ~M~.,z~n~ ~~n>0 converge presque sûrement s’il
existe un ensemble 03A9 mesurable de mesure égale à 1 et une variable aléatoire
M~ tels que pour tout E > 0 et pour tout cv E SZ il existe np vérifiant que
pour tout m, n > np

THÉORÈME 1. - Soient X un espace de Banach ayant la propriété de
Radon-Nikodym analytique, p > 0, (S~, P, .~’) un espace de probabilité et

une suite croissante de sous-tribus tels que



alors toute martingale psh à deuz indices à valeurs dans X et Lp-bornée

converge presque sûrement.

THÉORÈME 2. - Soit X un espace de Banach ayant la propriété de

Radon-Nikodym analytique et soit p > 0 ; alors toute fonction dans

X) admet des limites radiales presque partout.

THÉORÈME 3. - Sur un espace de Banach X ayant la propriété de

Radon-Nikodym analytique tout opérateur T : -~ X borné et nul

sur est représentable si,

Remarque 1.2014 Soit T : opérateur représentable
(1  p  +00); ; on peut montrer facilement que T vérifie (*) pour tout
B anach X.

THÉORÈME 4.- Si X est un espace de Banach ayant RNa alors

a RNa.

Démonstrations des théorèmes

Démonstration du théorème 1

Soit 
(Mm,n)m,n~0 

une martingale psh à valeurs dans X, Lp-bornée.
Pour tout n fixé la suite est une martingale psh par rapport à

ce qui entraîne que une sous-martingale; ;
on a alors par l’inégalité de Doob 

~

D’autre part, pour tout k, m, n E IN, on a



Par conséquent est une sous-martingale par rapport à

o ce qui entraîne que est une sous-

martingale par rapport à en réappliquant l’inégalité de Doob,
on obtient 

~

Nous allons montrer maintenant que la suite converge

presque sûrement ; d’après l’inégalité (**) il suffit de montrer qu’elle est
de Cauchy dans X). .

Supposons qu’il existe un E > 0 tel que pour tout n il existe in, i~, jn,
,jn E lN vérifiant que

soient = M~2n+1 ~ on voit facilement que est

une martingale psh et, comme X a RNa, alors est Lp-convergente
(cf [2]-[12]) ce qui contredit le fait que ne converge pas dans

X). 
_

Démonstration du théorème 2

La démonstration de ce théorème est analogue à celle du théorème 1.

Pour tout p > 0, on a = HP(D,HP(D,X)) car, si f E
X), alors pour tout sei03B8 E D fixé et pour tout r E ] s , 1 [, on a

donc

(C(s) est une constante dépendant de s), si X a RNa alors HP(D, X ) a RNa
(cf [7]); par conséquent les polynômes à valeurs dans X à deux variables
sont denses dans , X ) .



Donc il suffit de montrer qu’il existe une constante C positive telle que
pour toute fonction ,f dans X ), on a

Pour cela, soient f E et p, p’ E ~ 0 , 1 ~ , on pose =

Il est facile de voir que

En appliquant l’inégalité maximale de Hardy-Littlewood sur la fonction

, r~eit~~ II ~’~2 (cf. [13]) qui est sous-harmonique, on obtient :

En intégrant (1) par rapport à t’et par un simple calcul, on trouve qu’on
peut réappliquer l’inégalité maximale de Hardy-Littlewood sur la fonction

. ) qui est sous-harmonique (pour presque tout t,
cette fonction est lipschitzienne), on déduit alors que

En intégrant (2) par rapport à t et par des simples calculs, on obtient
l’inégalité (* * *) en tendant p, pl vers 1.

Démonstration du théorème 3

On montre le théorème 3 pour n = 2 (le cas n > 2 se montre d’une façon
analogue).

Soit g E on définit un opérateur Ug : Lp (lf ) ---~ X par



Il est évident que Ug est un opérateur borné nul sur supposons

que bg E Hq(D, X) avec bg(z) = T(Pz ~ g) (V z E D), alors il existe

~g E X ) tel que

On définit l’opérateur U -i X ) par

Par le théorème des applications ouvertes U est borné et nul sur si

on admet aussi que 03C8 E Hq (D, Lq(T, X)) avec 03C8(z) = U(Pz), (’d z E D),
alors il existe K E Lq X)) tel que

car X ) a RNa si q  (cf. ~7~ ~ .
Si p = 1, on utilise l’injection continue de L°° (lT’, X) dans L1 (lf , X), on

trouve qu’il existe K E L°° (lf , L1 (lf, X)) tel que

car X) a RNa ~7~ ) ;
comme T est borné alors K E (lf, X )) .

On déduit que pour tout p E [ 1, [ il existe K E Lq (lf , X ))
tel que 

’"

On montre facilement que

où ~p(t, t’) = K(t’)(t). Il reste à montrer que bg E X ) (V g E Lp(lf ))
et X )) .

Posons pour tout z, z’ E D, ~p(z, z’) = T(Pz ® ; par (~), ~p E
Hq(D2,X) et comme = Hq (D Hq(D,X)) alors pour tout



z E D, hz E X ) avec = ~p(z, ; cela implique qu’il existe
un opérateur Tz : Lp (lf ) -; X unique tel que

Soit maintenant g un polynôme trigonométrique, alors

ce qui entraîne :

(par l’inégalité de Hôlder); par densité cette inégalité est vraie pour tout
g C LP(T) donc bg C X).

Nous allons montrer aussi que 03C8 G Hq(D, 
Soient 2/ G D et = limr1(reit,zl) (pour presque tout t ~ TT,

existe), alors

car si f un polynôme trigonométrique, on voit que

et, par l’inégalité de Hôlder, on a

donc ~(z~~ presque-partout. Par (*), on peut déduire que

Cela implique que 03C8 E d’où le théorème. 0



DÉFINITION 5. - On dit que est une martingale de Hardy à

valeurs dans X (cf. si pour presque - tout (81, ... , 8~, ...) E 

les sont des applications mesurables à valeurs dans X. .

COROLLAIRE 1. - Soit T un opérateur borné de -~ X (1  p 
- +-oo~ nul sur tel que

alors Test représentable.

Preuve. - Pour tout n > 1, on définit Tn X par

On voit que Tn est un opérateur borné et nul sur (si n=1, Ti nul
sur donc, par le théorème 3, il existe une fonction çon E X)
telle que



Par récurrence sur n on tire facilement que Co,n = et comme 

est Lq-bornée alors converge vers p dans X) (cf. ~11J).

Remarque 2. Si X a RNa et ~f E H1 (D2, X ), on peut montrer
facilement qu’il existe une fonction 03C6 E L1 (lf 2, X ) telle que

En effet,
comme H1 (D2, X ) = H1 (D X)) , il existe une fonction  E

L1 (1f , H1 (D, X)) telle que, pour tout z E D, on a

pour presque tout t E TT, il existe pt E L1 (lf , X ~ telle que

Par un simple calcul, on voit que

Remarque 3 2014 On peut montrer facilement le théorème 3 à partir de la
remarque 2 en utilisant le fait que la famille (Pz est une famille

totale dans I,~’ (~f 2 ) .
Démonstration du théorème l~

On sait qu’il suffit de montrer que tout sous-espace de Banach séparable
de M1 (SZ) ® X a RNa. Soit E un sous-espace de Banach séparable de

® X. Il existe une suite ~.~~) ~>o dans la boule unité de telle

que la fermeture de 
~



dans M1 X) contient E. On définit une mesure positive ao sur SZ par

Par un simple calcul on voit que E se plonge isométriquement dans

L1(ao,X); comme L1(ao,X) a RNa (cf. [7]) alors E a RNa, d’où le théo-
rème.

COROLLAIRE 2. - Si X est un espace de Banach ayant la propriété de
Radon-Nikodym (cf. [5]) alors a RNa, en particulier h1(D, X) a
RNa.

Preuve. - Soit y E X). La mesure -y est absolument continue

par rapport à ~-~~, comme X a la propriété de Radon-Nikodym alors il existe
g E ~~y~, X) tel que

(cf. [5]). On déduit que = M1(n,X). On note

LEMME . - Il existe une constante C positive telle que pour tout Banach

compleze X et pour tout f E X~, on a



Preuve.- La démonstration de ce Lemme est analogue à celle de

(* * *), en appliquant l’inégalité maximale de Hardy-Littlewood sur le côté
holomorphe de la fonction ( f ~ X)) et l’inégalité maximale faible
de Hardy-Littlewood (cf. [13]) sur le côté sous-harmonique de la fonction.

COROLLAIRE 3. - Soit X un espace de Banach ayant la propriété de
Radon-Nikodym alors toute fonction dans X~ admet des limites

radiales presque partout.

Preuve. - Soit f E = H1 (D , hl (D, X ~~ d’après le corol-
laire 2 ; hl (D, X ~ a RNa donc il existe une suite de polynômes à
valeurs dans h1 (D, X ~ telle que 

-

D’après le lemme, on a

Donc il existe un ensemble 03A9 Ç 2 de mesure égale à 1 et une sous-suite
tels que

mais chaque Pn admet des limites radiales presque partout (cf. [3]) donc , f
admet des limites radiales presque partout.
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