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Bifurcation d’orbites homoclines
pour les systémes hamiltoniens

SALEM MATHLOUTHI(!)

RESUME. — On s'intéresse a 1’étude des orbites homoclines d'un systéme
hamiltonien autonome soumis & une perturbation externe non-autonome.
On suppose que le systéme libre admet la solution T-périodique Z = 0 et
que cette solution est hyperbolique; de plus, il admet une autre solution
zo homocline & T et non dégénérée. On met en évidence une situation de
bifurcation en deux points 7 *zo = zo( - +71) et T2 *xzo = o (- +72) qui
donnent naissance a deux courbes géométriquement distinctes de solutions
du systéme forcé. On démontre une condition nécessaire et une condition
suffisante de bifurcation. Enfin, on donne un développement asymptotique
de la solution du systéme forcé et une application a deux exemples :
I’équation de Duffing et un systéme de type Hénon-Heiles.

ABSTRACT. — This paper deals with homoclinic orbits in autonomous
Hamiltonian systems which are subject to non-autonomous external per-
turbation. We assume that the free system admits the T-periodic solution
T = 0 that is hyperbolic; in addition, the free system admits anothers so-
lution x¢ homoclinic to T and non degenerate. We emphasize on situation
of bifurcation in to points 7 *zg = zo(- + 1) and T2 xzo = zo( - + T2)
which yield two curves geometrically distinct of solutions of the pertur-
bed system. We obtain a necessary condition and a sufficient condition
for bifurcation. We finally present an asymptotic development of the bi-
furcation solution and an aplication to two exemples : Duffing’s equation
and Hénon-Heiles system type.

KEY-WORDS : Hamiltonian systems, bifurcation theory, homoclinic or-
bits, Melnikov's function.

Introduction
Dans cet article, on s’intéresse aux systémes de la forme :
& = h(z) + g(e, t, ) (1)
onz e RN xRN, N > 1, et

(1) Faculté des Sciences de Bizerte, Bizerte, Tunisie
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RN xRY RN xRN, g:RxR xRN xRN RN xRN

sont des applications suffisamment réguliéres (C", r > 1), g est T-pérodique
par rapport a t et

g(0,¢,z) =0, Vi, z.

Le systéme non perturbé

z = h(z) (2)
est supposé Hamiltonien : il existe une fonction H :RY xIRY = R telle que
h(z) = JH'(z), zeRN xRN

avec

J = [—OI g] , matrice 2N x 2N .

L’étude locale des solutions T-périodiques du systéme perturbé (1), au
voisinage d’une solution T-périodique du systéme non perturbé (2), a fait
I'objet de nombreux travaux (voir par exemple (5], [6], (7], [8], [9], [10],
[11], [12]). Le but de cet article est d’étudier un autre type de solutions,
découvertes par Poincaré [13], appelées solutions doublement asymptotiques
ou orbites homoclines.

Si T est une solution 7-périodique de (1), une autre solution z est dite
doublement asymptotique & T si |2(t) — Z(t)| — 0 quand ¢ — *oo.

Notre hypothése de base est que T = 0 est une solution hyperbolique du
systéme non perturbé (2), c’est-a-dire que les valeurs propres de h’(0) ont
une partie réelle non nulle, et qu’il existe une autre solution zg doublement
asymptotique & T = 0. On suppose aussi que o est non dégénérée, c’est-
a-dire que ’espace vectoriel Fg des solutions doublement asymptotiques a
zéro du systéme linéarisé autour de zg :

y =R (zo(t))y )

est un espace de dimension k = 1.

Comme T est une solution hyperbolique de (2) et ¢(0, -, :) = 0, une
simple application du théoréme des fonctions implicites, nous montre qu’au
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voisinage de T et pour € voisin de zéro, il existe une unique solution v¢(t) du
systéme perturbé (1), T-périodique, C" par rapport a € et vérifie v =7 = 0.

On désire étudier, dans un voisinage de ¢ = z et de € = 0, les solutions
doublement asymptotiques & v, du systéme perturbé (1).

La motivation de ce type d’étude vient de la remarque suivante : le
systéme (2) est autonome; par conséquent, T x zg = xo(+ + T) est encore
une solution doublement asymptotique a zéro de (2). Le systéme (1) n’a pas
cette propriété pour € # 0, a cause de la perturbation non autonome. La
question est donc, d’étudier, dans un voisinage de la famille & un paramétre
{rxzg, T € R}, les valeurs de 7 qui donnent naissance a une ou plusieurs
solutions doublement asymptotiques a v du systéme (1).

Dans cet article on démontre deux théorémes.

THEOREME A.— Si le systéme perturbé (1) est hamiltonien, alors, pour
€ voisin de zéro, il admet, dans un voisinage de la famille {r xzq, 7 €
IR}, au moins deuz solutions z1, 23 doublement asymptotiques d v et
géométriqguement distinctes (z1(- +£4T) £ z2(-), VLE Z).

THEOREME B.— Soit M la fonction de Melnikov :
M(r) = [ Aaoft = 7)) - 70,1, 2ot = 7)) .
IR

Alors, si M admet un zéro simple, le systéme perturbé (1) admet, pour €
voisin de zéro, au moins une solution doublement asymptotique d v; si
M ne s’annule pas, le systéme perturbé (1) n’admet, pour € voisin de zéro,
aucune solution doublement asymptotique dans un voisinage de la famille a
un paramétre {r xzg, T € R}.

Des énoncés précis sont donnés dans le courant de ’article.

Remarques

i) Dans le théoréme A, dire que le systéme (1) est hamiltonien revient

a dire que ’application g est hamiltonienne : il existe une fonction
G:RxR xRN xRY = IR telle que

g(e,t,z) = JGL(e,t, z).

i) Si g = g(e,z) est indépendante de ¢, la fonction de Melnikov M est
constante
M(r)=Cte, VTER;
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si cette constante est non nulle, le théoréme B nous dit qu’il n’y a
aucune solution doublement asymptotique au voisinage de la famille
{rxzo, 7 € R}, pour € voisin de zéro.

iii) Si g = g(e,z) = JG,(¢,z), le théoreme B ne donne aucun rensei-
gnement car la fonction de Melnikov est identiquement nulle; par
contre, le théoréme A nous donne I’existence d’au moins une solution
doublement asymptotique a ..

Dans le cas o la perturbation est hamiltonnienne :
g=1J G’; ,

Coti-Zelati, Ekeland et Séré [1] ont démontré, sous une forme plus générale
avec ¢ — H(z)+G(e,t, z) convexe, que le systéme (1) admet au moins deux
solutions doublement asymptotiques. Le théoréme A nous montre, en plus
de D’existence, que ces deux solutions sont dans un voisinage de la famille
{rxzg, T €R}.

Dans le cas N = 1, on trouve une autre démonstration du théoréme B
dans Greespan et Holmes [14] avec d’autres hypothéses. Dans notre résultat,
le nombre de degrés de liberté N du systéme non perturbé est quelconque.
Nous supposons que la solution zp, du systéme non perturbé est non
dégénérée; par contre dans [14], on suppose que zgy est une limite d’une
suite de solution T,-périodiques du systéme non perturbé avec T, — +oo
quand o — 0. Dans Greenspan et Holmes [14], on trouve une application a
I’équation de Duffing suivante :

j-y+y° = 6(“/ cos(wt) ~ 67) .

Le plan de ’article est le suivant.

Dans le paragraphe 1, on met en évidence en tout point de la famille 3
un parameétre {7 xzg, T € IR}, une situation de bifurcation dans ’espace
orthogonal a I’espace tangent a la courbe {r xz¢, 7 € IR}.

Dans le paragraphe 2, on suppose que zg est non dégénérée, c’est-a-
dire k£ = dim Eg = 1. Le théoréme 1 montre, en utilisant la situation de
bifurcation du paragraphe 1, ’existence de deux courbes € — z;(¢), i = 1
a 2, géométriquement distinctes, telles que, pour i = 1 ou 2 :

e pour tout € € |—n, n[, z;(¢) est une solution doublement asymptotique
a v du systéme (1);

o {(e z(e)) lec T—m, n[}n{(0, rxz0) | T €R} = {(0, (0))}.
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Le théoréme 2 du paragraphe 3, donne une condition nécessaire pour con-
server une solution doublement asymptotique & v¢ du systéme perturbé (1)
proche d’une solution doublement asymptotique & zéro du systéme libre (2).
Le théoréme 3 donne une condition suffisante pour qu'un phénoméne de bi-
furcation survienne, c’est-a-dire pour qu’il existe une fonction “réguliére”
€ — z(€), définie dans un voisinage de zéro, telle que z(€) soit une solution
doublement asymptotique & v, de (1) dans un voisinage de la famille a un
paramétre {r xzg, 7 €IR}.

Dans le paragraphe 4, le théoréme 4 donne un développement asympto-
tique a ’ordre un de la fonction € — z(e).

Dans le paragraphe 5, les résultats précédents sont appliqués a I’équation
de Duffing et un systéme de type Hénon-Heiles [16].

1. Etude locale au voisinage d’une famille & un parameétre

On considére le systeme :
= h(z) + g(e,t, z) (1)
oi z € R%Y, N>1let
h:R® R g:RxRxR¥Y - R
sont de classe CP~1, p > 2, g est T-périodique par rapport a ¢ et iden-

tiquement nulle pour € = 0. On suppose que le systéme non perturbé est
hamiltonien avec h = JH' et vérifie les hypothéses suivantes.

(H1) h(0) = 0 et toutes les valeurs propres de E = h'(0) = JA, avec
A = H"(0), ont une partie réelle non nulle (c’est-a-dire que Z = 0
est une solution hyperbolique du systéme non perturbé).

(H2) Pour € = 0, le systéme non perturbé posséde une solution zo non
identiquement nulle et doublement asymptotique a zéro. De plus.
on suppose qu'il existe un réel 1 < 3 < 2 tel que :

zo € IP(R) = {z :R — IR?N mesurable ‘ / ‘z(t)‘ﬁ dt < oo} .
IR

(H3) L’espace Ep des solutions doublement asymptotiques a zéro du
systéme linéarisé autour de zg :

g = k' (zo(t))y (2)
est inclus dans LA (R).
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Remarques 1
1) On vérifie sans peine que

zg € CP = {:c € CP(IR,lRZN) Em a:(‘)(t) =0,0<s< p}
[ <}

et que wg’) € LA(R) pour 0 < s < p.

2) 1l est facile de voir que yp = Zo est une solution doublement asympto-
tique 4 zéro de (2). Comme le systéme (2) est linéaire, alors

1<k=dimEg <2N.
3) En utilisant (H3), on vérifie facilement que
Eoc {ye C®'R,R*M) | y(*) e IP(R), 0 < s < p}.
4) Dans le cas k = 1, ’hypothése (H3) est contenue dans (H2) car
vo = &g € Eo N LP(R).
Pour tout € voisin de zéro, on pose ¢ = 2z + 7; alors = est une

solution doublement asymptotique a 7, si et seulement si z est une solution
doublement asymptotique & zéro du nouveau systéme :

z= h(z) + (h(Z + 76) - h(7€) - h(Z) + g(e, t, z + 75) - g(ertv‘ﬁ)) 3

soit encore

2 =h(z) + K(e,t, 2)
avec
K(e t,z) = h(z 4+ 7e) — h(ve) — h(2) + g(e, t, z +7e) — g(€, t,7e) -
Si on note
A= H"(0), R(z)=H(z)- %Az 2= H(0),
le systéme (1) est équivalent a
:=JAz+ JR'(2) + K(e,t, 2), (1e)
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R est CP, R(0) = R'(0) = R"(0) = 0;
{K est CP~1 et K(0,t,2) = K(,t,0) =0,V t, ¢, z.
Soit E., ’espace vectoriel des solutions doublement asymptotiques a zéro
du systéme linéarisé autour de 7 x zg :

i=JAz+ JR"(rxzo(t))z. (2+)

Soient yg, Y1, Y2, «- ., Yp—1 une base orthonormée au sens L? de Ey. On
vérifie sans peine que T xyg, T * Y1, ..., T xYg_1 est une base orthonormée
au sens L? de E,. D’autre part, on démontre facilement que les applications
suivantes :

{'R"LH(R) i=0ak—-1,

T—TxY,

sont de classe CP™1,
On note WB(R) = {z € LA(R) | # € LP(R)} et on définit 'opérateur :
A: WHB(R) — LA(R)
z—Az=J:4+ Az;
on démontre dans [1] que l'opérateur A est un isomorphisme et que son

inverse L : LA(R) — W1B(R) est défini par

Lu(t) = /j eE(t_T)Ps(Ju(T)) dr — /t+°° eEt-7)p, (Ju(r)) dr,

ou P, (resp. P,) représente la projection sur le sous-espace stable (resp.
instable). On montre aussi, qu’il existe ¢; > 0, ca > 0 et c3 > 0 tels que,
pour tout u € LA(R),

1Zullg < erfullg

Ly < e2llullg

s+B 1/8
HLuHoo§C3 (sup{/ ‘u(t)}ﬁdt; 3EIR}) ,ZVB>1,
s—B

aveca” !+ 371 =1.
Pour tout 7 € IR, on consideére 'opérateur
L, :WH(R) — LA(R)
z—Lrz=Az+ R'(rxz0)z;

on a le lemme suivant.
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LEMME 1.— Sous les hypothéses (H1)-(H2)-(H3), on a :
1) Dopérateur L, est linéaire, continu et d’image fermée;

2) L, est un opérateur de Fredholm d’indice zéro.

Démonstration

1) Soit 7 € IR. I est clair que 'opérateur £, est linéaire, continu et que
son noyau est égal & Er. On note par Y, 'image de 'opérateur £,, et on
vérifie facilement que :

yeYgeo txyeY,.

1 suffit donc de prouver que Yp est un fermé de LP(R). Soit (v,) une suite
de Yy convergente vers v dans L3(R), on a :

Hmnewl’ﬂ(Ran:Eomn, Vn.

Quitte a remplacer z,, par z,, — i:ol (fIR Ty y,')y,', nous supposerons que
Zn est orthogonal au sens L? & Ey. Soit u, € Lﬁ(IR) tel que z,, = Luy,.
1l suffit de démontrer que (u,) est bornée dans LA(R); en effet, quitte &
extraire une sous-suite, on a :

faiblement vers u dans L?
3 I8(R (un) converge
ve I7(R) l { (Lun) converge faiblement vers Lu dans LP ;

d’ou
(vn) = (un + R"(:co)Lun) converge faiblement vers v = u + R"(:cg)Lu,
ce qui prouve que v = Lo(Lu). Supposons que (u,) est non bornée dans

Lﬁ(R), quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que “"’"Hﬁ tend
vers l'infini. On pose

Up =

d’ou
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Distinguons deux cas.

Premier cas : (%y) vérifie

s+B 3
VB>0, sup / [@n ()| dt‘selR —0. (%)
8

—-B n— oo

D’aprés (*), “Lﬂon tend vers zéro quand n tend vers l'infini; d’autre part,
I’application t € IR — R”(zo(t)) est continue et nulle & l'infini, d’ou :

3¢>0, sup{|[R"(zo(®)]° |

€1
soit
”R”(z())Lﬁan =
c
= [ IR o) smn(e)| e+ [ R (aoft) Bn(e)|°
-c lt|>c
TYC ¢ 1 B4 1 La. |18
<lzml?, [ IR ) | at+ 55— | 5wl
d’ou

[y

limnsupHR”(-‘Bo)Lﬁn”ﬁ < 3

ce qui contredit le fait que Hin[l 3 tend vers zéro quand n tend vers l'infini
et que :
1= [[@n]5 < [|R"(z0) LEnl| g + [[7n]l5 -

Deuziéme cas : (Un) ne vérifie pas (%), quitte & extraire une sous-suite,
ona:

3Xe€]0,1[,3By>0;Vn, s, eR: / (t+ sn) ‘Bdt>/\
(% % %)

Quitte & extraire encore une sous-suite de (s, ), on supposera qu’elle admet
une limite s quand n tend vers infini, avec |s| < +o0. Soit w € LA(R) une
limite faible de wy, = %Wn (- + $n). Par une simple application du théoreme
d’Ascoli, on montre facilement que (Lwn,) converge uniformément vers Lw
sur tout intervalle [—B, B], B > 0. En particulier, (Zwy) converge vers
(Lw) dans L?([-B, B]), B > 0. D’autre part,

Tal +5n) = i+ B (w0( - +5a) Lutm, ¥ m,
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et Tn(- + sn) converge vers zéro dans LA(R). D’oit, pour tout B > 0, (wn)
converge dans L8 ([~ B, B]) vers w avec

o si |s] = +oo,
w= —R"(zo(- +s))Lw si|s| < +oo;

dans ce dernier cas, on pose z = Lw, on obtient :

Lyz=0,
{‘v’yEE,, Am(t)~y(t)dt:Hﬁn/I‘RLwn(t)-y(t)dt =0;

d’oti, ¢ = w = 0. Ce qui prouve en particulier que (w,) converge vers zéro
dans Lﬁ([—Bo , Bo ]), d’otu la contradiction avec (*  *).

2) On note par L, 'opérateur adjoint de Lg :
£y L*(R) — (WHA(R))®

pour tout v € L¥(R), pour tout = € WI'B(R) :

(Lav)(z) = / o(t) - Loa(t)dt.

IR

D’apreés le théoréeme de 'image fermée, on a :

Yo = (Ker CS)L
= orthogonal au sens de la dualité du noyau de Lj

Soit v € Ker L3, on a

0= / o(t) - Loz(t)dt, ¥z WIA(R)
IR

- /";v(t) [T(t) + Az(t) + R (zo(t))z(t)] dt, Vo€ WYBR);
d’ou
/|R Ju(t) - z(t)dt = /IRz(t) [Av(t) + R"(zo(t))v(t)] dt, V¥ € WHP(R).
Par conséquent,
{1’1 € L*(R),
—Jb = Av+ R"(zo)v ;

ce qui implique que v € Eg et par suite Ker £ C Ep. On vérifie facilement
que Eg C (Yo)'L = Ker £§; d’ot Ker L = Ep. O
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1l est connu que W15 (R) C C’O(R,IRZN), on a alors le lemme suivant.

LEMME 2.— Soit ¢ : R?V — RV de classe CP~1 telle que ¢(0) = 0.

Alors Uapplication :
& : WLA(R) — LP(R)

z — ¢(2)

est aussi de classe CP~1,

Démonstration

On vérifie facilement que & est bien définie. Soit z, h € W1B(R), on a :
1
H~I>(z +h) — B(z) - <p'(z)h||ﬁ = H/o (¢'(z + 6R) — <p'(z))hd6H .
8

d’autre part, z et h sont dans C'O(R,leN); d’ou :

3r>0z(t)+AR(t) € B={zcR¥ ||z <r},VteR, A€ [0,1].
Or ¢’ est uniformément continue sur B. D’ou

Ve>0,3n>0; (A, <n= 8 +h) - 8() ~ o (2)h] 5 < c|[R]]).

D’autre part, l'injection de W#(R) dans L®(R) est continue. D’oli & est
différentiable et on a :
3'(2)h = ¢'(h)z.

En utilisant encore la continuité uniforme de ¢’ sur les boules fermées de
R2N , on montre facilement que &’ est continue. Avec la méme technique on
démontre sans peine que ® est CP~1, O

PROPOSITION 1.— Sous les hypothéses (H1)-(H2)-(H3). Il eziste g > 0
et une application z de | — €9, €[ X R dans Wl’ﬁ(R) de classe CP~1 tels
que :

a) z2(0,7) =Txz0, VT ER;
b) 2(e, + T)=Txz(e,7), Ve, Vr;
¢)Vi=0,k -1, / (z(e,7)(t) — Txzo(t)) - Txy(t)dt =0,V 7, Ve;
IR
d)Ji+ Az+ R'(z)—JK(e, -,2) € Er, Ve, YV,
avec z = z(€,T) et £ = — z(e,7);

dit
e )V, nel0,T[,n#En=>z2(emn)#z(, m+4T),VLEZ, Ve
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Démonstration

De la démonstration du lemme 1, pour tout T € R, il découle que

WY R) = E. 0 X,,
I°R)=E, @ Y,,

avec E. = noyau de L,

Xr= (E,-)J" = orthogonal au sens L2 de E, dans WI’B(IR)
Y, = (ET)J' = orthogonal au sens de la dualité de E, dans Lﬁ(IR)
= E-,-(WI'B(R)) .

On considére P’application F de R x R x R* x wis (R) dans R* x LA(R)
définie par '

F(e,m,A,2) = </(z—r*z0)~r*yo,...,/(z—-—rtwo)-r*y;‘_l ,
IR IR
k-1
Az-{—R'(z)—]K(e,-,z)——Z/\i‘r*yi>.
s

En utilisant le lemme 2, on montre facilement que F' est de classe CP~1,
Vérifions que (3F/az)(0, 7,0,7xzg), 00 Z = (), z) € IR* x Wl'ﬁ(R), est un
isomorphisme :

oF
B_Z— (O,T,O,T*(Bo)(Z) =
k-1
= /z-r*yo,...,/(z-f*yk_l,E,-z——Z/\ir*yi ;
IR IR i—0
d’ou :
oF k-1
ﬁ(O,T,O,T*zO)(Z):OﬁzGXT et C,.z:Z/\i‘r*yieE,-,
=0
&z=0 et A=0.
Soit (s,y) € RF x LA(R), on a :
k-1
HmEXT,3/\E|Rk]y=£.,.a:—21\i‘r*yi;
1=0
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on pose Z = (/\ z+ El —0 s,r*yl) on obtient :

oF

37 (0,70, 7xz0)(Z) = (s, 9).

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, on a : pour tout réel p, il
existe €, > 0, un voisinage ouvert V(u) de p dans R, un voisinage ouvert
V(p * zo) de p * o dans W1A(R), un voisinage ouvert V(0) de zéro dans
IR* et deux applications de classe CP~1 :

zut] —eu, eu [ x V(p) = V(px20)
(6,7) = zu(e,7)

Aut] —€u,eu[x V(n) = V(0)
(6,7) = Aule,7),

tels que

(e,mAz) €] —eu, eu[ x Vi(p) x V(0) x V(uxzo) A=Ay, 1)
{F(e,r,/\,z):O Ve { =

En particulier pour tout 7 € V(u), on a :

{Au(o,f) =0

2,(0,7) =Txxo.
D’autre part,on a:
Fle,m, \\z2) =0 = F(E,T-I—ZT,/\,(ZT)*J:) =0,VLcZ;
d’on

V(e el —anelx i, {prmeT TNz

Zyrer(6, T+ LT) = (£T) x zu(e, 7) -

Comme Vintervalle [0, T'] est un compact :
Ip1, e ni €00, T [0, TIC | Vim).
'L=11.7

On pose € = min{é,, | i =14 j} et on définit les fonctions z et A respecti-
vement de ] — €, €[ x IR dans W'A(RR) et de ] — €, €[ x R dans R par

Ale, T) = Ay (e, 7 — £T)
z(e,7) = (£T) * zy; (e, 7 — €T,

aveci€{l,...,jh L€ Z|T— LT € V(y;).

Viegr)e] -2 e[ xR, {
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On vérifie facilement que la fonction z est de classe CP~1 et vérifie a),
b), c) et d). Soient 1 € IR, 5 € IR tels que

VEecZ, 1 #7+LT,

on a
71 %20 — (2 + £T) x 20| 1,6 >0, VeEZ,
et

1|it1|nif.lof”ﬁ xz0 = (12 + T) x 2ol 1 s > |71 x 2ol ypr0 = [|20 1,6 > 05

d’ou

8= inf [ x20 — (72 + £T) x 20 1,0 > 0.

D’autre part, z“l(B(Tl * g, 6/2)) et z71 (B(Tg * xg, §/2)) sont deux
ouverts de | —€, €[ xIR; par conséquent, il existe g > 0, un voisinage ouvert
V(71) de 7 dans R et un voisinage V(73) dans R tels que

z(] —€g, €g[ X V(T]_)) C B(r1 x 29, 6/2),
Z(] — €9, EO[X V(T‘z)) C B(Tg*mo, 5/2),

d’ou
z(e,m) # ({T) xz(e,m2), VLEZ,

car B(T1 * T, 5/2) ﬂB((Tg +£T)*1:0, 5/2) = 0.

2. Bifurcation au voisinage d’une famille & un paramétre

On considére toujours la famille 4 un paramétre {r » zo, 7 € IR} avec
zg € Wl'ﬁ(R) : solution doublement asymptotique a zéro du systéme (10).

DEFINITION 1.— On dit que l'orbite homocline zg est non dégénérée st
dim Eo =1.

Comme Ej représente I’espace tangent 4 la famille 4 un paramétre {r*

zo, T € IR} au point zg dans Wl’ﬁ(IR), I’hypothése de non dégénérescence

veut dire “en gros” que la famille {r xz¢, 7 € IR} est isolée dans ’ensemble
des solutions doublement asymptotiques a zéro de (1p).
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THEOREME 1. — Sous les hypothéses (H1)-(H2). On suppose de plus, que
zo est non dégénérée et que g est hamiltonienne; alors, il existe e7 > 0 tel
que, pour tout € € |—e€q, €1 [\ {0}, I’équation (1) admet, dans un voisinage
de la famille & un paramétre {rxzg, T € IR}, au moins deuz solutions z1(€),

z9(€) doublement asymptotiques d zéro et géométriquement distinctes (i.e.
21(€) # (£T) x 29(¢), pour tout L € Z).

Démonstration

Comme g est hamiltonienne, il existe une fonction réelle f de R xIRx R2NV

dans R telle que :
K(e,t,z) = Jfi(t,€,2).

Pour tout € € ] — €9, €o[, on pose :
he :R—R
1
‘r—»/ {EApz—}-R(z)-{—f(t,e,z) dt
IR

avec z = z(e, 7)(t); on démontre sans peine que h. est de classe CP™! et
vérifie :

he(r+T) =he(r), VT€ER.
D’ou, il existe 7 (¢) # 72(€) € [0, T'[ tels que

he(rl(e)) = min{he(r) ; TE[O, T]} = min{he(r) 1 TE IR},
he(r2(€)) = max{he(); 7 € [0, T} = max{he(r); T €R};

par conséquent

d .
Ehe(Tl(e))ZO, i=1ou?2.

D’autre part, d’aprés la proposition 1 :

Vee]—eo, e, VTEIR, I Ale, 1) €|R|
Az(e,7) + R'(z(e, 7)) + fi(-,€,2(, 7)) = A&, )T x o .
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D’ou

A(G,Ti(e)) [/"; g—i— (e, Ti(é)) - 7;(€) *yg] =0, i=1lou?2;

or

/.‘?f(O,T).r*yo.—./]yo‘2>0 pour tout 7 € IR.
IR OT IR

Par continuité, on obtient :

8z

d0<e<e|Vee]—€,e[, VTER; /a——(e,r)~7'*y0 >0.
IR OT

Soit

)\(e,ri(e)) =0,Ve€]—€,6[, i=1ou2;

ce qui prouve que zi(e) = z(e, 7'1(6)) et za(€) = z(e,rg(e)) sont deux
solutions doublement asymptotiques & zéro de (1¢), et d’aprés e) de la
proposition 1, on a :

z1(€) # ({T) x z3(e), VL€ Z.

Remarques

i) Soit Wg(0) (resp. W2 (0)) la variété instable (resp. stable) du systéme
(1¢). En utilisant (H1), il est facile de voir que lintersection de W*(0)
et WZ2(0) au point z = 0 est transversale. Dans le cas ou la pertur-
bation est non autonome; il est fort probable que ’intersection de la
variété stable W7 (0) et de la variété instable W (0) est transversale
dans un voisinage U de z = 0. Par conséquent, pour k assez grand,
Pintersection de W(0) et W2(0) au point (kT) x z;(¢), i = 1 ou 2,
est transversale; ce qui prouve que les orbites 2;(¢) et zy(€) sont des
orbites homoclines transversales.

E

Si 'orbite homocline z;(€) ou z2(€) est transversale, le théoréme de
Smale [17] montre I’existence d’une infinité d’orbites homoclines du
systéme (1).

- 226 -



Bifurcation d'orbites homoclines pour les systémes hamiltoniens

3. Conditions de bifurcation homocline

On considere la fonction de Melnikov (voir [14], [15]) :
M(r)= / h(zo(t — 7)) - TgL(0,¢, zo(t — 7)) dt.
IR

On pose :
S ={(e,z) €R x WIA(R) | z est une solution de (1¢)},

Z={(0,7xzq) | T €R}.

3.1. Condition nécessaire de bifurcation

THEOREME 2.— Sous les hypothéses (H1)-(H2). De plus, on suppose
que zg est non dégénérée. Soit T € R tel que M(r) # 0. Alors, il existe un
voisinage W de (0,z9(- — 7)) dans R x WHA(R) tel que :

(,2) eW e=0
et = { et
z est solution de (1) z2€Z.

Démonstration
Soit 7 = —r. On définit I’application G de R x W1#(R) dans R x LA(R)

par:

G(e, z) = (/mz-r*yo, Az + R'(z) — JK (e, -,z)> .

G est une application de classe CP~1, et on a :

G(0, 7 xzo)(€,2) = (/ z-Txyp, Az + R'(rxz0)z — eJK/(0, -,‘r*:co)>
IR

= (/ z-Txyo, Lrz — eJKL(0, -,‘r*mo)> .
IR

Vérifions que G(0, T  zg) est un isomorphisme. Soit (s,u) € R x LA(R),
Popérateur £, réalise un isomorphisme entre X, et Y et on a :

W'B(R) = E. ® X-,
L°(R) = B, ® X ;
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d’ou
JlceR, Jus €Yy |u=crxyg+ us,
3!deR, 3k €Y, | JKL(0, G Txxo) =dTxyg+ k3.
D’autre part, un calcul simple nous donne :
K{(0,t,2) = h'(2)y(t) — 9(t) + g'(0,t,2z), VzecR¥™ teR,
avec y est I'unique solution 7'-périodique de :
g = h'(0)y + g.(0,2,0),

D’on
/1; Txyo(t) - TK[(0,¢, 7 x2o(t)) dt =
- [R do(t+7) - TEL(0,1,20(t + 7)) dt
- /IR:éo(t +7)- [TH! (zo(t + 7)) u(t) — T§(t) + Tg! (0,1, 0(t + 7))] dt
= M(-7)+ /'R o(t+7) (—H"(zo(t +7))y(t) — Jy(t)) dt

=M(-1)- [R [H"(zo(t + T)):bo(t + T)y(t) + H'(zo(t + T))y(t)] d¢

= M(=r) = [ [H(wo(t + 7)ut0)) e

=M(z) #0,
ce qui prouve que d est non nul. Soient € = —c/d, z2 = L7 !(eky + uz) et
z = 8T x Yo + z2. On vérifie facilement que (¢, z) est I'unique antécédent de

(3, u).

D’apres le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert Wy de
(0, Txzo) et un voisinage V1 de G(0, Txzg) = (0, 0) dans R x LA(R) tels que,
G soit un CP~! difféomorphisme de W; sur V;. Comme S = G~ (Rx {0}),
S N W, est une variété de classe CP~! et de dimension un. Or, Z est une
variété de dimension un et Z C S. D’ou, il existe un voisinage ouvert
W C W1 de (0, 7xz0) tel que SNW = ZNW. Autrement dit, si M(z) # 0,

il n’existe pas de solution de (1) au voisinage de zo(- — 7) pour ¢ # 0. La
condition nécessaire de bifurcation au point zo(+ — r) est donc
M(I) =0.0
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3.2. Condition suffisante de bifurcation

THEOREME 3.— Sous les hypothéses (H1)-(H2). De plus, on suppose
que zg est non dégénérée. Soit T € IR tel que

M(r)=0 e M'(z)#0.
Alors, il existe € > 0, une application
z:]—€, e[ — Wl’ﬁ(R)
de classe CP~3 et un voisinage W de (0,2(- — 1)) tels que :

z(€) est une solution doublement asymptotique a zéro de (I¢),

{(e,z(e)) s e -2, e[} C W,
{(ea()) se€ 1 -2, € [}nZ = {(0,20(- —~ 1))} -

|

Démonstration

D’aprés la proposition 1, il existe g > 0 et une application :

z2:] =€, o[ xR — WIA(R)

(e,7) — z(e,7)
de classe CP~1 tels que :

2(0,7)=Txz9, YVTER,
Az(e,7) + R'(z(e,7)) — JK (e, -, 2(¢, 7)) € E- .

Soit A ’application de | —€p, €g [ x IR dans R :

Ale, 1) = /I;'«‘ (Az(e,r) + R/(z(e, T)) - ]K(G, -, z(e, ‘r))) - Txygdt;

il est clair que A est de classe CP~! et que A(0, 7) = 0, pour tout r € R. Par
un simple calcul, on obtient :

oA

E(Ov _I) - -M(Z) - 07

oA 3%

E(Oy—l) = m(oy‘“l) =0,
82 ,
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Par conséquent, A"/(0, —r) est inversible et on a :
det A"(0,-7) < 0.
D’aprés le lemme de Morse, il existe un Cp_3-diﬂ'éomorphisme p d’un

voisinage | — 1, n[ x ] — 5, n[ de (0,0) dans un voisinage V de (0,—7)
tel que :

p(0,0) = (0,-1),
p(r,s) = (6(1‘, s), T(Tvs)) : ITI <mn, |s|<n,
AMo(rs) =r2 —s2:|r| <7, |s| < 7.

d’ot
Ap(r,r)) =0:|r| <1,
Ap(r,—7)) =0: 7| < 7.

Or, A(0,7) = 0, pour tout 7 € IR; d’oti I’une des deux courbes précédentes
coincide avec la courbe r — (0,7 — 7) sur lintervalle | — 7, n[. Par
conséquent, 'une des applications suivantes est égale a I’application nulle
de]—7n,n[dansR:

yir —€e(nr)

E:r —e(r,~r).

Utilisant le fait que p est un difféomorphisme, on obtient :

Oe e

2 (0,0) + 5o (0,0) £ 0,
ou

13 O¢

5(0,0)— 5(0,0) #0,

ce qui prouve que I’application non nulle v ou £ est un difféomorphisme de
classe CP~3 d’un voisinage | — 6, §[, 0 < § < 7, dans un voisinage ]—-¢, ¢
de zéro dans R. Il existe donc une application 7(-) de | — €, €[ dans R de
classe CP~3 telle que :

Ale,7(e)) =0, Vee]-—¢, el
On pose alors z(e) = z(e, 7(¢)) pour e € | — ¢, €[.0
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4. Développement asymptotique

Dans cette partie, on suppose que les hypothéses du théoréme 3 sont
vérifiées. La condition nécessaire de bifurcation au point T x zg (voir
démonstration du théoréme 2) est équivalente a :

JKL0, -, Fxzg) € Y.
Comme L= réalise un isomorphisme entre X7 et Yz, le systéme suivant :

—Ji= Az + R"(Fxzg)z — JK.(0,t, T xz0(t)),
teR, (37)
z=1z(t) € RZV

admet une solution unique zg doublement asymptotique a zéro et apparte-
nant a Xz, c’est-a-dire

/ Zo(i) T x yo(t) dt=0.
IR
Utilisant c) de la proposition 1, on vérifie facilement que :

20 = % z(0,7).
On pose :
a=M(-7),
b= /IR[Jh”(?* zg)zgzo + JK;'E(O,t,?*zO) +
+ 2K (0,t,Fxz0)z0] - T x yo dt.

On a le théoréme suivant.

THEOREME 4.— Sous les Hypothéses (H1)-(H2). De plus, on suppose
que p est supérieur ou €gal d 4 et qu’il existe T € R tel que :

M(-7T)=0 et M'(-F) #£0.

Soit z1 = zg + (b/2a)T x yo. Alors la fonction € — x(e) donnée par le
théoréme 3 admet le développement asymptotique suivant :

z(e) = Txxg+e€ -1+ o(e),

avec lim_,q (0(5)/6) =0.
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Démonstration
L’application € — xz(€) = z(e, 7(¢)) est de classe CP~3 dans un voisinage
W de zéro et comme p > 4, il suffit de prouver que z/(0) = ;. Autrement
dit : 92 5
z
0
07+ ()2

D’autre part,ona:

- b _
(0, T)=10+£T*y0-

Ae,r(€)) =0, Yeew,

N, )
Be (0,7) = o (0,7) =0,
32x,
5&7 (0, T) = —b,
8%\ _
Oedr 0,7) =a,
d’ou
) )

7'/(6)5—1: (e,7(€)) + Be (e,7(€)) =0, Veew.

En divisant I’équation ci-dessus par € et en faisant tendre € vers zéro, on

obtient : 5
!
0) = —
(0) 2a’
d’autre part
8z (0,7)
e ' T) = )
Oe¢ 0
9z
= (0,7) =
37_( T)=Txyo

5. Exemples de bifurcation

Dans ce paragraphe, on applique les résultats des paragraphes 2 et 3 a
deux exemples. Le premier exemple est un systéme a un degré de liberté :
équation de Duffing (voir [14]). Le second exemple est un systéme a deux
degrés de liberté : systéme de type Hénon-Heiles (voir [16]).

5.1. Equation de Duffing
a'é—w+z3:b(6,t,:c,:b), (1)
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avec
b(0,t,z,y) =0, Vit z yeR,

et b est T-périodique par rapport a t.

On pose u = z et v = &, on obtient le systéme suivant :

U=

iv:u—us-}-b(e,t,u,v),

(2)

soit encore

z = h(z) + g(e, t, 2) (3)

avec z = (u,v), h(z) = (v, u — u®) et g(e,t,2) = (0,b(e, t, u, v)).

Pour € = 0, le systéeme non perturbé
z = h(z)

vérifie (H1) et (H2) avec

R0
o =\ap ' “ap |-

D’autre part, on vérifie sans peine que la solution du systéme linéarisé autour
de z¢

5 = b (zo(t)) 2
qui vérifie la condition initiale
z(to) = (1, 1),
avec tg € RT tel que 1 — (6/ch2(to)) > 1/9, tend vers 'infini quand ¢ tend
vers +oco. Par conséquent, la dimension de Ej est égale a un; ce qui prouve

que zg est non dégénérée.

Premier cas : b(e, t,u,v) = b(e, t, u)

D’aprés le théoréme A, pour tout € voisin de zéro, ’équation (1) admet au
moins deux orbites homoclines z;, 23, géométriquement distinctes (zl( ) #
z22(- +LT), L€ Z).
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Deuziéme cas : b(e, t,u,v) = e(y cos(wt) — §v)

D’aprés un calcul fait dans [14], la fonction de Melnikov est égale a

_ sin(wT)
M(T) = -—? - \/_2-‘/1TWW.

D’aprés le théoréme B, pour € voisin de zéro,

226
Symrw
voisinage de zg;

. 24/26

si
3yrw
voisinage de zg, solution de (1) pour € voisin de zéro.

si ch(wr/2) > 1,1l n’y a aucune orbite homocline de (1) dans le

ch(wm/2) < 1,1l y a exactement deux orbites homoclines dans un

5.2. Systéme de type Hénon-Heiles

{z'(t) = JH (e, 1, 2(t)) )
teR, €>0, z(t) = (p1,p2,q1,92) €R?

avec

2 2 2(,2 2 3
pi +p w(q] + ¢ q
H(e,t,z): 1 2 2 - ( 12 2) —Q%QZ—TZ‘FG(GJ,Z),

ou G est une fonction réguliére de ¢, ¢, z, T-périodique par rapport a t et
identiquement nulle pour € = 0.

On vérifie sans peine que

zo = (41, 42, 91, 92)

avec
3

2
‘11(t):Q2(t):—Z (a-(w%'/—z)-) , t€lR,

est une orbite homocline du systéme non perturbé et que z = (21, 23, 23, 24)
€ Ej si seulement si

z3=24=9Y
n=2=y

e
(ch(wt/Zt))2
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De méme maniére que l’exemple précédent, on montre que 1’équation en
y admet une solution qui tend vers l'infini quand ¢ tend vers +o0; d’ou la
dimension de Ejy est égale a un. Par conséquent zg est non dégénérée.

D’aprés le théoréme A il y a bifurcation de deux orbites homoclines.
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