
ANNALES DE LA FACULTÉ DES SCIENCES DE TOULOUSE

JEAN FRESNEL

MARIUS VAN DER PUT
Uniformisation de variétés de Jacobi et
déformations de courbes
Annales de la faculté des sciences de Toulouse 6e série, tome 3, no 3
(1994), p. 363-386
<http://www.numdam.org/item?id=AFST_1994_6_3_3_363_0>

© Université Paul Sabatier, 1994, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de la faculté des sciences de
Toulouse » (http://picard.ups-tlse.fr/~annales/) implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitu-
tive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AFST_1994_6_3_3_363_0
http://picard.ups-tlse.fr/~annales/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


- 363 -

Uniformisation de variétés de Jacobi et

déformations de courbes

JEAN FRESNEL(1) et MARIUS VAN DER PUT(2)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. III, n° 3, 1994

RÉSUMÉ. - Soit Z/K une courbe non singulière complète sur un corps
value complet K. L’uniformisation de la variété de Jacobi de Z est une
extension d’une variété abélienne, principalement polarisée A(Z), avec
bonne réduction, par un tore. A l’aide de la théorie des déformations de
courbes on montre qu’en général A(Z) n’est pas un produit de variétés
de Jacobi.

ABSTRACT. - Let Z/K be a non-singular complete curve over a com-
plete valued field K. The uniformization of the Jacobi variety of Z is an
extension of a principally polarized abelian variety j~(~), with good re-
duction, by a torus. Using déformation theory of curves, one shows that
A(Z) is in général not a product of Jacobian varieties.

1. Introduction et esquisse du travail

Soient K un corps value complet de corps résiduel k, Z une courbe
projective non singulière, connexe sur K ayant une réduction stable Xo,
Jac(Z) la variété jacobienne de Z.

On sait que Jac(Z) admet un revêtement analytique universel G(Z)
qui est un groupe algébrique ([BL], [FP], [R]). On a donc un morphisme
analytique surjectif JLZ : G(Z) ~ Jac(Z) dont le noyau A(Z) est un Z-
module libre de rang h, discret dans G(Z) ; en fait, h est le nombre de

Betti du graphe de la réduction stable Xo de Z. Le groupe algébrique G(Z)
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est extension d’une variété abélienne A(Z) principalement polarisée, par un
tore T(Z) ~ G~~K. En plus A(Z) a bonne réduction, c’est x ... x

Jac(C~ ) où Ci ... , Cr sont les composantes irréductibles de Xo et où Ci
est la normalisation de En plus, on a

avec gi = On a donc le diagramme exact suivant :

La motivation de notre travail était de répondre à la question suivante.

Problème 1.1. . - Est-ce que la variété abélienne A(Z) est isomorphe
(comme variété abélienne principalement polariée) à un produit de jaco-
biennes de, courbes ?

On peut se borner au cas où g = dim A(Z) > 4, puisque pour
g  3, chaque variété abélienne principalement polarisée est un produit
de jacobiennes [OU]. Une façon d’aborder ce problème serait de considérer
le diviseur positif D C A(Z) associé à la polarisation principale de A(Z) et
de montrer que dim(sing D)  g - 4; c’est la méthode de ~Mu2~. La des-
cription explicite de A(Z) comme classes de faisceaux inversibles spéciaux
sur l’uniformisation de Z ( cf. [FPJ) ne semble pas donner une description
géométrique de D C A ( Z) .

Une autre façon d’aborder le problème serait d’utiliser la déformation
universelle de la courbe stable Xo sur k. Expliquons cela.

Soit k le corps résiduel de K. Soit W = W(k) défini par W = k
si car(k) = 0, W est un anneau de valuation discrète, complet, d’idéal
maximal pW et de corps résiduel k si car(k) = p > 0. Alors, la déformation



universelle de Xo est un schéma (formel) propre et plat sur Spec A, où
A = W ... , T3,~_ 3~~ et où .~ = g + h est le genre arithmétique de X~
([DM], [G]).

Soit OK l’anneau de valuation de K. Comme Z possède une réduction
stable, il existe un schéma ,~ plat et projectif sur OK dont la fibre spéciale
est Xo et dont la fibre générique est Z. La propriété universelle de X

implique l’existence et l’unicité d’un W-morphisme local ~p : A ~ OK tel
X ~A OK. .

Soit -Y le complété formel de la courbe stable X/A. On pose :

Alors Jac(X) est identique au complété J ac (X ) ~ du schéma semi-abélien
Jac(X ) ( cf. [DM~ ) le long de sa fibre spéciale = Jac(Xo). Comme
dans [R, p.473], la suite

se relève de façon unique pour chaque s : :

où Vs est un A/mÂ-schéma abélien avec une polarisation principale. La
limite conduit à la suite exacte

où T est un tore formel sur A et  = lim Vs en un schéma abélien formel
sur A avec une polarisation principale. Cette polarisation principale et

le théorème de GAGA formel montrent l’existence d’une suite exacte de

schémas en groupes sur A : :

dont le complété formel est la suite (1.2). Dans cette suite T(X) = 
est un tore sur A; An(X ) est un schéma abélien principalement polarisé sur
A de dimension g et bien entendu est extension de An(X) par T(X ).



Le changement de base : A --i OK ~ K transforme la suite (1.3) en

de (1.1). En particulier

Soit le schéma de module sur W des variétés abéliennes principalement
polarisées de dimension g. Le schéma abélien sur A induit un

morphisme p : Spec(A) -i tel que le point fermé de Spec(A) soit

envoyé sur ~ = x ... x E Soit : C~A9,1 ~~ --~ A le
W-morphisme local correspondant à p. Soit J C la clôture de Zariski
de l’application de Torelli -~ . Alors J est le "locus" de Jacobi.

Soit I C C~,,49,1 ~~ l’idéal induit par J. Alors le problème 1.1 est équivalent
au suivant. 

Problème 1.,~. Est-ce que

Cette question dépend de l’application inconnue p. Les questions sui-
vantes sont plus abordables.

Problème 1.3

a) ~(I~ ~ p ?

b) ~(I~ ~ pA? (si p = 0).

LEMME 1.4. On suppose qu’une des trois assertions suivantes est

satisfaite : :

a) ~(I~ y~ 0 et car(k) = 0 ;
b) ~(I) y~ 0 et car(k) = p ~ car(K) = 0 ;
c~ ~(I~ ~ pA et = car(K) = p ~ 0. .

Alors, il existe une courbe non singulière, projective, conneze Z sur K
de réduction stable Xo telle que A(Z) ne soit pas un produit de variétés de
Jacobi.

Démonstration. Une description plus explicite (§ 2.1) de X/A montre
l’existence d’un élément a E A, a ~ 0 et a ~ pA si car(k) = p ~ 0, tel que



03C6(a) ~ 0 pour un W-morphisme local 03C6 : A ~ OK implique que la courbe
Z = X ®A K ne soit pas singulière. On prend un élément b E ~~I ), b 7~ 0
(et b ~ ~A pour le cas c)). Il existe un W-morphisme local ~p : A -~ OK
avec ~(ab) ~ 0. La courbe Z = X possède les propriétés du lemme.

Remarque 1.5.2014 Dans la suite on donnera les conditions sur Xo telles

que

Comme la dimension de J/W est (3g - 3), cela implique

Pour faire le calcul de l’application tangente de ~ on remplacera l’anneau

nA9,1 ~~ par l’anneau C?~ = l’anneau local de la déformation universelle de
la variété abélienne principalement polarisée ~ ( cf. ~O~ ). Comme ~~ est

l’anneau des invariants de ~7~ sous l’action d’un groupe fini, ce changement
laisse valable le raisonnement (problème 1.2 et 1.3, lemme 1.4).

1.1 Première méthode (section 2)

Cette méthode est un calcul de l’application tangente de

pour une "courbe stable générale" Xo. Rappelons les notations. Les compo-
santes irréductibles de Xo sont Ci .... Cr; ; C1 , ... sont les normali-

sées des Ci et on a genre(Cni) = gi. Soit D l’ensemble des points doubles de
Xo. Un d E D est appelé point double interne si d se trouve sur une seule
composante Ci de Xo. Posons

Alors g + h est le genre arithmétique de Xo. On dit que la courbe Xo est
une courbe stable générale si Xa vérifie les propriétés suivantes :

1) gi 2: 1 pour tout i ; ;

2) si 3, alors Ci n’est pas hyperelliptique ;
3) pour i ~ ~, on a n C~)  gigj ; 



4) le nombre des points doubles internes sur Ci est ~ (1/2) (gi - 2) (gi - 3) ; ;
5) les points doubles de .Xo sont en position générale.

Le résultat principal (théorème 2.2) dit que pour une courbe stable

générale Xo, on a

Utilisant la remarque 1.5, une courbe Xo générale avec )tD + 3r - 3 +
~~2 ~ 1 gi = 1} > 0 satisfait ~~I~ ~ pA.

1.2 Deuxième méthode (section 3)

On suppose 2, et on considère une courbe stable connexe Xo/k
telle que : :

1) chaque composante irréductible est isomorphe a 

2) deux composantes irréductibles ont au plus un point en commun;

3) le nombre de points doubles sur chaque composante est pair;

4) le genre arithmétique de Xo est g + 1 et g > 5.

Soit : Xo le revêtement unique de degré 2 dont le lieu de

ramification est exactement l’ensemble D des points doubles de Xo. Soit
X/A la déformation universelle de Xo/k et soit A’ une extension finie
convenable de A de corps résiduel k. Alors

possède un revêtement de degré 2, Y’ ~ X’, relevant 03C00 : Y0 ~ X0.
Le schéma abélien An (Y ~) /A’ de dimension g induit un W-morphisme

local où ~ = Jac(Yn). Le résultat principal est (§ 3.5) : ~
est surjectif. . Comme dim A’/W = 3g, cela montre que ~(I) ~ pA avec
p = 0.

Utilisant le lemme 1.4 et la remarque 1.5, on montre l’existence d’une
courbe non singulière projective Z/K, K un corps value complet de corps
résiduel k tel que Z soit un revêtement non ramifié de degré 2 d’une courbe
de Munford (de genre g + 1 avec g 2: 5) et tel que A(Z) ne soit pas un
produit de variétés de Jacobi.



Remarquons le lien avec l’application

étudiée dans [DS]. On peut montrer que est isogène à 

(§ 3.2). Alors, notre étude de est équivalente à l’étude locale de

Prym au voisinage du point Xo~. L’image du morphisme Prym
est de dimension 3g. Le morphisme Prym n’est pas fini; il existe des points
~c E .ML9+1 ~2 avec dim Prym (Prym ~~ ~ 0. Notre théorème 3.5 montre que
le point  = est isolé dans Prym-1 (Prym ). Ce dernier
résultat ne semble pas être une conséquence du travail de [DS].

2. Déformation d’une courbe stable générale

Le but de cette section est de calculer l’application tangente (tan) et
l’application cotangente (cotan) de ~* : : Spec(A~ ~ Spec( O) induite
par la déformation universelle X/A d’une courbe stable Xo/k et par le

schéma abélien An(X). Commençons par une description de la déformation
universelle de Xo /k selon ~D M~ .

2.1 Déformation universelle de Xo/k

Nous utilisons les notations du paragraphe 1.1. Chaque point double

d E D possède une déformation universelle locale :

On a un W-morphisme local, canonique, formellement lisse : :

On identifie E D~~ avec son image dans A. Pour l’élément a E A
dans la démonstration du lemme 1.4, on peut prendre a = 03A0d~D td. Soit
A = A/(td ~ d E D) et X = X ~A A. Alors X est une déformation de Xo où

tous les points doubles de Xo "restent" des points doubles. La normalisation
Xn de X est une réunion disjointe ~2 X2 parce que est une réunion

disjointe des .



Pour comprendre Xi on a besoin de la déformation verselle d’une courbe
(connexe, projective, non singulière) C/k de genre 9 ;2: 0, munie de n points
rationnels distinct s Pi, ..., Pn. La stabilité de (C, Pl, ... Pn) est définie
par

Soit la déformation verselle de C/k. Les points Pi : Spec (k) ~ C se
relèvent en des sections Spec (R) - C. Soit P2+ donné localement par

= --~ R avec ~Z ~--i 0. On introduit une variable ~i ( 1  i  n~
pour chaque point Pi et des sections

données localement par

Pour g > 2, , (~ ®~ R ... , ~~~~ , Pi +, ... , P,~ + ~ est la déformation
verselle de (C, Pi ..., Pn ) Pour g = 1, on obtient la déformation verselle
en mettant ~1 = 0. Pour g = 0, il faut mettre ~rl = ~’2 = ~’3 = o.

On applique ce qui est au-dessus à , Dn n où D’~ C X~
( = la normalisée de Xo ) est l’image réciproque de D C Xo. Soit Ci/Ai la
déformation verselle de Ci /k et soit 03C0d une variable pour chaque d E Dn.
Pour gi = 0 (resp. gi = 1), il reste sous-entendu que 3 (resp. 1) des xd est 0.
Alors, on voit facilement que

et que

Finalement, on note que l’espace tangent (resp. cotangent) de Spec(A)
un isomorphe à (resp. ® (~DS~, [DM]~.

Remarque 2.1. - Le morphisme ~ : - A n’est pas fini en général.

En effet An(Xn) = An(X) = An(X ) ®A A se décompose en



Soit ~2 = Jac(Ci) et soit n~i l’anneau local de la déformation universelle
de ~2. Alors on a un diagramme commutatif

Si 03C8 est fini ( i. e. A est un O03BE-modèle de type fini) alors tous les 03C0d (d E 
sont nuls. Pour chaque Ci on a trois possibilités :

1)9i=1~C2=C‘i et#(.lJrlCi)=1

2) ~ = 0, C, = C~ et f(D n C,) = 3

Une analyse combinatoire montre que la finitude de ~ implique alors
h = 0. Cette situation ne nous intéresse pas ici.

2.2 Déformation d’une variété abélienne V/k

On suit ici l’exposé de [O]. Une variété abélienne V/k, de dimension g,
possède une déformation universelle ~/R~. L’anneau local R~ est lisse sur
W et dim(R’/W) est g Z L’espace tangent de Spec(R’) peut être identifié à

où V t est la variété abélienne dual et où Tv,o (resp. Tvt ~o ) sont les espaces
tangents de V (resp. Vt) en 0. 



Soit maintenant (V, À) une variété abélienne principalement polarisée
avec polarisation À : : V ~ Vt. Alors (~, À) possède également une défor-
mation universelle (V, ~1.)/R. L’anneau R est lisse sur W,

R est un quotient de R’. L’espace tangent de Spec(R) peut être identifié à
Le morphisme R’ - R correspond à l’inclusion

s

(où ~s signifie produit tensoriel symétrique, c’est-à-dire qu’on identifie 
et y ~ x ~ . Si V est la j acobienne d’une courbe, non singulière, pro j ective (non
nécessairement connexe) C, alors, l’espace tangent de Spec(R) peut s’écrire

L’espace cotangent de Spec(R) est canoniquement isomorphe à

L’application contangente de Torelli est l’application canonique

THÉORÈME 2.2. - Soit une courbe stable générale ~§ 1.1~ de défor-
mation universelle X/A. Soit ~ la variété abélienne principalement polarisée

Alors An(X ~/A induit un W -morphisme local ~ -~ A tel que

COROLLAIRE 2.3. - Soit Xo/k une courbe stable générale telle que



Soit K un corps valué complet de corps résiduel k . Alors il existe une courbe

(conneze, non singulière, projective~ Z/K de réduction stable Xo telle que
A(Z) ne soit pas un produit de variétés de Jacobi.

Démonstration du corollaire ,~. ~ - Appliquer le théorème 2.2, le lemme
1.4 et la remarque 1.5.

Remarque 2.4. - Les plus petits exemples de Xo vérifiant le corollaire
2.3 sont :

a~ r=l;g=g1=4et#D=1;

b) r = 2; 91 =g2 =2;g=4et fD=4.

Démonstration du théorème ,~. Z. . - Il suffit de montrer que l’application
cotangente (cotan) de Spec(A~ ~ * possède une image de dimension

En utilisant les paragraphes 2.1 et 2.2, on voit qu’il existe un diagramme
commutatif 

.

où al, a2, ag, ~y sont les applications canoniques.



L’application al est surjective parce que c’est une projection. L’applica-
tion a2 est surjective parce que chaque 1 et si 3, la courbe Ci
n’est pas hyperelliptique. L’application a3 est injective. Alors

Il existe une suite de faisceaux 0 ~ L ~ 03A9X0 ~ 03C9X0 ~ M - 0 où

,Cp = 0 pour p ri D et ~Cp ^-_’ k pour p E D, et la même propriété pour .A~.
Cela montre que le noyau de y est H~ ~;C ® ’-_‘’’ J~. Si nous produisons
pour tout d E D, un élément

tel que

alors on aura montré que

Cela montre le théorème. Pour l’existence de l’application r~ ci-dessus, il faut
considérer, deux cas : :

a) d se trouve sur deux composantes de Xo ;
b) d est un point double interne.

Cas a ). 2014 On peut supposer que Xo = Ci U C2 avec Ci, C2 non singulier
et #D = g1g2. Alors cotan applique ® H0(03C9C2) dans ker y. Soit
~ (ai, bi ) ~ i = 1, ... , gl g2 ~ les points doubles de Xo. L’application

possède la description explicite :

où cv ~d = (cv /dt) où t est un paramètre local en a. On montre la validité
de cette description en utilisant ~DS, pp. ?1-?2~.



Pour montrer que f est bijectif pour un choix général de

il faut produire un seul choix de gi g2 avec .~ bijectif.
Soit pi ..., , pg1 E Cl des points tels que

Alors possède une base wl , ... , w91 avec wi = 03B4ij. De même,
on choisit ql , ...) C2 et une base ~1, ... H0(03C9C2) telle que

= Pour l’ensemble des g1g2 couples, on prend

Pour ce choix, f est bijectif parce que = . Cela finit la

démonstration du cas a). 0

Cas b~. - On peut supposer que Xo est irréductible et que la normali-
sation C de Xo satisfait 9 ;2: 3 ; C non hyperelliptique ;

On considère le diagramme commutatif :

Il faut montrer que l’application

est bijective. Soit Il :::; i  (1/2) (g - 2~(g - 3)} l’ensemble des

couples de points identifiés par le morphismes C -~ Alors, comme dans
le cas précédent, Inapplication ~ possède la forme explicite :



Pour voir que l est en général bijective, il suffit de donner un seul exemple
de où f est bijective.
On suit maintenant la construction de Pétri [ACGH, p. 127]. Comme la

courbe C n’est pas hyperelliptique, il existe des points pi ..., Pg E C et des
formes holomorphes wi ..., E telles que ordpi = 1 - 03B4ij.
Cela implique que wlw2, w2, wlwi, w2wi, w2 avec 3  i  g~ est une
base de H0(03C9~2C). Les éléments 03C9i03C9j avec 3  i  ,j  g s’expriment dans
cette base. Cela donne une base explicite de ker(a2 o al) :

w (i, j ) = w2 ® w~ + une combinaison linéaire de

pour 3  i  j  g.
On choisit les ~1~2)~g - 2~(g - 3) couples (ai, bi) comme il suit :

On voit aisément que .~ j)) possède une seule coordonnée non nulle à la
place Cela achève la démonstration du cas b) et la démonstration
du théorème 2.4. ~

Remarque 2.5. - La démonstration du cas b) possède la traduction

géométrique suivante. Soit C une courbe non hyperelliptique de genre 9 ;2: 3
avec son immersion canonique C ~ Soit

un ensemble des cordes de C en position générale. Soit Q un élément de
degré 2 dans l’idéal homogène de C ~ Si Q s’annule sur chaque
corde Li, alors !~ = 0.

3. Revêtements de degré 2 d’une courbe de Munford

DÉFINITION 3.1. - On suppose 2. Soit Xo/k une courbe stable
conneze avec les propriétés suivantes :

1) chaque composante irréductible esi isomorphe à IP1k ;

2) deux composantes irréductibles ont au plus un point commun;



3~ le nombre de points doubles sur chaque composante est pair ;

~~ le genre arithmétique de Xo est g + 1 et g > 5. .

Soit 03C00 : Y0 ~ Xo le revêtement unique de degré 2 dont le lieu de

ramification est exactement l’ensemble D des points doubles de Xo .

Remarque 3.2. - Construisons un exemple explicite de courbe Xo satis-
faisant les propriétés 3.1. Soit ~ le graphe qui admet un seul sommet et deux
lacets, B le revêtement universel de 9. C’est un arbre dont chaque sommet
a la valence 4. Soit r le groupe libre à deux générateurs y2 ~ opérant
sur B tel que I‘ ~ B ’v g.

On considère l’homomorphisme p : r -~ ~ /g7L défini par p(y1 ) = 1 et
p~y2 ) = 2. Soit I‘g - ker p. Alors ~e~ ne possède pas d’éléments de
longueur au plus 2 parce que g > 5. Cela montre que le graphe Bg := Fg ~ B
est un graphe combinatoire.

Clairement, il existe une courbe stable Xo, dont les composantes irréduc-
tibles L1, , ..., Lg sont des droites IP~ et dont le graphe d’intersection est Bg .
Dans cette situation Yo aura pour composantes irréductibles El, ..., , Eg Le
graphe d’intersection de Yo est aussi Bg (son nombre de Betti est g + 1).

3.1 Relèvement du revêtement 03C00 : Y0 ~ Xo

Soit X /A la déformation universelle de Xo /k . C’est une courbe de

Mumford sur R. On voudrait relever le revêtement 03C00 : Y0 ~ Xo. Ceci est

possible après une extension finie A’ de A. Soient {td ~ d E D~ les paramètres
de A correspondant aux points doubles de Xo.

Alors A’ ~ d E D~ où sâ = td pour tout d E D. Soit X ~ :_
X ~A A’ la courbe de Mumford sur A’. On a le résultat suivant.

LEMME 3.3. 2014 L’ensemble des relèvements 03C0 : Y’ ~ X de 03C00 : Y0 ~ Xo
est en bijection avec

où ~ est le graphe d’intersection de Xo .



Démonstration. - Précisons la définition de relèvement ~r : Y’ - X’ de
03C00 : Y0 ~ X o :

1) yI/A’ est une courbe stable de fibre spéciale Ya ;
2) Y’/A’ possède un automorphisme ~ d’ordre deux, tel que Y’/~1, ~~ ̂-_’

X’ et que la fibre spéciale de 03C3 est l’automorphisme de Yo/Xo.
Soit Y’ donné et soit d un point double de Yo. On peut montrer que

l’anneau local est isomorphe à A’ ~~ y1, y2 ~~ / (yl y2 - sd) et que l’action
de 03C3 prend la forme et 03C3(y2) = "2/2’ .

Pour donner la construction d’un relèvement Y’ de Yo --> Xo, on
introduit quelques notations. Soit {L1, ..., l’ensemble des composantes
irréductibles de Xo. On pose

Soient XI et X’(d) les ouverts formels de X’ au-dessus de L2 et Xo(d).
Alors X’, vu comme A’-schéma formel, est donné comme recollement par
des isomorphismes :

Un calcul explicite montre l’existence et l’unicité d’un A’-schéma formel
et plat, Y’(d), avec un automorphisme d’ordre 2 tel que : :

a) la fibre spéciale de Y’(d) est Yo(d) = l’image réciproque de Xo(d);
b) Y’(d)l~1, ~’(d)~ ^-_’ X’(d).

On a également l’existence et l’unicité d’un couple (Y’, tel que :

a) la fibre spéciale de Yi’ est l’image réciproque de Li dans Yo ;
b) ’~ 21 / l 17 nr X2 .
Un choix arbitraire d’isomorphisme ~ (i, j ) au-dessus des ~p(i, j ) :

03C8(i, j) : Y’i  ouvert formel de Y’(d) , où {d} = Li ~ Lj

donne par recollement un relèvement Y’ --~ X’ de Yo ~ Xo. On peut chan-

ger chaque j) par où n(i, j) E 7L/27L. L’ensemble 1 n(i, j) I
s’interprète comme fonction sur l’ensemble des arêtes orientées de 9 à va-
leurs dans 7~ /27L . Ensuite, ~ n(i, j ) } et ~ m(i, j ) ~ définissent deux relève-
ments isomorphes de Yo -~ Xo si et seulement si il existe deux fonctions



Il {sommet de G} --; Z/2Z et f 2 : {arêtes non orientées de G} ~ Z/2Z
telles que : :

Cela montre le lemme. D

LEMME 3.4. Soient Yi’ --~ X’ ~i = 1, 2~ deux relèvements de Yo  Xo. .
Alors, il existe un isomorphisme y : des A’-schémas
abéliens.

Démonstration. - On considère le diagramme commutatif

où Z désigne la normalisation de Y{ x x . Les deux morphismes cano-
niques pi , p2 sont de degré 2 et sont non ramifiés parce que Y{ et Y2 sont
isomorphes au-dessus de chaque X’(d). .

On considère le morphisme a : -> défini par a =

Norm(p2) o p*1 .

La fibre spéciale ao de a est la multiplication par [2] : Jac(Yo)
suivie par un automorphisme d’ordre deux de Jac(Yo). Le morphisme a
induit une isogénie

de fibre spéciale Alors

(Yô est la normalisation de Yo) est aussi la multiplication par [2] suivie
par un automorphisme d’ordre deux de Il suit de cela que ker ,Q =

~2~, et que ~3 se factorise en

où i est un isomorphisme.



THÉORÈME 3.5. - Soit Y’/A’ un relèvement de Xo (définition
3.1 et lemme 3.3), soit ~ la variété abélienne, principalement polarisée
03BE = Jac(Yn0) et soit O03BE l’anneau local de la déformation universelle de 03BE.
Alors le W-morphisme local ~ : C~~ --> A’ induit par An(Y~)%A~ est surjectif.

COROLLAIRE 3.6. - Soit K un corps valué complet de corps résiduel h .
Alors il existe une courbe non singulière complète Z/K telle que :

1~ Yo est la réduction stable de Z ;

2) Z est un relèvement non ramifié de degré 2 d’une courbe de Mumford
sur K, dont la réduction stable est Xo ;

3) A(Z) (diagramme ~1.1~~ n’est pas un produit de variétés de Jacobi.

Démonstration de 3.6. Soit le "locus de Jacobi". On sait

que dim w C~~/I = 3g - 3 et dimw A’ = 3g. La surjectivité de A’ et
des arguments de la section 1 montrent le corollaire. 0 ,

Démonstration de théorème 3.5. - Soient i  r} l’ensemble
des composantes irréductibles de Yo, ~2 := Jac(Ci) avec la polarisation
principale canonique, l’anneau de la déformation universelle de ~2.

Commençons par la description explicite de A’. Soit ~L2 i  r~
l’ensemble des composantes irréductibles de Xo. Soit

alors, Ci -; Li est la courbe hyperelliptique, ramifiée en Di et 
9i .

On peut identifier (Li, Di) avec (IP~ , ~0, 1, oo, ai ... , a2gi -1 ~) . La
déformation verselle de peut s’écrire comme

où 0, = ..., et Aj : Spec(Oi) ~ A1Oi G IP1Oi est donnée

par ~ Oi, X ~ r(aj) et r(aj) ~ W est un représentant de

Au-dessus de on considère la courbe hyperelleptique C~ donnée par
Inéquation affine



Considérons Panneau ~ := ~/({~!~~~})- H ~st clair que ~ =

O1W ... WOr. Soit Y" = Y’ ~A’ A". Alors

Écrivons 03BEi pour la variété abélienne principalement polarisée et

pour l’anneau de la déformation universelle de ~i.

Alors on trouve un diagramme commutatif :

Le morphisme a et le morphisme canonique associé à la décomposition
~ == ~1 x ~ ~ ~ x ~,.. L’application tangente de a est l’inclusion :

La surjectivité de ~ : ~7~ -~ A~ est alors une conséquence des assertions
suivantes :

a) -~ C~i est surjectif pour tout 1 ;

b) l’image du vecteur tangent 8/8sd de Spec(A.~) dans le facteur

~ de l’espace tangent de est non

nul. Ici, ~d~ = Li n Lj et i  j.

Démonstration de a~. - Remarquons que l’assersion a) est proche du
résultat principal de [OS]. .

Dans la démonstration de a), on peut remplacer W par k. On considère
la courbe hyperelliptique C/k ~~pl, ... , p2g-1~~ de genre g, donnée par

l’équation affine

Soient Co la fibre spéciale de C, 0 l’anneau de la déformation universelle
de Co, ~ = Jac(Co) avec sa polarisation principale et n~ l’anneau de la
déformation universelle de ~. Alors



l’application induite par le schéma abélien ~~pl , ... , p2g- 2 ~~ , se

décompose en : :

L’application tangente de ~ se décompose en : :

où a est l’application de Kodaira-Spencer. L’application cotangente de ~ se
décompose en

où ~C3* est l’application canonique.
Pour le calcul de a( 8/ 8pj), on considère la suite exacte :

qui induit l’application de Kodaira-Spencer :

Un calcul explicite montre que 8/ 8pj ne se relève pas en section de
DerC/k. Par contre, 8/8pj se relève en une section de DerC/k
où Aj est le diviseur positif de C donné par x = aj + pj et y = 0.

Considérons la suite exacte de faisceaux

et la suite de cohomologie

Ce qui précède montre que a( 8/ 8pj) est un élément non nul dans l’image
de i.



Cela implique une description explicite de a* . Soit ti un paramètre local
convenable pour le point 0) de Co. Pour w E H~ (Co, qui a une

représentation locale on pose 03C9 |ai = f(0). Alors

Comme possède pour base ( 0  .~  g ~ l’image de
{3* ( 0  .~  2g - 2 } comme base. Le déterminant de
van der Monde implique que a* o ,a* est surjectif.

Démonstration de b).2014 Pour le calcul de l’image de ~/~sd dans

® H1 (nC~ ) (i  j et ~d~ = Li n Lj), on peut remplacer A’ par
A"’ = A’/ (~sd~ ~ d’ E D , d’ ~ d}). Ensuite Y’ ~A~ A"’ peut être remplacé
par la normalisation.

Cela veut dire qu’on travaille essentiellement avec la situation suivante : :

Xo = Li U L2 ; L1 ’--" L2 ’--" IP1; ; L1 n L2 est un seul point double ordinaire
identifié à 0 E L1, et aussi 0 E L2. Sur Li se situent d’autres points :

et sur L2, on a

Alors Xo est le revêtement de degré 2 ramifié exactement en

Les composantes irréductibles Ci C2 de Yo sont deux courbes hyperellip-
tiques de genre gi g2 ayant un point en commun.

Soit X/R la déformation verselle de Xo avec ses points. Explicitement :

où ~ pl , . .. , p291-1, ql , ~ ~ ~ , q2g2 -1 ~’ décrit la variation des points
..., , a2g1-1, bl , ..., b2g2 -1 ~ et où t décrit la déformation locale du

point double de Xo.



Ensuire R’ := avec s2 = t et Y’ --~ X’ est la courbe stable sur R’,
relèvement unique de Soient Y/A la déformation universelle de
Yo/k,  = Jac(Yy) et C~~ l’anneau de la déformation universelle de ~. Alors
le morphisme ~ : Spec(R’) --~ Spec~~?~) induit par Jac~Y’)/R’ = An~Y’)/R’
se décompose en

L’application tangente de ~ se décompose en

Soit d le point double de Yo. Il est clair que l’image de a(8/8s) dans
Ext1 est non nulle. Il suffit donc de montrer que {3 induit
une application nouvelle de

Nous avons déjà rencontré cette situation à la section 2. En considérant

l’application ~C3*, cela veut dire que

donnée par ~ = w2 ~0 (avec les notations ci-dessus) est non
triyiale. Il~ est évident 0 et cela achève la démonstration de théorème
3.5. 0

3.2 Variétés de Prym

La suite (1.3) appliquée à Y’ --~ J~ (lemme 3.3 et théorème 3.3) est

Soit 03C3 l’involution de Y’ -; X’, alors 03C3 opère sur Jac(Y’) et On
définit P = Prym (Y~/X ~~ par

Alors P~ s’identifie à



Comme l’action sur T(Y’) est (+ id) et sur An(Y’) est (- id), on trouve
une suite exacte :

où N = T(Y’) n P^ ~ T (Y~) ~2~ est un groupe fini. Une analyse plus fine
montre que N "~ (~/2~)9. Alors N est sous-groupe maximalement isotrope
de P^ ~2~ = P~2~. On a donc montré que An(Y~) ’-_‘r P/N où N est un sous-
groupe maximalement isotrope de P[2].
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