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Uniformisation de variétés de Jacobi et
déformations de courbes(*)

JEAN FresNEL(!) et Marius vaN DER PuT(?)

RESUME. — Soit Z/K une courbe non singuliére compléte sur un corps
valué complet K. L'uniformisation de la variété de Jacobi de Z est une
extension d'une variété abélienne, principalement polarisée A(Z), avec
bonne réduction, par un tore. A T'aide de la théorie des déformations de
courbes on montre qu'en général A(Z) n’est pas un produit de variétés
de Jacobi.

ABSTRACT. — Let Z/K be a non-singular complete curve over a com-
plete valued field K. The uniformization of the Jacobi variety of Z is an
extension of a principally polarized abelian variety A(Z), with good re-
duction, by a torus. Using deformation theory of curves, one shows that
A(Z) is in general not a product of Jacobian varieties.

1. Introduction et esquisse du travail

Soient K un corps valué complet de corps résiduel k, Z une courbe
projective non singuliére, connexe sur K ayant une réduction stable X,
Jac(Z) la variété jacobienne de Z.

On sait que Jac(Z) admet un revétement analytique universel G(Z)
qui est un groupe algébrique ([BL], [FP], [R]). On a donc un morphisme
analytique surjectif uz : G(Z) — Jac(Z) dont le noyau A(Z) est un Z-
module libre de rang h, discret dans G(Z); en fait, h est le nombre de
Betti du graphe de la réduction stable Xo de Z. Le groupe algébrique G(Z2)
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est extension d’une variété abélienne A(Z) principalement polarisée, par un
tore T'(Z) ~ G:ln,K' En plus A(Z) a bonne réduction, c’est Jac(C]') x -+ - x
Jac(C7*) ot Cy, ..., C, sont les composantes irréductibles de X et o cr
est la normalisation de C;. En plus, on a

dmA(Z)=g=g1+ - +9r

avec g; = genre(C?'). On a donc le diagramme exact suivant :

1
T

Jac(Z)
T

1 - T(2) - GZ) - AZ2) - 1 (1.1)

T

A(Z)
T
1

La motivation de notre travail était de répondre a la question suivante.

Probléme 1.1.— Est-ce que la variété abélienne A(Z) est isomorphe
(comme variété abélienne principalement polariée) & un produit de jaco-
biennes de, courbes?

On peut se borner au cas ot g = dimA(Z) > 4, puisque pour
g < 3, chaque variété abélienne principalement polarisée est un produit
de jacobiennes [OU]. Une fagon d’aborder ce probléme serait de considérer
le diviseur positif D C A(Z) associé a la polarisation principale de A(Z) et
de montrer que dim(sing D) < g — 4; c’est la méthode de [Mu2)]. La des-
cription explicite de A(Z) comme classes de faisceaux inversibles spéciaux
sur 'uniformisation de Z (cf. [FP]) ne semble pas donner une description
géométrique de D C A(Z).

Une autre fagon d’aborder le probléme serait d’utiliser la déformation
universelle de la courbe stable Xg sur k. Expliquons cela.

Soit k le corps résiduel de K. Soit W = W(k) défini par W = k
si car(k) = 0, W est un anneau de valuation discréte, complet, d’idéal
maximal pW et de corps résiduel k si car(k) = p > 0. Alors, la déformation
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universelle de X est un schéma (formel) propre et plat sur Spec 4, ou
A= W[[Tl, ceny T3¢_3]] et ou £ = g+ h est le genre arithmétique de X
((DM], [G]).

Soit O l’anneau de valuation de K. Comme Z posséde une réduction
stable, il existe un schéma Z plat et projectif sur Ox dont la fibre spéciale
est Xo et dont la fibre générique est Z. La propriété universelle de X
implique I’existence et I’unicité d’un W-morphisme local ¢ : 4 — Og tel
que Z >~ X ®4 Og.

Soit X le complété formel de la courbe stable X /A. On pose :

Jac(X) = lim Jac(X ®4 4/m%).

—
8

Alors Jac(X) est identique au complété Jac(X)" du schéma semi-abélien
Jac(X) (cf. [DM]) le long de sa fibre spéciale Jac(X), = Jac(Xo). Comme
dans [R, p.473], la suite

1 — Gk, — Jac(Xo) — Jac(Xy) — 1
se reléve de fagon unique pour chaque s :

1 - Gh

m,A/m’

- Jac(X)@A/my — V, — 1

ou V, est un A/m?-schéma abélien avec une polarisation principale. La
limite conduit a la suite exacte

1 - T — Jac()?) -V 51 (1.2)

ot T est un tore formel sur A et V = lim V, en un schéma abélien formel
sur A avec une polarisation principale. Cette polarisation principale et
le théoréeme de GAGA formel montrent ’existence d’une suite exacte de
schémas en groupes sur A :

1 - T(X) - G°X) — An(X) — 1 (1.3)

dont le complété formel est la suite (1.2). Dans cette suite T(X) = Gi‘n A
est un tore sur A; An(X) est un schéma abélien principalement polarisé sur
A de dimension g et bien entendu G°(X) est extension de An(X) par T(X).
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Le changement de base ¢ : A — Og — K transforme la suite (1.3) en
1 - T(Z) - G2) - A(2) - 1
de (1.1). En particulier
A(Z)= An(X)®4 K.

Soit Ay 1 le schéma de module sur W des variétés abéliennes principalement
polarisées de dimension g. Le schéma abélien An(X) sur A induit un
morphisme p : Spec(4) — Ay, tel que le point fermé de Spec(4) soit
envoyé sur £ = Jac(CT') x -+ x Jac(CF*) € Ag 1(k). Soit 9 : 6Ag,1,§ — Ale
W-morphisme local correspondant a p. Soit J C Ag 1 la cléture de Zariski
de I'application de Torelli My, — Ay 1. Alors J est le “locus” de Jacobi.
Soit I C O Agi ik Iidéal induit par J. Alors le probléme 1.1 est équivalent
au suivant.

Probléme 1.2.— Est-ce que

6.Ag e LA Ok se factorise sur 549.1,6/1 ?

Cette question dépend de ’application inconnue . Les questions sui-
vantes sont plus abordables.

Probléeme 1.3

a) ¢(I) # 07

b) ¥(I) ¢ pA? (si p = car(k) # 0).

LEMME 1.4.— On suppose qu’une des trois assertions suivanies est
satisfaite :

a) Y(I) #0 et car(k) = 0;

b) $(I) # 0 et car(k) = p # car(K) = 0;

c) ¥(I) ¢ pA et car(k) = car(K) = p # 0.

Alors, il existe une courbe non singuliére, projective, conneze Z sur K

de réduction stable X¢ telle que A(Z) ne soit pas un produit de variétés de
Jacobi.

Démonstration. — Une description plus explicite (§ 2.1) de X/A montre
Pexistence d’un élément a € A, a # 0 et a ¢ pA si car(k) = p # 0, tel que
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¢(a) # 0 pour un W-morphisme local ¢ : A — Ok implique que la courbe
Z = X ®4 K ne soit pas singuliére. On prend un élément b € ¥(I), b # 0
(et b ¢ pA pour le cas c)). Il existe un W-morphisme local ¢ : A — Og
avec ¢(ab) # 0. La courbe Z = X ® 4 K posséde les propriétés du lemme.

Remarque 1.5.— Dans la suite on donnera les conditions sur Xg telles

que R
OA ¢
im | —212_ ) > 3g—3.
dim ((p,kew)) >3

Comme la dimension de J/W est (3g — 3), cela implique

P(I) ¢ pA ol p=car(k)>0.

Pour faire le calcul de ’application tangente de ¥ on remplacera I’anneau
Oy, ¢ Par l’anneau O; = I’anneau local de la déformation universelle de

la variété abélienne principalement polarisée ¢ (cf. [O]). Comme o Ay ¢ et
I’anneau des invariants de O, sous ’action d’un groupe fini, ce changement
laisse valable le raisonnement (probléme 1.2 et 1.3, lemme 1.4).

1.1 Premiére méthode (section 2)

Cette méthode est un calcul de ’application tangente de
%* : Spec(A) — Spec(Oy)

pour une “courbe stable générale” Xg. Rappelons les notations. Les compo-
santes irréductibles de X¢ sont Cy, ..., Cr; CT, ..., CT sont les normali-
sées des C; et on a genre(C*) = g;. Soit D I’ensemble des points doubles de
Xo. Un d € D est appelé point double interne si d se trouve sur une seule
composante C; de Xg. Posons

g::Zgi et h=§D—-r+1.

Alors g + h est le genre arithmétique de Xo. On dit que la courbe Xg est
une courbe stable générale si X¢ vérifie les propriétés suivantes :

1) g; > 1 pour tout i;
2) si g; > 3, alors CI* n’est pas hyperelliptique;
3) pour i # j, on a §(C; N C;) < gig;;
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4) le nombre des points doubles internes sur C; est < (1/2) (g;—2)(g;—3);

5) les points doubles de Xg sont en position générale.

Le résultat principal (théoréme 2.2) dit que pour une courbe stable
générale Xp, on a

O¢
dim—— >3g—3+4D+3r—3+14{i|g; =1}.
ey 2 00—+ Hilgi =1}

Utilisant la remarque 1.5, une courbe X, générale avec §D + 3» — 3 +
#{i | g; = 1} > 0 satisfait ¥(I) Z pA.

1.2 Deuxiéme méthode (section 3)

On suppose car(k) # 2, et on considére une courbe stable connexe X /k
telle que :

1) chaque composante irréductible est isomorphe a IP}C;

2) deux composantes irréductibles ont au plus un point en commun;

3) le nombre de points doubles sur chaque composante est pair;

4) le genre arithmétique de Xg est g+ 1 et g > 5.

Soit mp : Yo — Xo le revétement unique de degré 2 dont le lieu de
ramification est exactement 1’ensemble D des points doubles de Xg. Soit
X/A la déformation universelle de Xo/k et soit A’ une extension finie
convenable de A de corps résiduel k. Alors

X’::X@AAI

posséde un revétement de degré 2, Y/ — X', relevant g : Yy — Xj.

Le schéma abélien An(Y’)/A’ de dimension g induit un W-morphisme
local O; 9, A’y ot £ = Jac(Y{'). Le résultat principal est (§ 3.5) : ¥
est surjectif. Comme dim A'/W = 3g, cela montre que ¢(I) ¢ pA avec
p = car(k) > 0.

Utilisant le lemme 1.4 et la remarque 1.5, on montre ’existence d’une
courbe non singuliére projective Z/K, K un corps valué complet de corps
résiduel k tel que Z soit un revétement non ramifié de degré 2 d’une courbe
de Munford (de genre g + 1 avec g > 5) et tel que A(Z) ne soit pas un
produit de variétés de Jacobi.
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Remarquons le lien avec I’application
Prym : Mgy12 — Agn

étudiée dans [DS). On peut montrer que Prym(Y”'/X’) est isogéne & An(Y")
(§ 3.2). Alors, notre étude de An(Y"') est équivalente & l’étude locale de
Prym au voisinage du point {m : Yo — Xo}. L’image du morphisme Prym
est de dimension 3g. Le morphisme Prym n’est pas fini; il existe des points
B E ﬂg+1,2 avec dim Prym‘l(Prym #) # 0. Notre théoréme 3.5 montre que
le point u = {mg : Yo — Xp} est isolé¢ dans Prym™} (Prym u). Ce dernier
résultat ne semble pas étre une conséquence du travail de [DS].

2. Déformation d’une courbe stable générale

Le but de cette section est de calculer ’application tangente (tan) et
’application cotangente (cotan) de ¥* : Spec(A) — Spec(O¢) induite
par la déformation universelle X/A d’une courbe stable Xo/k et par le
schéma abélien An(X). Commengons par une description de la déformation
universelle de Xo/k selon [DM].

2.1 Déformation universelle de Xo/k

Nous utilisons les notations du paragraphe 1.1. Chaque point double
d € D posséde une déformation universelle locale :

Spf (M) o Ag=Wtq] -

(zy —tg)

On a un W-morphisme local, canonique, formellement lisse :

®WAd—' td|d€D]]—>A
deD

On identifie W[[td |d e D]] avec son image dans A. Pour I’élément a € A
dans la démonstration du lemme 1.4, on peut prendre a = HdeD ty. Soit
A= A/(ty|d € D) et X = X®,4 A. Alors X est une déformation de Xp ol
tous les pomts doubles de X “restent” des points doubles La normalisation
X7 de X est une réunion disjointe ; X ™ parce que Xr® 4k est une réunion
disjointe des C7'.
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Pour comprendre X 7 on a besoin de la déformation verselle d’une courbe
(connexe, projective, non singuli¢re) C/k de genre g > 0, munie de n points
rationnels distincts P, ..., P,. La stabilité de (C, Py, ..., P,) est définie
par

n>3 sig=0,
n>1 sig=1,
n>0 sig>2,

Soit C/R la déformation verselle de C/k. Les points P; : Spec(k) — C se
relevent en des sections Pi+ : Spec(R) — C. Soit Pi+ donné localement par
O¢,p, = R[[z;]] — R avec ; — 0. On introduit une variable ; (1 < i < n)
pour chaque point P; et des sections

P{H' : Spec (R[[7r1, ceey ﬂ'n]]) —CQ®p R[[7r1, veey Wn]]
données localement par
R[[ﬂ'l, ceey wn]] [[:1:,]] — R[[ﬂ'l, ceey Tn]] , L5 b T

Pour g > 2, (C ®Rr R[[ﬂ']_, ceny ﬂ'n]] , P1++, cee, P,'LH') est la déformation
verselle de (C, Py, ..., P,). Pour g = 1, on obtient la déformation verselle
en mettant 7y = 0. Pour g = 0, il faut mettre 7, = 79 = w3 = 0.

On applique ce qui est au-dessus a (C7*, D" N CP) ou D™ C X§
( = la normalisée de Xp) est 'image réciproque de D C Xo. Soit C;/4; la
déformation verselle de C['/k et soit 74 une variable pour chaque d € D",
Pour g; = 0 (resp. g; = 1), il reste sous-entendu que 3 (resp. 1) des 7, est 0.
Alors, on voit facilement que

AZ >~ ®WAi [[ﬂ'd | de Dn]]
1< <r

et que

Finalement, on note que I’espace tangent (resp. cotangent) de Spec(4)
un isomorphe & Ext!(Qz,, Og,) (resp. (R, ® we,)) ([DS], [DM]).

Remarque 2.1. — Le morphisme 9 : Oy — A n’est pas fini en général.

En effet An(X™) = An(X) = An(X) ®4 A se décompose en
7
[T an(xp).
1=1
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Soit &; = Jac(CT) et soit O, I'anneau local de la déformation universelle
de ;. Alors on a un diagramme commutatif

O¢ » A
oD Dwo, — Dwh ~
i
Si 4 est fini (5.e. A est un Og-modele de type fini) alors tous les 74 (d € D™)

sont nuls. Pour chaque C; on a trois possibilités :
1) g;=1,C; =C" et f{(DNC;) =1

\_/

Z)gi:O,Ci:C?et ﬁ(DﬂCi)::i

——— ---

3)gi:0,C,~;éCz?‘et ﬂ(DﬂCi)zz

Q0 -

Une analyse combinatoire montre que la finitude de ¢ implique alors
h = 0. Cette situation ne nous intéresse pas ici.

2.2 Déformation d’une variété abélienne V/k

On suit ici ’exposé de [O]. Une variété abélienne V/k, de dimension g,
posséde une déformation universelle V/R'. L’anneau local R’ est lisse sur
W et dim(R'/W) est g2. L’espace tangent de Spec(R’) peut étre identifi¢ &

H'(V,Dery ;) = H(V,0y) ® Ty = Tyi 0 ® Ty,

ol V! est la variété abélienne dual et ot Ty (resp. Tyt ) sont les espaces
tangents de V (resp. V*) en 0.

-371 -



Jean Fresnel et Marius van der Put

Soit maintenant (V,A) une variété abélienne principalement polarisée
avec polarisation A : V' 5 V%, Alors (V, ) posséde également une défor-
mation universelle (V, A)/R. L’anneau R est lisse sur W,

] 1
dimy R = Eg(g-}— 1).
R est un quotient de R'. L’espace tangent de Spec(R) peut étre identifié a

TV,0®kTV,0- Le morphisme R’ — R correspond & l’inclusion

s

A1
Ty0 Q) 1 Tvo = Tyre o QiTvio
8

(ot @, signifie produit tensoriel symétrique, c’est-a-dire qu’on identifie z®y
et y®z). Si V est la jacobienne d’une courbe, non singuliére, projective (non
nécessairement connexe) C, alors, I’espace tangent de Spec(R) peut s’crire

2
QR H'(C,00).

L’espace cotangent de Spec(R) est canoniquement isomorphe a
2
QR H(C,wc).
8

L’application contangente de Torelli est ’application canonique

2
Q) H(C,wc) — HO(C,wE?).
8

THEOREME 2.2. — Soit Xo/k une courbe stable générale (§ 1.1) de défor-
mation universelle X/A. Soit £ la variété abélienne principalement polarisée
Jac(Xg). Alors An(X)/A induit un W-morphisme local 3 : O — A tel que

O¢
di — ] >3¢g—-3 D-3 3 | gi = 1}.
1m((p,ker¢))_ g—3+14 r+34+4{i|g; =1}
COROLLAIRE 2.3. — Soit Xo/k une courbe stable générale telle que

$D —3r+3+4{i|g; =1} >0.
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Soit K un corps valué complet de corps résiduel k. Alors il existe une courbe
(conneze, non singuliére, projective) Z/K de réduction stable Xo telle que
A(Z) ne soit pas un produit de vari€tés de Jacobi.

Démonstration du corollaire 2.3.— Appliquer le théoréme 2.2, le lemme
1.4 et la remarque 1.5.

Remarque 2.4.— Les plus petits exemples de X vérifiant le corollaire
2.3 sont :

a)r=1;9g=g1=4et{D=1;

b)r=2;91=¢2=2;9=4et{D=4.

RO

Démonstration du théoréme 2.2.— 1l suffit de montrer que ’application

cotangente (cotan) de Spec(A4) it Spec(O¢) posséde une image de dimension
3g-3+4D—-3r+3+4{i|g;=1}.

En utilisant les paragraphes 2.1 et 2.2, on voit qu’il existe un diagramme
commutatif '

2
& Howxy) H(Qx, ® wyx,)

b 2 r
PR E(wer) 3 PHwE) =B Ho(wx, ®wx,)
=1 s =1 !

cotan

ou aj, ag, ag, vy sont les applications canoniques.
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L’application a; est surjective parce que c’est une projection. L’applica-
tion ay est surjective parce que chaque g; > 1 et si g; > 3, la courbe cr
n’est pas hyperelliptique. L’application a3z est injective. Alors

dim (Im(y o cotan)) = Z(?»gi -3)+#{i| g =1}.
=1

Il existe une suite de faisceaux 0 — £ — Qx, — wxy, — M — 0 o
Ly, =0pour p¢ D et L, =k pour p € D, et la méme propriété pour M.
Cela montre que le noyau de v est HY (E Qw Xo) = k. Si nous produisons
pour tout d € D, un élément

2
n € @) Ho(wxr)
8

tel que

cotan(n)d, =0 pourd #4d

cotan(ﬂ) S HO(C ® on)? {cotan(n)d, ;/__ 0 pour d=d

alors on aura montré que
»
dim(Im cotan) = §D + 2(391' -3)+#{i|g;i=1}.
=1

Cela montre le théoréme. Pour ’existence de 1’application 7 ci-dessus, il faut
considérer, deux cas :

a) d se trouve sur deux composantes de Xo;

b) d est un point double interne.

Cas a).— On peut supposer que X = C1UC; avec Cy, C non singulier
et §D = gy1g2. Alors cotan applique Ho(wcl) ® Ho(wcz) dans ker~y. Soit
{(ai,bi) li=1, ..., glgz} les points doubles de Xg. L’application

cotan : Ho(wg,) ® Ho(we,) — kery = k9192
possede la description explicite :
L:w1@wy > (wie “"’2|bi)1<i<glgz !

ol wlg = (w/dt)ltzo ol t est un paramétre local en a. On montre la validité
de cette description en utilisant [DS, pp. 71-72].
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Pour montrer que £ est bijectif pour un choix général de

{(a’iabi) | 1 S 1 S 9192}1

il faut produire un seul choix de g; g, couples {(ai, bi)} avec £ bijectif.
Soit p1, ..., pg, € C1 des points tels que

Ho(wc1(_P1"'—p91)) =0.

Alors Ho(wcl) posséde une base wy, ..., wg, avec w; ij = 6;;. De méme,
on choisit ¢y, ..., gg, € Ca et une base 7y, ..., 79, de Ho(wcz) telle que
7i|q; = 6i;. Pour ’ensemble des g1g2 couples, on prend

{(piygj) |11 <i<g1,1<j<g2}.

Pour ce choix, £ est bijectif parce que w; |Pi' "’Ij'qj: = ;31 - ;1. Cela finit la
démonstration du cas a). O

Cas b). — On peut supposer que Xg est irréductible et que la normali-
sation C de Xy satisfait ¢ > 3; C non hyperelliptique;

1
1D =3(9-2)9-3).
On considére le diagramme commutatif :

2 cotan

QR H (we) —— EH°(0x, ®wx,)

s

Q2001 viv vy j

as

HO(ng) —_ Ho(wxo ®on)
Il faut montrer que ’application
£ = cotan |yer(ay0a,) * Ker(az 0 a1) — ker(y)
est bijective. Soit {(a;,b;)|1<i<(1/2)(g—2)(g—3)} V’ensemble des

couples de points identifiés par le morphismes C — Xg. Alors, comme dans
le cas précédent, I’application £ posséde la forme explicite :

¢ (Z“’a ®“’<Iz) = (ZwaLu 'wézlbi)
(a1 o3

- 375 -

1<i<(1/2)(g-2)(g-3)



Jean Fresnel et Marius van der Put

Pour voir que £ est en général bijective, il suffit de donner un seul exemple
de couples {(ai, bi)} ou £ est bijective.

On suit maintenant la construction de Petri [ACGH, p. 127]. Comme la
courbe C n’est pas hyperelliptique, il existe des points py, ..., pg € C et des
formes holomorphes wy, ..., wg € H(wc) telles que ordp, (w;) = 1 — 6;;.
Cela implique que {wf, wiws, w%, wiw;, waw;, w? avec 3 < i < g} est une
base de H o(wgz). Les éléments w;w; avec 3 < i < j < g s’expriment dans
cette base. Cela donne une base explicite de ker(az 0 ay) :

w(t,7) = w; @ w; + une combinaison linéaire de
{w1®@w1, w1 Quwsz, wy @2, w1 By, Wy By, W ®wy, 3<L< g9}

pour 3 <1< 3<g.
On choisit les (1/2)(g — 2)(g — 3) couples (a;, b;) comme il suit :

{(pi,p;) |3<i<j<g}.

On voit aisément que Z(w(i, _7)) posséde une seule coordonnée non nulle a la
place (p;,p;). Cela achéve la démonstration du cas b) et la démonstration
du théoréme 2.4.0

Remarque 2.5.— La démonstration du cas b) posséde la traduction
géométrique suivante. Soit C une courbe non hyperelliptique de genre g > 3
avec son immersion canonique C — IP971, Soit

{x

un ensemble des cordes de C en position générale. Soit @ un élément de
degré 2 dans l'idéal homogéne de C — IP971, Si Q s’annule sur chaque
corde L;, alors Q = 0.

1§i§%(9—2)(9—3)}

3. Revétements de degré 2 d’une courbe de Munford

DEFINITION 3.1.— On suppose car(k) # 2. Soit Xo/k une courbe stable
conneze avec les propriétés suivantes :

1) chaque composante irréductible est isomorphe d IP}C;

2) deuz composantes irréductibles ont au plus un point commun;
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3) le nombre de points doubles sur chaque composante est pair;
4) le genre arithmétique de Xg est g+ 1 et g > 5.

Soit mg : Yo — Xg le mevétement unique de degré 2 dont le lieu de
ramification est ezactement l’ensemble D des points doubles de Xj.

Remarque 3.2.— Construisons un exemple explicite de courbe X satis-
faisant les propriétés 3.1. Soit G le graphe qui admet un seul sommet et deux
lacets, B le revétement universel de G. C’est un arbre dont chaque sommet
a la valence 4. Soit I' le groupe libre & deux générateurs {vy1,v2} opérant
sur B tel que T'\ B = g.

On considére I’homomorphisme p : I' — Z/gZ défini par p(y1) = 1 et
p(v2) = 2. Soit T'y = ker p. Alors Ty \ {e} ne posséde pas d’éléments de
longueur au plus 2 parce que g > 5. Cela montre que le graphe B, := I'g\ B
est un graphe combinatoire.

Clairement, il existe une courbe stable X, dont les composantes irréduc-
tibles L1, ..., Ly sont des droites IPi et dont le graphe d’intersection est B,.
Dans cette situation Yy aura pour composantes irréductibles Ey, ..., E4. Le
graphe d’intersection de Yp est aussi B, (son nombre de Betti est g +1).

3.1 Relévement du revétement g : Yy — Xy

Soit X/A la déformation universelle de Xg/k. C’est une courbe de
Mumford sur R. On voudrait relever le revétement 7o : Yo — Xg. Ceci est
possible aprés une extension finie A’ de A. Soient {t; | d € D} les paramétres
de A correspondant aux points doubles de Xy.

Alors A’ := A[sq|d € D] ou s = t4 pour tout d € D. Soit X' :=
X ®4 A’ la courbe de Mumford sur A’. On a le résultat suivant.

LEMME 3.3.— L’ensemble des reléevements 7 : Y' — X' de 7y : Yo — X
est en bijection avec

HY(G,Z/2Z) = (Z/2Z)°*"

ot G est le graphe d’intersection de Xg.
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Démonstration. — Précisons la définition de relevement 7 : Y’ — X' de
7o : Yo — Xp ¢

1) Y'/A' est une courbe stable de fibre spéciale Yp;

2) Y'/A’ posséde un automorphisme o d’ordre deux, tel que Y'/{1, 0} =
X' et que la fibre spéciale de o est 'automorphisme de Yy/Xj.

Soit Y/ donné et soit d un point double de Y. On peut montrer que
’anneau local Oy 4 est isomorphe & A’ [[yl, yg]] /(y1y2 — 84) et que I’action
de o prend la forme o(y;) = —y; et o(y2) = —y2.

Pour donner la construction d’un relévement Y’ de Yy — X, on
introduit quelques notations. Soit {Lq, ..., L,} ’ensemble des composantes
irréductibles de Xg. On pose

L} =Xo - U Lm et Xo(d) = Xo - U Ly, ou{d} =L;NLj.
m#i m#i,j
Soient X/ et X'(d) les ouverts formels de X’ au-dessus de L} et Xo(d).

Alors X'/, vu comme A’-schéma formel, est donné comme recollement par
des isomorphismes :

¢(i,5) : X] = ouvert formel de X'(d), ou {d}=L;nL;.

Un calcul explicite montre ’existence et ’unicité d’un A’-schéma formel
et plat, Y/(d), avec un automorphisme o(d) d’ordre 2 tel que :

a) la fibre spéciale de Y'(d) est Yp(d) = I'image réciproque de Xo(d);
b) Y'(d)/{1, o(d)} = X'(d).
On a également lexistence et 'unicité d*un couple (Y, ;) tel que :
a) la fibre spéciale de Y est I'image réciproque de L} dans Yp;
b) ¥i/{1,0:} = X].

Un choix arbitraire d’isomorphisme ¥ (s, j) au-dessus des ¢(z, j) :
$(4,7) : ¥/ 5 ouvert formel de Y'(d), o {d} = L;NL;

donne par recollement un relévement Y’ — X' de Yp — Xo. On peut chan-
ger chaque (4, j) par ¥ (3, j)d:-l(z’J) ol n(,5) € Z/2Z. L’ensemble {n(3, j)}
s’interpréte comme fonction sur I’ensemble des arétes orientées de G & va-
leurs dans Z/2Z. Ensuite, {n(s,5)} et {m(i,j)} définissent deux reléve-
ments isomorphes de Yy — Xy si et seulement si il existe deux fonctions
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f1 : {sommet de G} — Z /2Z et f : {arétes non orientées de G} — Z /2Z
telles que :

n(i,7) + m(,7) = f1(3) + fa ({z, _7}) pour tout {d} = L;NL;.

Cela montre le lemme. O

LEMME 3.4. — Soient Y] — X' (i =1, 2) deuz relévements de Yo — Xp.
Alors, il eziste un isomorphisme v : An(Y]) — An(Y,) des A'-schémas
abéliens.

Démonstration. — On considere le diagramme commutatif

p2

Y

P j' 2 [
!

Yll - . X !

ol Z désigne la normalisation de Y] x x+ Y;. Les deux morphismes cano-
niques p1, pz sont de degré 2 et sont non ramifiés parce que Y] et Y, sont
isomorphes au-dessus de chaque X'(d).

On considére le morphisme o : Jac(¥!) — Jac(Y)) défini par a =
Norm(pz) o pj.
La fibre spéciale op de o est la multiplication par [2] : Jac(Yp) — Jac(Yp)

suivie par un automorphisme d’ordre deux de Jac(Yp). Le morphisme «
induit une isogénie
B: An(Y{) — An(¥3)
de fibre spéciale (3g. Alors
Bo : Jac(Yy') — Jac(Yy')
(Yg' est la normalisation de Yg) est aussi la multiplication par [2] suivie
par un automorphisme d’ordre deux de Jac(Yy'). Il suit de cela que ker 8 =
An(Y{)[2], et que B se factorise en
An(Y{) 2 An(¥{) > An(Yy),

ou v est un isomorphisme.
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THEOREME 3.5.— Soit Y'/A' un relévement de Yo — Xo (définition
3.1 et lemme 3.3), soit £ la variété abélienne, principalement polarisée
& = Jac(YF') et soit O¢ l'anneau local de la déformation universelle de €.
Alors le W-morphisme local 1 : O¢ — A’ induit par An(Y')/A’ est surjectif.

COROLLAIRE 3.6.— Soit K un corps valué complet de corps résiduel k.
Alors il existe une courbe non singuliére compléte Z/K telle que :

1) Yy est la réduction stable de Z ;

2) Z est un relévement non ramifié de degré 2 d’une courbe de Mumford
sur K, dont la réduction stable est Xy ;

8) A(Z) (diagramme (1.1)) n’est pas un produit de variétés de Jacobi.

Démonstration de 3.6.— Soit Spec(O¢/I) le “locus de Jacobi”. On sait
que dimw O¢/I = 3g — 3 et dimp A’ = 3g. La surjectivité de Oy — A’ et
des arguments de la section 1 montrent le corollaire. O

Démonstration de théoréme 3.5.— Soient {C; |1 < i< r} I’ensemble
des composantes irréductibles de Yp, §; := Jac(C;) avec la polarisation
principale canonique, O, ’anneau de la déformation universelle de &;.

Commengons par la description explicite de A’. Soit {L; |1<i < r}
P’ensemble des composantes irréductibles de Xg. Soit

D;:==DNL; et {§D;=2g;,+2,

alors, C; — L; est la courbe hyperelliptique, ramifiée en D; et genre(C;) =
gi-

On peut identifier (L;, D;) avec (IP}C, {0, 1, 00, 0y, ..., agg,_1}). La
déformation verselle de (L;, D;) peut s’écrire comme

(IPI IR] {01 1) o0, Al, eeey A-Zg,'—l}) )

ou O; = W[[pl, vee, ngi_l]], et A; : Spec(0;) — A(lgi C IP(lpi est donnée
par O;[X] — O;, X — 7(a;) + p; et 7(a;) € W est un représentant de
a; € k.

Au-dessus de Pa, on considére la courbe hyperelleptique C~'i donnée par
P’équation affine

V=2 —1)(z— A1) (e - Azgi-1)-
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Considérons l’anneau A" := A'/({sy|d € D}). I est clair que A" =
018w - - ®WwOr. Soit Y =Y' ® 51 A”. Alors
T ~
An(Y') @4 A" = An(Y") = An((Y")") = [] | Jac(Ci) @) A"
=1 O;
Ecrivons & pour la variété abélienne principalement polarisée Jac(C;) et
O¢; pour l’anneau de la déformation universelle de &;.

Alors on trouve un diagramme commutatif :

)
Oe e AI

| |

O w - ®W06r A" = 018w -+ BwOr

Le morphisme o et le morphisme canonique associé a la décomposition
€ =¢; x --- x &. L’application tangente de o est I'inclusion :

r 2 2
PR H(Ci, Oc,) - QE (YT, Oyp)-
1=1 s s

La surjectivité de ¢ : O — A’ est alors une conséquence des assertions
suivantes :

a) Og, — O; est surjectif pour tout i;

b) image du vecteur tangent 8/0sy; de Spec(A’) dans le facteur
H(C;,00,)® H(C;, Og;) de P'espace tangent de Spec(O¢) est non
nul. Ici, {d} = L; N L; et ¢ < j.

Démonstration de a).— Remarquons que l’assersion a) est proche du
résultat principal de [OS].

Dans la démonstration de a), on peut remplacer W par k. On considére
la courbe hyperelliptique C/k[[p1, ..., pag—1]] de genre g, donnée par
I’équation affine

y? = z(z —1)(z — (a1 + 1)) -+ (2 — (azg-1 + P2g-1)) -

Soient Cj la fibre spéciale de C, O I’anneau de la déformation universelle
de Cp, ¢ = Jac(Cyp) avec sa polarisation principale et O¢ I’anneau de la
déformation universelle de £. Alors

P Spec(k [[pl, cen, ng_z]]) — Spec(0¢),
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Papplication induite par le schéma abélien Jac(C)/k [[pl, ceey ng_g]], se
décompose en :

Spec(k [[pl, cen, ng_l]]) — Spec(O) — Spec(O¢) .

L’application tangente de 3 se décompose en :

2
4 [3 1 8 1
@ka_pz - H (Co, DeICo/k) — @H (CO,OCO),

ou « est ’application de Kodaira-Spencer. L’application cotangente de 1 se
décompose en

2
Prap; < H(Co,08) £ R)(Co,00,),
s

ou 3* est ’application canonique.

Pour le calcul de a(3/9p;), on considére la suite exacte :

)
0— DeIC/k[PI: -~:P29—1] - Derc/k - @006—1)1 —0

qui induit ’application de Kodaira-Spencer :

7]
@ ké;: - Hl (DerC/k[p1, .‘.,ng_ll) - Hl (D“Co/k) .

Un calcul explicite montre que 0/9p; ne se reléve pas en section de
Derg/y. Par contre, 8/0p; se reléve en une section de Derg/, ®0c(4;)
ou A; est le diviseur positif de C donné par ¢ = a; + p; et y = 0.

Considérons la suite exacte de faisceaux
0 — Derg, /p, — Derg, /i(a;) — “k” — 0
et la suite de cohomologie
0—-k2 Hl(DerCO/k) — H! (Derco/k(aj)) —0.

Ce qui précede montre que a(9/dp;) est un élément non nul dans I'image
de 4.

- 382 -



Uniformisation de variétés de Jacobi et déformations de courbes

Cela implique une description explicite de a*. Soit ¢; un parameétre local
convenable pour le point (a;,0) de Cp. Pour w € H® (Co, wgoz) qui a une
représentation locale f(¢;)(dt;)?, on pose w|y; = £(0). Alors

2g-1

a*(w) = Z wlq; dp; -

=1

Comme H(Co,wc,) posséde pour base {a:t(d:c/y) [0<£< g} Pimage de
B* posséde {a:l(d:l:/y)2 |0 < £<2g—2} comme base. Le déterminant de
van der Monde implique que a* o 8* est surjectif.

Démonstration de b).— Pour le calcul de l'image de J/8sy dans
Hl(OCi) ® HI(OCJ.) (¢ < j et {d} = L; N L;), on peut remplacer A’ par
A" = A'/({sa |d' € D, d' # d}). Ensuite Y' ® 41 A" peut étre remplacé
par la normalisation.

Cela veut dire qu’on travaille essentiellement avec la situation suivante :

Xo=LiULg; L1 = Lo = IP,lc; LiN L, est un seul point double ordinaire
identifié a 0 € L1, et aussi 0 € Ly. Sur Lq se situent d’autres points :

01, 11, 01, @1, ...y G2g,—1 (g1 > 1)
et sur Lo, on a
02, 13, 002, by, v, bag,u1 (g2 >1).
Alors Yy — X est le revétement de degré 2 ramifié exactement en
0; = 02, 13, 001, @1, -+, G2g, —1, 12, 002, b1, ..., bag, 1.

Les composantes irréductibles C;, Cy de Yy sont deux courbes hyperellip-
tiques de genre g1, go ayant un point en commun.

Soit X/R la déformation verselle de X avec ses points. Explicitement :

R= W[[ta P1y ooes P2g1—15 915 + <+ q2gg——1]]

ou {p1,..., P2g;—1,9q1, -+, 92g,—1} décrit la variation des points
{a1, ..., 29,1, b1, ..., bag,_1} et ou t décrit la déformation locale du
point double de Xj.
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Ensuire R' := R[s] avec s2 =t et Y/ — X' est la courbe stable sur R/,
relevement unique de Yo — X. Soient Y/A la déformation universelle de
Yo/k, § = Jac(Y§) et O Panneau de la déformation universelle de ¢. Alors
le morphisme 9 : Spec(R') — Spec(O;) induit par Jac(Y’)/R’ = An(Y')/R’
se décompose en

Spec(R') — Spec(A) — Spec(O;).

L’application tangente de 1 se décompose en
8 8 2
1 1
(kg-l-“-) 2 Ext (QYO, OYO) —>®H (Oyon).
s

Soit d le point double de Yp. Il est clair que I'image de «(8/ds) dans
Ext! (QYo,d , OYo,d) = k est non nulle. Il suffit donc de montrer que 3 induit
une application nouvelle de

Ext! (ﬁYo,dv 6Yo,d) — Hl(OCI) ® Hl(OCz) .

Nous avons déja rencontré cette situation a la section 2. En considérant
Papplication B*, cela veut dire que

£: H%(C1,we,) ® HY(Caywe,) — &

donnée par £(w; ® wp) = wilo - w2lo (avec les notations ci-dessus) est non
triviale. Il est évident que £ # 0 et cela achéve la démonstration de théoreme
3.5.0

3.2 Variétés de Prym
La suite (1.3) appliquée 4 Y/ — X' (lemme 3.3 et théoréme 3.3) est
1— T(Y') — Jac(Y')" — An(Y’) — 1.

Soit o I'involution de Y’ — X', alors o opére sur Jac(Y’) et Jac(Y')". On
définit P = Prym (Y'/X’) par

P =1Im((c —id) : Jac(Y') — Jac(Y")) .
Alors P/ s’identifie a
Im (o ~ id) : Jac(¥")" — Jac(v')") .
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Comme P’action de o sur T(Y’) est (+id) et sur An(Y”’) est (—id), on trouve
une suite exacte :
1-N—P"—An(Y')—1,

od N = T(Y')n PN C T(Y')[2] est un groupe fini. Une analyse plus fine
montre que N = (Z/ 2Z)g . Alors N est sous-groupe maximalement isotrope
de P7[2] = P[2]. On a donc montré que An(Y') = P/N o N est un sous-
groupe maximalement isotrope de P[2].
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