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Bifurcations de polycycles infinis pour
les champs de vecteurs polynomiaux du plan(*)

MOHAMED EL Morsarani(?)

RESUME. — On montre que les 2-polycycles hyperboliques non tden-
tiques avec des sommets qui sont des points de selle hyperboligues réson-
nants et dont le produit des deur rapports d’hyperbolicité est égal d 1
sont de cyclicité finie dans des familles suffisamment différentiables de
champs de vecteurs sur le plan vérifiant certaines conditions qui ne sont
pas restrictives. Cette cyclicité est bornée par un entier qui ne dépend que
de I'ordre de non trivialité du polycycle.

ABSTRACT. — We show that non identical hyperbolic 2-polycycles with
resonant hyperbolic saddle points as vertices and product of their hyper-
bolicity is equal 1 are of finite cyclicity inside sufficiently differentiable
families of vector fields on the plane verifying some conditions which are
not restrictive. This cyclicity is bounded by an integer which depends only
on the order of non triviality of the polycycle.

1. Introduction
Dans la seconde partie du 16°™¢ probléme, Hilbert pose la question
suivante : pour tout n existe-t-il une borne ¢(n) du nombze de cycles limites
(orbites périodiques isolées) de tout champ de vecteurs polynomial du plan
de degré inférieur ou égal 4 n? Dans la note [R1], Roussarie a expliqué que
le probléme de Hilbert pouvait se poser plus généralement a propos des
familles analytiques de feuilletages avec singularités et pouvait se réduire
a une conjecture sur la cyclicité finie des déformations d’ensembles limites
périodiques. Une réponse positive a cette conjecture permettrait de résoudre
la partie existentielle du 16°™¢ probléme de Hilbert. Le but de cet article

(*) Regu le 7 septembre 1992
(1) Université de Bourgogne, Laboratoire de Topologie, C.N.R.S. DO 755, B.P. 138,
F-21004 Dijon Cedex (France)
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est de démontrer cette conjecture dans un cas particulier. Avant d’énoncer
le résultat précis, on va tout d’abord rappeler quelques définitions utiles.

Soient ¥ une surface analytique réelle et R} un espace de paramétres.
Une famille locale de feuilletages analytiques (orientées, avec singularités)
est définie par la donnée d’un recouvrement ouvert U;, i € I, de & x V,
ou V est un voisinage de zéro dans RA et, pour chaque 7, d’un champ de
vecteurs analytique Xi sur U;, paralléele a la surface . On suppose de
plus que si U; N U; # 0, il existe une fonction réelle analytique positive
fij(@A):U;NU; — R telle que

Xi = f,-,j(a:,/\)X{(m) pour tout (z,A) € U; NU;.

Les notions de récurrence, cycles limites, application de Poincaré, etc., se
définissent pour les feuilletages orientés de maniére analogue que pour les
champs de vecteurs. (Un cycle limite est une feuille difféomorphe au cercle et
isolée parmi de telles feuilles.) La notion suivante introduite par Francoise et
Pugh dans [FP] est cruciale pour traiter les questions de finitude du nombre
de cycles limites.

DEFINITION 1.1. — Soit Fy une famille locale de feuilletages analytiques
définie sur ¥ x V. On appelle ensemble limite périodigue en A = 0 de la
famille, tout sous-ensemble compact T' de ¥, invariant par Fy (c¢’est-d-dire
formé d’une réunion de feuilles), tel qu’il eziste une suite (’\i)i — 0 dans
V et, pour chaque i, un cycle limite Cy; de F), avec la propriété

distg (T, C),) —— 0,

11—+ 00

od dist g désigne la distance de Hausdorff entre compacts de I :

distg(K,L) = sup (dist(a:, L), dist(y, K)) .
z€K,yel

DEFINITION 1.2.— Soient Fy une famille locale comme ci-dessus, T' un
ensemble limite peériodique en X = 0. On dira que T’ a une cyclicité finie pour
la famille Fy, s’il existe N € IN, ¢ > 0 et un voisinage W de A = 0 dans
V tels que pour tout A € W, le nombre de cycles limites v de Fy vérifiant
distgr(v,T) > € est inférieur a N.

On pourra alors définir la cyclicité de T' dans la famille F) comme le
minimum de N lorsque ¢ et le diamétre de W tendent vers zéro.
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Ces notions sont en fait attachées au germe de la famille Fy le long
de T. Nous appellerons déformation un tel germe, et nous dirons qu’une
déformation le long de T' a une cyclicité finie s’il existe une famille locale F
représentant la déformation et ayant une cyclicité finie.

Roussarie [R1] a conjecturé que toute déformation analytique d’ensemble
limite périodique sur la sphére S2 a une cyclicité finie, et il a expliqué qu’une
réponse positive a cette conjecture résoudrait le 16° probléme de Hilbert
relatif aux champs de vecteurs polynomiaux.

Supposons que £ C S? (T le disque de Poincaré). Un ensemble limite
périodique est dit non dégénéré s’il ne contient que des points singuliers
isolés. Il suit de la théorie de Poincaré-Bendixson qu’un tel ensemble est,
soit un cycle (feuille difféomorphe au cercle), soit un point singulier, soit
un graphique de Fy. Un graphique est une image continue du cercle, formée
d’une réunion de points singuliers et de séparatrices les connectant. Lorsque
le graphique posséde sur un c6té une application de retour on l’appelle
polycycle.

Les ensembles limites périodiques les plus simples sont les cycles et les
points singuliers elliptiques étudiés dans [FP]. Ensuite, il y a les lacets et
les points cuspidaux dont Roussarie a établi la finitude de leur cyclicité
dans [R2] et [R3]. Il semble naturel de considérer ensuite les graphiques
hyperboliques & deux sommets. Cherkas [C] est le premier & avoir étudier la
cyclicité d’un tel graphique lorsque r1(0) # 1, 72(0) # 1 et 71(0)r2(0) # 1
(r;(A) est le rapport d’hyperbolicité associé au point de selle hyperbolique
P;, il est obtenu en prenant la valeur absolue du rapport des deux valeurs
propres de la matrice associée au 1-jet du champ de vecteurs X 3‘ au point
P;). 11 a montré dans [C] qu’un tel graphique a une cyclicité inférieure
ou égale a 2. Mourtada [M] a étudié aussi la cyclicité d’un tel graphique
lorsqu’il est non trivial (I’application 1° retour associée au graphique est
non identiquement égale a l'identité pour A = 0), les cas traités dans son
travail sont

r1(0)r2(0) #1 et 71(0) =1oury(0)=1
et
r1(0)r2(0) =1 et 71(0) ¢ Q.

Le probléme qui subsiste est d’étudier donc les graphiques hyperboliques
a deux sommets tels que

r1(0)r2(0) =1 et 71(0) € Q.
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Dans la catégorie de tels graphiques hyperboliques & deux sommets tels que
71(0)r2(0) = 1 et 71(0) € Q. Dans la catégorie de tels graphiques hyper-
boliques a deux sommets apparait, lors de I’étude de champs de vecteurs
polynomiaux sur le disque de Poincaré D? C S2; en particulier de degrés
pairs, un graphique hyperbolique 'y ayant deux sommets symétriques sur
léquateur de D2. Dans [DRR], les auteurs ont exhibé de tels graphiques
qu’ils ont appelés hémicycles Hll.

Lorsqu’on perturbe donc I'g, la connexion se trouvant sur I’équateur
persiste. De plus, ’étude de la cyclicité d’un tel graphique reste une
approche pour comprendre les phénoménes qui se manifestent dans le cas
71(0)r2(0) = 1 et 71(0) € Q. Le but de l’article est de montrer la finitude de
la cyclicité d’un tel graphique dans une déformation X, possédant certaines
propriétés :

a) une connexion entre les deux sommets reste fixe;

b) le produit des deux rapports d’hyperbolicité associés aux deux som-
mets reste égal 4 1 quand A décrit un certain voisinage de zéro dans
Pespace des paramétres RA.

THEOREME 1.3. — Soit X3, A € R}, une famille de champs de vecteurs
sur le plan ayant un graphique Ty pour X = 0 du type décrit ci-dessus et
avec la déformation X vérifiant a) et b). Soit vo 'application auz cycles
associée d T'g pour A = 0. Supposons que yo(z) est non infiniment plate en
z = 0 alors, pour X assez petit, X a une borne uniforme finie du nombre
de cycles limites voisins de T'g. Précisément :

Bk +3)

> - m] cycles.

sivo(z) ~ pa*In™z, p # 0, alors X, a au plus [

2. Développement asymptotique de ’application de Dulac
DEFINITION 2.1.— Soit s un point de selle hyperbolique d’un champ

de vecteurs C® X, avec r(s) € Q, r(s) = (p/q), 7(s) étant le rapport
d’hyperbolicité de X en s. Le jet infini de X en s est C® équivalent d

] ]
°°X(s) ~ za —r(s)y E>1 a1 (2Py? ya—y .
k2

-390 -



Bifurcations de polycycles infinis pour les champs de vecteurs polynomiaux du plan

Léquivalence C® est une équivalence d un difféomorphisme C™® prés et
(L’éq q v P
multiplication par une fonction C™ positive.)

On dira qu’un point de selle est d’ordre k > 1 si apyq est le premier
coefficient a; non nul dans le développement précédent.

PROPOSITION 2.2 ([M1]). — Soit X une famille de champs de vecteurs,
telle que X¢o admette un point de selle s avec :

ro(S):§€Q, pAg=1.

Il existe alors une suite (‘5")n’ 0 < - <ébpy1 < bp <+ < 8, et des
fonctions C®°, an(A) définies sur W, = {/\; |a1(/\)l < 6,,} vérifiant ce qui
sutt : pour tout k € IN, il eziste un entier N(k) tel que V A € Wh(k)+1) lo

famille soit C*-équivalente a la famille polynomiale de champs de vecteurs :

F ply E
Z 2) (=P R
T = 7o s)y 2 a;ir1(A) (= ) y@y
1=0
Remarque. — Dans tout ce qui suit, on travaillera avec une famille de

champs de vecteurs X, au voisinage du point de selle s, de la forme :

17, 7]
Xy=eg Toya (Z%H('\ (Py ))yay- (2.1)

Ceci découle des travaux de Sternberg [S].

De plus par homothétie, on peut supposer que la famille est définie sur
un voisinage de (0,0) € IR? contenant une boule en rayon 2. Soient o et T
les deux transversales au champ X i\/‘ définies par :

c={(zy);le|<2,y=1} et T={(z,9); <2, 2=1}.

Notons Dy l’application de Dulac relative au point de selle O, envoyant
la demi-transversale positive o paramétrée par z sur la demi-transversale
positive T paramétrée par y (fig. 1).
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Y= Dy
> ‘ Vo,
T
Fig. 1

Pour une famille X, comme dans (2.1), on définit ’expression suivante

2 -1 () £0
w(2,) = o) siay(A) #
—Inz si a(A) = 0.

THEOREME 2.3.— Pour tout k € IN, il eziste un voisinage W de A = 0
dans RA , des transversales o, T au champ X paramétrées en classe C* par
z ety€[0,e] et des fonctions C™ a;;: W — IR tels que Uapplication de
Dulac pour le systéeme (2.1) s’écrive :

y=Di(a)=2" taz"w+ Y ezl 4 g(s, ),
i<G<i<K(k)

ou a;; sont des polyndmes en a1, ag, ..., a;_1, a;. ¥; est une fonction de
classe C* k-plate en = = 0, vérifiant Y = z* Ry, ot Ry, vérifie la propriété
I§° introduite par Mourtada [M1].

an
I§?) :YnelN, &m w"ﬂ z,A) = 0 uniformément en A € W .
0

x—0 oz

Preuve.— Dans tout ce qui suit on travaillera dans une classe de
différentiabilité k. Ce théoréme a été démontré par Roussarie [R2] lorsque
ro = 1.
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Considérons la famille X, donnée par I’expression (2.1); elle s’écrit :

T=z
N(k) _
X y=|—ro+ Z a,'.{.l(/\)(:::pyq)1 v. (23)
1=0

Dans le premier quadrant ouvert, faisons le changement de variable suivant :

T==z
{u::c"Oy.

Le systéme (2.3) se transforme alors en un systéme a variables séparées :

T=z
N .

4= +Zai+1u1+tq’ (2.4)
1=0

on note par N l’entier N(k) défini dans la proposition 2.2. Désignons
par U(t,u) la solution de la seconde équation différentielle du systéme
vérifiant la condition initiale suivante : U(0,u) = u. Cette solution peut
étre développée en u par :

[o <]
Ut,u) = Z gj(t,u)uj,
i=1

ou les fonctions g; dépendent des fonctions' a;.

En substituant la fonction U(t,u) dans I’équation différentielle qu’elle
vérifie, on obtient des équations récurrentes pour les fonctions g; :

g1 = o191 »
dg+1 = a1gg+1 + a2g]

giq+1 = ®19ig+1 + Si(a21 ceey Oy g1y 0y g(i—l)q-}-l) pour ¢ > 2,
(2.5)
ol § est la dérivée de g par rapport & ¢ et S;(ag, ..., a;, g1, .-, g(i—l)q+1)
est un polynéme en (asz, ..., a;, g1, -.., g(i—l)q+1) avec des coeflicients
positifs rationnels.

Remarque.— Les fonctions g; avec i Z 1 (modulo ¢) sont identiquement
nulles.
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Utilisant les équations vérifiées par les fonctions g; ainsi que la méthode
des séries majorantes, on peut prouver comme dans [R2] les estimations
suivantes :

Jc>0,tel que Vn>1,3c, >0 vérifiant :

1 7
Vi>1l, VAeWny, <en [cexpz] . (2.6)

dg;
dam

La fonction U (¢, u) va nous permettre de trouver l’expression de I’application
de Dulac D). En effet, il faut remarquer que u|a =2z et ul_r = u, on obtient
donc :

Dy(z)=U(-Inz, z"), (2.7

ol —In z est le temps nécessaire pour aller de z € o & 7.

11 est facile de voir que le rayon de convergence de la série Y 2, ¢; (t)ui est
plus grand que (1/c) exp((—1/2)t), ceci est une conséquence de l’estimation
(2.6). 11 s’en suit que pour tout z assez petit, par exemple z € [0, zg],
on peut utiliser cette inégalité pour ¢ < —2Inz, et particuliérement pour
t = —Inz. On aura alors :

Dy(z) = Zg“l‘*'l —Inz) m(’q+1)r° (2.8)

La série de I’expression (2.8) est normalement convergente sur un certain
intervalle [0, zo] et A dans un certain voisinage de 0 dans l’espace des
parameétres.

De plus, utilisant encore les estimations de (2.6) pour tout n € IN, on
voit qu’on peut dériver la série de (2.8) terme par terme. On obtient donc
ce qui suit : étant donné k €N, il existe K (k) tel que :

K(k)

Dy(z) = Z gig+1(—1In :c)a:(iq"'l)r" + ¢Yr(z,A), (2.9)
=0

ot 9, est C* et k-plate en z = 0.

Finalement, on va donner I’expression des fonctions g;. Posons

exp(aqit) — 1
() = 2220 21

k)
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on a alors g;(t) = exp(ayt) et

gig+1(t) = exp(ot) (0192 + Qigy1 (01, -+, 5, Q))

pour i > 1, ot Q;o1 est un polynéme de degré i en 2 avec des coefficients

dans lidéal T(ay, ..., ai_1) N (T(a, ..., a3))’.

Ceci peut étre montré par induction en utilisant les équations diféren-
tielles récurrentes vérifiées par les fonctions g;. On a

91(t) = expant; ggi1(t) = exp(ont)(a2Q + Qqr1(a1, a2, Q)),
et ainsi de suite. Or Q(—Inz, 1) = w(z, 1), donc on a

gig+1(—Inz) = 27 (a0 + Qigy1(w))

et
K(=)
Dy(a) = 3 2ttt (g0 + Q(w)) + be(2, A).
1=0
En posant £~% = 1 + ajw et en ordonnant les monémes z*™w/ (par

I'ordre suivant z'™°w’ < 2™0w™ ssi (i < m) ou bien (i = m et j > n))
dans le développement précédent, on obtient le résultat annoncé dans le
théoréme 2.2.

Remarque.— Les fonctions a;; se calculent a partir de 1’équation diffé-
rentielle vérifiée par g; dans (2.5) pour ¢ fixé. Une propriété importante qui
sera utilisée dans la section 3 est la suivante :

j—1
Otij:aia'; +P(a1v "'vai—l),
ot P(ag, ..., &;_1) est un polynéme des ap, avec 1 <n <7 — 1.

Maintenant, on est en mesure de délimiter le cadre de notre étude.

On considére un champ de vecteurs Xy ayant un graphique I'g comme
décrit dans l'introduction. On va étudier la cyclicité d’un tel polycycle dans
des déformations X, vérifiant les deux hypotheses suivantes :

a) une connexion entre P; et P reste fixe;

b) le produit des deux rapports d’hyperbolicités associés aux deux som-
mets reste égal 4 un pour A dans un certain voisinage de zéro dans
P’espace des parameétres.

Remarque.— Dans la suite de ’article, on traitera le cas rg = 1 sachant
que le cas général rg € Q est résolu de la méme fagon.
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8. L’équation aux cycles voisins de Ty

Jusqu’a la fin, on suppose donnée une famille C* locale X, de champs
de vecteurs, définie sur RZ x W, ot W est un voisinage de zéro dans RA et
A eRA,

Pour X = 0, le champ de vecteurs Xo posséde un graphique, & deux
sommets, I'g. La déformation X le long de Ty sera définie par la donnée de
trois familles de champs de vecteurs X }‘, X f et X i’ définies respectivement
sur A; x W, Ay x W et Az x W avec les propriétés suivantes :

i) Dans A; de coordonnées (z1,y;) avec

Ay ={(z1,1); =1l < 2, |ya| < 2},

la famille X}\ a un point singulier unique P; (), qui est un point de selle
hyperbolique situé a ’origine P;(A) = 0 et

0 5}
1X10) = 21— — (1 — a1 ()1 — .
FHO) =015~ (- Wz (31)

ol oy est une fonction C™ en A et a(0) = 0.

it) Dans Ay de coordonnées (z3,y2) avec

Az = {(z2,%2); 22| < 2, |ya2| < 2},

la famille X§ a un seul point singulier P»(A), qui est un point de selle
hyperbolique situé a l’origine Py(A) = 0 et

A=x2)(0) = w% ~ (- al(A))wz%, (32)

ol o est la méme fonction définie précédemment dans :).

Il est a remarquer qu’on a défini le linéarisé du champ de vecteurs —X f
a lorigine 0 de Aj. Ceci est une conséquence de la condition b) que vérifie
la déformation X .

La condition 71(A)ra(A) = 1 est équivalente au fait que les deux coeffi-
cients de trace de X }\ en P; et de (—X f‘) en P, soient égaux.
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#i) Dans A3 le champ X3 est sans singularités.

Les transversales o; = {z; = 1}, = {y; = 1} sont contenues dans
A;N Az avec 1 =1, 2.

Pour k €IN et W voisinage de zéro dans IRA, il existe deux transversales
o;, 7; paramétrées respectivement par x;, y; contenues dans 4;NAsz,:2 =1, 2,
telles que les deux applications de Dulac (fig. 2) définies par le flot de Xﬁ‘
dans A; N A3 soient données par

Y1 = D]_,A(il:]_)
= i (V)eiw? : (3.3)
=z + Z a;;(A)e1w? + ¥1(z1,A) 5
1<i<i<h+1
z2 = D3 x(y2)
=w+ O BN’ +dau2 ). (3:4)
1<j<i<k+1

Fig. 2

D; ) est définie a partir du flot de X i au voisinage de P tandis que Dj )
est définie & partir du flot de (—Xf‘). Ces deux écritures nous permettrons
de déterminer ’application aux cycles associée au polycycle I'g perturbé
dans X.

Les deux fonctions 11 et ¥, sont de classe CF, respectivement k-plates en
z; = 0 et yo = 0. La fonction w est celle qui avait été définie auparavant. Les
a;; sont des polynémes homogenes en ay, as, ... Les ;; sont des polynémes
homogénes en ai, B2, B3, ... Les fonctions a3, as, as, ..., a;, ... (zesp.
ai, B2, B3, ..., Bi, --.) sont les coefficients qui apparaissent dans le jet infini
normalisé de X3 en P; (resp. de (—X%) en Py).
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Dans les deux écritures (3.3) et (3.4) des deux applications de Dulac z;,
y; appartiennent a un intervalle [0, gg [ .

Dans Ag, le flot de X; définit deux applications de Poincaré Ry et
R2’A N

Rl,)\ T — 02
Rypimp— oy

T9 = R1’A(y1) et 1 = RZ’)‘(yz) .

Les deux applications R; ) et R; ) sont des difféomorphismes. On peut
donc les écrire sous la forme :

Ria(y1) = a0+ a1y + - + apy¥ + o(yF) (3.5)
Rya(y2) = biys + -+ + bk + o(3), (3.6)
les a;, b; sont des fonctions C* de A avec a;(A) > 0 et b1(A) > 0 (V A € W).

Remarque 1.— La condition a) que vérifie la déformation X se traduit
par le fait que le terme constant de 1’écriture (3.6) soit identiquement nul
pour A appartenant a W.

Remarque 2.— Les applications de Dulac sont analytiques & droite de 0,
prolongeables par continuité en 0 par 0.

Fig. 3

Considérons ’application (fig. 3)
6x=Ryx0D;x0Ryx — Dy (3.7)
6)‘ s Ty — 0.
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Quitte a restreindre W, le voisinage de zéro dans R2, on suppose que
I’application 6, est définie sur [0, cg] avec €g un réel strictement positif
pris trés petit. Il existe alors une relation biunivoque, évidente, entre les
zéros de ’équation 6x(y2) = 0 et les cycles de X, voisins de I'g. Dans la
suite, on utilisera les notations suivantes

=z et &z,A)=46\(z).

THEOREME 3.1.— Pour tout k € IN, il eriste un voisinage W dans
l’espace des paramétres IRA, un réel strictement positif € > 0, tels que §

s’écrive :

Sz, = Y wiNaie? + (e, N), (3.8)
0<j<i<k+1

o les v;; sont des fonctions C™ en X et 9, est une fonction C*, k-plate
enz=0.

Remarque. — L’écriture de I’application § dans le théoréeme précédent ne
peut étre réduite comme dans le cas du lacet non trivial étudié par Roussarie
dans [R2], ceci étant di au fait que le coefficient de trace a; est multiplié
par un nouveau parameétre qui s’annule pour A = 0. Par suite, on ne pourra
pas diviser les termes de la forme f(A\)afz'w’ dans aucun autre terme de
Pécriture.

LEMME 3.2. — Soient f une fonction de classe C* sur [0, e[ x W telle
que f(0,A) = 0, a(A) une fonction strictement positive, il existe alors deuz
fonctions Gy et Gy de classe C* en (z,A) sur [0, e[ x W telle que

w(a:c(l + ), z\) = (*1 + a1Gy (, /\))w(w, A) + Ga(z, A). (3.9)

Preyve.— On a :

a=®1z=* (14 f(z,A)) " -1

w(az(1+f), A) = =

De plus,
a M =1—a;ln a(l + o(a1)) ;
(1+ )™ =1—-a1g(z,))), g est obtenue en développant f ;
T =1+ ajw(z, ).
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La démonstration découle facilement des trois égalités précédentes. Les
fonctions G; et G2 sont également données par ces trois égalités.

Preuve du théoréme 3.1.— Pour démontrer le théoréme 3.1, on a :

Rz,\

b1(A) >0, VAeW, ot b)) = (0).

D’apreés (3.3) et (3.5) :

(D10 Ry )(z) =
=Roa(e)+ D R5a(2)wl (Rya(2), A) + ¥1(Rop(2), A).

1<j<i<k+1

On applique le lemme 6 & w (R, )(x), )) sachant que

by b3
Ry 5(z) = b1z 1+ 22+ 222 +.
’ by by

Les fonctions G; s’obtiennent facilement par un développement de Taylor;
apres, on applique R; ) au résultat. En utilisant I’ordre partiel entre les
monémes z'w’/ qui sera étudié dans la section suivante, un tronquage a
Pordre k+1, un réarrangement des termes de Ry 30D yoR; 5(z)— D, (),
on obtient I’écriture énoncée dans le théoréme 3.1.

4. L’algébre des fractions rationnelles admissibles

DEFINITION 4.1. — Soitk € N, ¢(, A) une fonction de classe C* définie
sur [0,e[ x W et &(x, A) une fonction continue positive vérifiant

E(z,A)=0.

Lim
(=,2)—(0,0)

Dans [M1], Vauteur o défini la notion suivante : on dira que ¥ vérifie la
propriété I’g (&) si les conditions suivantes sont satisfaites :

Y (a.-,A%lf}(o,o) ) =0;
§nony
e

1) pour tout n < k, lim (z, A) = 0 uniformément en A € W.
T
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Remarque. — Les mondmes z*7™%1 w7 avec n € IN* et m € Z vérifient
la propriété Ik (z!to1w).

L’algébre des fractions rationnelles admissibles est 1’algébre contenant les
mondmes z'w’ et stable par les opérations de division et de dérivation.

Cette algébre a été étudiée dans [R2]. On rappellera les résultats qui nous
intéressent et, de plus, on généralisera certains autres.

Dans tout ce qui suit, on va noter w = (27 —1)/a;, ol a; est le
coefficient de trace défini précédemment.

On introduit entre ces mondémes un ordre partiel strict qui correspond a
I’ordre de platitude en = 0 pour A =0:

! ? ’
M y™ < (moins plat) zf VM 0™ o £ < ¢

ou bien
=0, n=n"etm>m'.
(On n’introduit pas d’ordre entre les monémes z"*1w.)

On considére ensuite l’algébre des combinaisons finies de monémes &
coefficients des fonctions C'™ en A; de telles combinaisons seront appelées
fonctions admissibles.

Nous utiliserons la convention suivante : * désignera une fonction C* en
A non nulle pour A = 0.

On considére enfin 1’algébre des fonctions quotients u/(1 + ¥(z, A)), o
P(z, A) vérifie la propriété IX(z!To10).
1+ 9(x,A) est appelé une unité. Cette algébre est 1’algébre des fractions

rationnelles admissibles.

On étend ’ordre partiel sur les monémes en un ordre sur les fractions
rationnelles admissibles. Posons

(1 + pi(e, /\)) .
G =#g~——120 =12,
2 g’L 1 + ¢z(w, A)
avec g1 et g deux monémes, ¥;, ¢; vérifient I’g(w1+a1w), alors on a

G1 <Gy g1<g2. (4.1)

Les mondmes z'w’ jouissent de certaines propriétés trés intéressantes
dont le lemme suivant, qui sera la clé de I’algorithme de finitude.
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LEMME 4.2. — Soient £, m et k trois entiers tels que m < £ < k, alors :

m

8k (ztw™ .
—% = gf-k-e Z *xw™m I (4.2)
i=1

F*(zkwm) T —
%——:Z*wm 7, (4.3)
i=0

avec x qui désigne une fonction C* en A, non nulle pour XA = 0.

Preuve.— Une double récurrence sur £ et m permet de montrer le lemme.
Par exemple, on a

d(zw
(;a: ) =(l-o)w-—1
32(a:w) —-a1—1
aa:z = ——(1 - al):c 1 .

Dans tout ce qui suit, on notera la dérivée ki¥™¢ de f par f(k).

On énonce maintenant une proposition obtenue par un calcul direct.

PROPOSITION 4.3.— 1) Soit

iy (1+ fi(=, )
(1 + fa(x, /\)) ’
ol g est un mondme non faible (g # x"*w?) et f; (i = 1, 2) vérifient la
proprieté I’g(z1+°“w), alors si (1) = g'(1+ f3(2,A)), on aura :
a1 = *g'——(l + fa(2,2))
(1 + fs(=, ’\)) ,
ot f4 et f5 vérifient Ig(zl"'“lw).
2) Si
G =a (1 + 501:(123,/\))
1= Ggi (1 +1/’i(f'3,/\)) »
ol @; et Y; vérifient la propriété, g; est un mondéme non faible i = 1, 2, tels
que g1 < g2 alors :
(1) _ g (L +#i(2 )
1 1(1+1/);($,A)) ]

avec g7 < gy et ¢}, P! vérifient aussi les propriétés I’g.

i=1,2,
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5. Ordre du polycycle 'y dans la déformation X

Commengons par définir ’application P, de la transversale o2 vers o2
Py(z2) = (RipoDypoRy 0 Dz_&)(mg) .

Les applications R; ), Rz ) et D ) sont les applications définies précédem-
ment et D, i est ’application inverse de Dy ) ; c’est une application ayant
le méme type de développement asymptotique que ceux de Dy ) et Dj .
En effet :

Di(ee) =22+ Y. Bywhe’ +9(z2,)), (5.1)
1<5<i<h+1

ou Bij = *,Bij(l + O(/\))

L’application Py est appelée ’application 1° retour associée au graphique
To. De plus, les zéros de l’équation Py(z3) — z2 = 0 correspondent
biunivoquement aux cycles de X voisins de I'g.

DEFINITION 5.1.— On dira que le graphique Ty est non identique (ou
graphique non dégénéré) si Py — I n’est pas infiniment plate en z3 = 0, ou
I est l’application identique.

Maintenant faisons le lien avec §o(z) P’application définie dans la sec-
tion 3. Dorénavant on note z, par z. Il est immédiat que

6)‘(3:) = 5(1:,/\) = (PA - I)(Dz,A(w)) .

Donc pour A = 0,
bo(2) = (Po — I)(D2,0(z)) -

D3 0(2z) = z + termes plus plats que le monéme .

Ceci nous permet d’affirmer que les deux applications 6o et Po — I, dans le
cas ol 'y est non identique, sont équivalentes au méme monéme pzFIn™ z
avec p # 0. Cette notion se rattache a ce qu’on appelle ’ordre du polycycle,
notion qui est intrinséque d’aprés ce qu’on vient de dire.
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6. Algorithme de finitude

THEOREME 6.1.— Soit X, A € R}, une famille de champs de vecteurs
sur le plan ayant un polycycle Ty, pour A = 0, du type décrit précédemment
et vérifiant les conditions a) et b).

Soit g lapplication 1° retour associée d Ty pour A = 0. Si 6y est non
infiniment plate alors, pour A assez petit, X a un borne uniforme finie du
nombre de cycles limites voisins de T'g.

Précisement
k(k
s1 8o(z) ~ pa* avec p £ 0 alors X, a au plus [——(—;—3)] cycles.

si 6o(z) ~ pz*In™ z avec p £ 0 alors

k(k+3
X a au plus [% — m] cycles.
Démonstration.— On va supposer que I'g est non trivial, donc

bo(z) ~ pz*In™ z.

On va choisir un entier naturel K >> k(k+3)/2. D’aprés le théoréme 3.1,
il existe alors un voisinage W de A = 0 dans R, un réel ¢ > 0, des fonctions
7ij(A) de classe C™ en A, une fonction ¥ (z,A) de classe C*, k-plate en
z = 0, tels que les cycles apparaissant au voisinage de I'g, pour )\ assez
petit, correspondent biunivoquement aux zéros de I’application :

sz = D mi(Meted + gx(e,N), (6.1)
0<j<i<K+1
avec
7km(0) #0
et
75(0) =0 pour0<;<i<k-1
et

76;(0) =0 pourm+1<j<k.
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On divisera I’algorithme en deux étapes.

E'tape 1

8(z,A) = vo0 + 1117w + Y102 + - + Ymmz W™ +

+ ‘Ymrn—133mwm_1 +- '7'm25'3m“’2 + (6.2)
+ ¥m12™w + Ym0z ™ + -+ + Tpa*w® + '

+ ot etw + ozt + [ + YK (2, A).

Entre les deux crochets il y a tous les monémes z‘w’ avec k+1 < j < i <

K + 1, c’est-a-dire des monémes plus plats que z*.

On commence par dériver §(z, A)k fois pour éliminer tous les monémes

viox' avec 0 < i<k —1.

B )= Y e TR st T eI TR k) +
1<j<ick-1
+ Z 7kj(*wj+*wj“1+*wj'2+~-'+*w+*)+ (6.3)

1<5<k
k

0+ [+ 90 (@)

On multiplie §(*)(z, A) par 2*17*~1  on obtient :

2™ +k—16(k)(w, /\) —
= Y e e T bl 2w ) +
1<j<i<k-1
(6.4)

+ Z ‘ykj:cal"'k_l(*wj +xw? w2 4w+ *) +
1<3<k

o - o - k
4oaeithol [y geath=1y() (g )

Dans la premiére somme de ’égalité (6.4), regardons tous les mondmes
" 1wd, 1 < j < 4. Cette partie de la somme ou ce qu’on peut appeler le
$1°™€ bloc est :

1—1
Yiiw' Th Y 't e it (kw + %) + wyiat T
i=0
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Dans I’écriture précédente on factorise par les z*~1w?, 1 <j <i—1, on
obtient donc
LA (SR ER Y Pl T RS

i

b
=1

{=j+1

(6.5)

Posons .
?

Yij = Z*’Yij-

k=37
Le bloc ¢ s’crit alors
7iiw1—lwz—1 + 7ii—1$1—1“’z_2 oot 72.11:1—1 . (6.6)
iéme

Chacun des blocs jusqu’au (k—1) subissent les mémes transformations.
De plus,

7:;(0) =0 pour1<j<i<k-1. (6.7)

Quant au k™€ bloc, il s’éerit :

k k-1
7kka:a1+k_lz*wj +7kk—15’3a1+k—12*“’]+"'+

+ 7k1x°‘1+k_1(*w + %) + *7k0w°‘1+k_1 .

Méme opération que précédemment, on factorise par les mondmes
ze1tk=14,5 0 < j < k. On trouve alors :

k
Zikjalal-i_k—lwk*j y (68)
=0

[ —

ol Yi; = E?—_-j k¢ et vérifiant les propriétés suivantes :

D’o1, les différents coeflicients ¥;; gardent les mémes propriétés que leurs
prédécesseurs v;;.
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Pour ne pas alourdir le texte par trop de notations, les nouveaux
coefficients ¥;; seront notés encore par 7v;;.

La fonction 221 T*~1§(¥)(z, A) s’écrit alors :

21150 (2,0) = y11 + 2220 +y212 4 -+ Ymma™ O™ 4
+mmo12™ O™ T b g™ T

a1+k—1wk a1+k—1wk—1 4ot

+ Yek +Ykk—1%
+ 712 N0 e R [ ] 4 9 (2, 4),
(6.9)
otl ce qui est entre les crochets reste plus plat que z®1+*=1 et 3, (z,A) est
une fonction de classe CX—* au moins (K — k)-plate en = = 0.

On note cette fonction :c°‘1+k_16(k)(m, A) par 81(z, A). Localement dans
un certain voisinage de (0, 0) € R? xIR4, les zéros de 6(%)(z, X) sont les zéros
de la fonction 61(z, A). Dérivons la fonction é; (k — 1) fois :

V@) = Y wE R (e T e T e ) +
2<j<i<k—1
+ ) e (rw? Frwd T b bk +x) +
0<i<k

k-1
+[- ]+ 95 (=, ).

(6.10)

Cette opération nous a permis de supprimer tous les monémes de la forme

1i12', 1 < i < k — 1. Multiplions la fonction &;(xz,A) par gortk—2

et réarrangeons son écriture comme précédemment. Notons encore les
nouveaux coefficients qui apparaissent par v;;. On obtient donc :

215726, (2,X) = y22 + 13320 + 7322 + - - + Ymma ™ 2™ 2 4

+Ymmo12™ 20T g™ TR

2a1+k—2wk w2a1+k—2wk—1+_”+

+ Tk + Ve k-1

+ Y122 TR 2y ot L1 4 (e, A),
(6.11)

ou ¢z, A) = z°‘1+k"2¢§k_1)(z, A) est une fonction de classe CK~(k+(k-1))
et K — (k + (k- 1))-plate en ¢ = 0, les mondmes entre les crochets gardent
toujours le méme ordre de platitude supérieur a celui de z2®1t*~2, Posons :

ba(z, ) = 2221 tk=25, (2, X)
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localement sur un certain voisinage de (0, 0) dans R2 x IRA, la fonction §; a
les mémes zéros que §,.

On dérive encore 62 (k — 3) fois pour éliminer les mondémes v;22°2,
2 < ¢ < k — 1. Ainsi, on définit une suite de fonction &3, 84, 85, ..., 8p_q
telle que

6i(2,A) = i + Yitrip120 + Vigriz 4+ - +

+ 70T T by g
+ypett g (6.12)
+ 7kkwia1+k——iwk + 7kk_1wia1+k—iwk—1 4ot

+ vzt TRy oyt tRol L LT (e, A),

ot 9; est une fonction de classe CK ~(k+k—1t-4%) ot K (k4k—1+---+i)-
plate en z = 0.

Jusqu’a la fonction §;, on aura éliminé les monémes dont les coefficients
étaient Vil Vi2y Vi8y <+ o5 Yiy i < k—1.
La fonction é_; s’écrira alors :
8r—1(2, ) = Vet ko1 + ez FTIIFIE oy gDty
R A U E R NRT PV

k!k+1!
2 et

(6.13)

la fonction 9_; étant de classe CK— (K — (k(k+1)/2))-plate en
z=0.

On dérive 8;_; une fois, on obtient donec :

k
61 (@ 2) = 3 a0 (x4 w037 a4
=0

+ 1T+ 3 (2,0).

(6.14)

Une multiplication de 6,(“1_)1 par ¢(1=F)a1 et un réarrangement des mo-
némes nous permettent d’avoir :

Az, A) = 1e@® + 1k k190" @ ko + [ ]+ @(2, A, (6.15)

k(k+1)
ol ¢ est une fonction cK-(Z5=)41 ¢ (K — (k(k + 1)/2) + 1)-plate en
z=0.

Les zéros de ’application 6,(:_)1 localement sont les zéros de A.
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s

Etape 2
Comme ’application §o vérifie p(z) ~ Y (0)z®1In™ 2, c’est-a-dire

Yim(0) # 0, alors on peut écrire A(z,A) sous la forme :

Az, A) = Tre@® + Vo po1@" T+ Vem10™ T+ Teme (1 + F(, A),
(6.16)
ol f(, ) est une fonction vérifiant la propriété Ig( (z1t*w).

Localement sur un voisinage de (0,0) dans R? x IRA, les zéros de
P’application A sont les zéros de ’application
1
Ag(z,2) = — Az, A).
w

Ag(z, ) s%écrit alors :

1 1
Ap(eA) = Mok + Yek-1 + Thk-2 3+ F

) (6.17)
+ Yem 1+ frl=, X)),
Dérivons Aj, on obtient alors :
1 w—al—l
Agc )(zy’\) =Tk k-1 w2 +ee
P tar! -1
+ Yem —fmmit (* + fr—1(2, 2)) -

Remarque. — Les différentes fonctions f; qui apparaitrons au cours de cet

algorithme vérifieront la propriété IV (z!7*1w) ot N est un entier naturel
non nul.

Maintenant localement les zéros de AS) sont les mémes que ceux de la
fonction Ap_q(z,A) = zal"’lszS)(w,/\), on a alors :

[y

Ap-1(2,A) = Yek—1 + Vkk—2 + o F
(6.18)

1
+ Tkm k—m=1 (* + fe—1(z,A)) -

Ainsi, on définit une suite finie de fonctions Ay, Ag_1, Agp_2, .-+, Amy1:

"
Army1(2, ) = Vemr + = (+ + fmta (@, X)) - (6:19)
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Une derniére dérivation nous donne
-] — 1

AS,IJH(% /\) = 7m1£“w2— (* + fm(w’ ’\)) . (6'20)

Alors localement les zéros de ’application Ag,l,)(z,z\) sont ceux de ’appli-
cation

Am(z,A) = a:°‘1+1w2A£;)_1(:c, A) = Yem(* + fm(z,A)).
avec * une fonction du paramétre qui est non nulle pour A = 0 et
fm(0,0) = 0.
Il en résulte que localement, comme v4,,(0) # 0, la fonction Ay, (z, )
est non nulle pour (z, \) voisins de (0,0) dans IR2 x IRA et 2 > 0. Par suite,

Agll(w, A) est non nulle pour z et A suffisamment petits.

Conclusion. — Le théoréme de Rolle nous permet d’affirmer que A,
a au plus un zéro pour (z, A) petit. Donc A,, ;2 en a au plus 2. Et ainsi de
suite, on trouve que §(z, A) a au plus [(k(k+3)/2) —m] zéros si v4,,, (0) # 0.
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