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Comportements asymptotiques des solutions
d’équations paraboliques dégénénées
sous des conditions optimales sur la donnée initiale(*)

ABDELILAH GMIRA et NaJs1 YEBARI(D)

RESUME. — On étudie le comportement asymptotique quand t tend vers
+00 de la solution de u; = d.iv(qu|P_2Vu) dans RY x (0,4+00),p > 2,

avec une donnée initiale up € Llloc(lRN). On montre que le comportement

asymptotique dépend d’une condition optimale de croissance vérifiée par
la donnée initiale uo(x) & 'infini.

ABSTRACT. — The asymptotic behaviour as t tends to +oco of the
solutions of u; = djv(|Vu[P_2Vu) in IRY x (0,+00), p > 2, with the
initial data ug € L% _(IR™), was studied. It was proved that the behaviour
depends on the growth optimal condition when |z| — +o0, of the initial
data uo(z).

0. Introduction

L’objet de ce travail est d’étudier le comportement asymptotique quand
t — 400 des solutions de I’équation parabolique non linéaire, ou la donnée
initiale est positive, et non intégrable sur RV :
du

5 = div([\7'u|"'2 -Vu) dans RY x (0,+00), p>2, (0.1)

u(z,0) = ug(z) > 0, wuge LL (RY). (0.2)

On obtient des résultats analogues a ceux obtenus par Alikakos et
Rostamian pour les milieux poreux.

(+) Recgu le 12 novembre 1992
) Département de Mathématiques, Faculté des Sciences, B.P. 2121, Tetouan (Maroc)
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A. Gmira et N. Yebari

Plus précisément, on prouve le résultat suivant.

Supposons que ug € Llloc(RN ) avec ug > 0 vérifiant la condition : on

peut trouver s € [0, (N +p/(p—2))[ et L > 0 tels que
{gN-’uo(gz) — LA,(z) quand § — +o0 ©
c

au sens des distributions D'(R™),

ot la famille {A,, s > 0} est définie par

8

Ay(z) = NIBI(O)Il_,/N

lz|*~N, VzeRV\{0} (0.3)

Ao(z) = 6(x) (masse de Dizac & Porigine) . (0.4)

Alors pour tout t > 0, u(-,t) vérifie I’hypothése (c). De plus (c) est
équivalente a lim;, 4o t“lu(z,t) - q(m,t)| = 0, uniformément sur les
ensembles E. = {z € RV | |z| < ct#} ou c est une constante arbitraire et
g(z,1) est la solution de I’équation

Ou . - N
5= div(|VuP~2.Vu) dansR"Y x (0,+00), (0.5)
u(z,0) = LA,(z) dans RN
avec
N -3
TPt @-2)(N -9 @0
1
= p+(p—2)(N —3s) (©.7)

Ce papier est composé de trois parties : la partie 1 donne les résultats
préliminaires. La partie 2 est consacrée & des estimations a priori; dans la
partie 3, on donnera le résulat principal du comportement asymptotique.
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Comportements asymptotiques des solutions d'équations paraboliques dégénénées

1. Résultats préliminaires

1.1. Rappel d’un résultat d’existence

Le probléme (0.1)-(0.2) admet une solution locale “au sens faible” ([3],
(5], [6]) si et seulement si la condition initiale ug vérifie au moins pour un
certain r > 0, ||uo|[r1 < 400, ou

1
||"'0Hr1 = sup W/;J"O(w)ldw (1.1)

avec Bg = {z ¢ RN | |z| < R}.

Il est clair que s’il existe rg > 0 pour lequel ||uo“ soit fini, il en est de
méme pour tout r > 0.

Soit ug € LIOC(RN), alors on définit pour tout p € (0,1) la norme “ . “r u
par ,

1
U, = s —_
w0l = 52 Zevemremm /Bﬂluo(m)| dz. (1.2)
Il est clair aussi que s’il existe un certain p € (0,1) pour lequel Huo“ soit

fini, il en est de méme pour “uO“ 1+ Bt de plus, Papplication r — ||u0”
est décroissante. D’autre part, si on pose

£(uo, y,) = r—l,ilfco“uo”ﬁ# s (1.3)

on montre que le probleme (0.1)-(0.2) admet un intervalle maximal d’exis-
tence [0 , T(ug) [, ou
Co

T(ug) =
(uo) o

I .

Cp étant une constante positive dépendant de N et p.

1.2 Hypothéses et propriétés d’invariance

Dans cette étude, nous supposons que la donnée initiale vérifie des
conditions optimales au sens suivant :

ug € Llloc(RN) avec ug > 0 véfifiant la condition :
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il existe s € [0, K/(p—2) [ et L > 0 tels que

{EN_Suﬂ(fz) — LA,(z) quand £ — +o0 ©
(v

au sens des distributions D'(RY),
ol A, est la famille définie par (0.3)-(0.4) et K = p+ N(p—2). En utilisant
les mémes techniques que dans [1] pour les milieux poreux, on obtient la

caractérisation suivante de la condition (c).

PROPOSITION 1.1.— Soit ug € L _(RYN) avec uo > 0, alors ug vérifie
(c) si et seulement si

|§n|"/N/ uo(z)dz_Linr’/N/A (z)d (1.5)

E—'+°°
pour tout ensemble mesurable Q C RY, ou EQ = {fz |z € Q}.

Remanrques

i) Dans le cas particulier s = N, les conditions (1.5) et (¢) deviennent
respectivement

lm 50\_1/ up(z)dz = L pour tout @ C RV (1.6)
§—+o0
et

uo(€z) — L quand £ — +oo au sens des distributions D'(RY).  (1.7)

Par conséquent, il en résulte de (1.7) que la moyenne de ug sur la boule B,
tend vers L, lorsque r tend vers +00, c’est-a-dire

lim |B, l_ / ug(z)dz = L. (1.8)
r—+oo |e|<r

il) La géréralisation de (1.8) est obtenue en prenant 2 = B; dans (1.5) ce
qui permet d’écrire

lim |B,-|—’/N/ uo(z)dz = L. (c*)
r—+o00 |:z:|<r

ili) Si ug est & symétrie sphérique (radiale) alors les conditions (c) et (c*)
sont équivalentes.
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Comportements asymptotiques des solutions d'équations paraboliques dégénénées

Avant de justifier "importance des conditions (c) et (c*), on présente
d’abord le résultat d’existence global suivant.

PROPOSITION 1.2. — Soit ug € Llloc(IRN ) positif vérifiant la condition

(c). Alors le probléme (0.1)-(0.2) admet une solution globale positive.

Preuve

i) 11 suffit de montrer qu’on peut trouver x € [0, 1] tel que ”"0”1 u <
+oo. En effet, soit r > 1 et € [0, 1] alors '

1
|uoll,., = Ry RNHP/-2) [ p

B R(r=1)K/(p—2)
= Is{uzg _———RMK/(p—Z) \/|z‘<R ‘Uao(:l:)dit,

ou K =p+ N(p—2). D’ou

uo(z) dz

||'u-0|}|1_'1 S T_(I—H)K/(p_z)”uo e (19)
Comme ’application » — ”uo”r’“ est décroissante alors on obtient
[uoll,,, < r= =KD ug]], . (1.10)

Par suite si H"()“l,u < 400 pour un certain g € [0, 1], on déduit que
t(uo.1) = tim_uol,, = .

Par conséquent la solution u de (0.1)-(0.2) existe pour tout ¢ > 0.

ii) Sachant que (c) est vérifiée pour un certain s € [0, K/(p — 2) [,
montrons qu’on peut choisir u € [0, 1] tel que ||u0H1 , < +oo. Pour cela,
prenons p = s(p — 2)/ K, d’ou

1
= —_ d
luoll 50 75 Jyyer 04

grace a la condition (c), en faisant tendre R vers +oco, on obtient

/ RN_"uo(Ra:)dz——vL/l.l As(z)dz < +o00.
Je|<1 z|<1

R— 40
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On en déduit donc HuOHLM < +oo0.

Les conditions (c) et (c*) vérifient le principe d’invariance suivant.
PROPOSITION 1.3

i) Si ug vérifie (c) alors il en est de méme pour la solution u de (0.1)-
(0.2) pour toutt > 0, c’est-d-dire

fN_‘u(fa:, t)—s——:_—v LAs(z) dans D’(RN) .

ii) Si ug vérifie(c* ), alors la solution u de (0.1)-(0.2) satisfait la méme
condition pour chaquet > 0 :

le‘_’/N/ u(z,t)de — L quand r — +oo.
fee|<r

Preuve

1) (c) est invariante pour tout ¢ > 0. En effet, supposons que la solution
u est suffisament réguliere.

Soient R > 0, £ > 0, 7 > 0 alors, pour tout 7 < t et pour toute fonction
p € C°°(RN) telle que supp ¢ C Br, on a

L(rt) = /Mde”-’ [u(éz, 1) — u(éz, )] o(z) de
= flmme-’ [u(2,8) ~ u(z )] (5) d
e /WM f: %;(a:,r')cp(g) dz dr'
e [ (19 va) o3 asar

e [_t -/|z|<R£lvu‘p_2 -Vu(V(,o)(%) dzdr’.

D’ou

t
[Ie(r.t)| < Cﬁ_"”/ / |VuP} (2, ') dzdr,
T Jiz|<R¢
ou C est une constante positive qui dépend de la fonction ¢.
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Maintenant, on utilise I’estimation (2.14) de [3] pour

]_(”_2) (1.11)

P=R{E>1 et t<Cy [Huollgél
on obtient
t
-1 - -
/0 /1m|<RgIVu|” (2,7) de dr < Cot!/K (Rg)MHH/(B=2)| | L4 =2/ K

(1.12)
ot Co = Co(N, p). Comme t1/K ||uq|| 8- 2/K < 1, Pégalité (1.12) devient

t
/0 /|I'<R€|Vu|p~1(:c, 7)dedr < C, (R£)1+K/(p“2)||uo HR{,I . (1.13)

D’autre part, grace a la relation (1.10), on a pour tout u' € [0, u]

(R§)1+K/(p_2)l|uo||m,1 < RlnLu’K/(p—2)¢~1+;4’K/(z>—2)”uo||1 e (1.14)

Par suite, en combinant (1.13) et (1.14) on obtient pout tout 0 < t <
-(p-2)
o [0l e,

P’estimation suivante

|I¢(0at)| < CR1+ulK/(P—2)£—s+u'K/(P—2)||u0||1 " (1.15)

o C = C(N, p,supp ¢). En faisant tendre £ vers +oo dans (1.15), on obtient
—(p-2
pour tout 0 <t < Colimg_, 4 o [”uOHRé 1] (-2)

§—+oo

/ V=2 [ug(£2) — u(éz, 1)) p(z) dz
|le|<R

or en utilisant encore une fois (1.10), on obtient

—(p-2) o o o
[”“‘J”Re,l] > R(I-u)K (1 #)K”"O”l,gﬁ 2)

D’ou
-(p-2)

Jim [lwollge,] = +ee

Donc (1.16) est vérifiée pour tout ¢ > 0.
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Dans le cas ou u n’est pas réguli¢re, il suffit d’approcher la donnée initiale
ug par une suite régularisante.

1) Avant d’tablir que la condition (c*) reste invariante pour tout ¢t > 0,
montrons d’abord que (c*) assure l’existence globale du probleme (0.1)-
(0.2). Pour cela, il suffit de trouver u € [0, 1] pour lequel ||u0”1 u < Foo.

En effet, si ug satisfait la condition (c*) pour un certain s € [0 , K/(p—2) [a
alors on vérifie que

/N
R™* de — L(“NY° ,
o|<R uo(z) de L( N ) quand R — +o0

ol wy est l’aire de la sphere unité de dimension N — 1 dans RY.

En prenant p = s(p — 2)/K, on en déduit que

”uol]l . = sup RKu/(p-2) uo(z)dz < +o00.
! R>1 |lz|<R
Maintenant pour établir la propriété d’invariance de (c*) par rapport au
temps ¢ > 0, il suffit de montrer que

RE!-EOO R lz|<R [u(z,t) B uO(m)] dz=0

Pour cela, on considére la famille de fonctions {¥s, 6 > 0} de C* ([0 , +00 [)
définie par :

0<1%s(r) <1 pourr>0

Ys(r) =1 pour 0 < r <1

Ps(l) =0 pourr >1+3§.

Puis, on pose p5(z) = 95(|z|) pour tout = € RV. Or

R”'/ ug(z)dz =
R<|z|<(146)R

=R"* ug(z)dez — R™? ugp(z)dz.
[z|<(1+6)R |lz|<R

Mais comme ug vérifie (c*) alors on a

. —s _ w_N 8/N
R.l_l;l‘l‘_loo R Az|<RuO(I)dz =1L ( N ) .
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Donc, pour tout ¢ > 0, il existe deux réels Ry () > 0 et §;(¢) < 1 tels que

R_J/ vs z ug(z)de < R™* d
B<fel<(1+)R %) =7 Jrdercarnr 0 4 <

pour tout R > Ry(e) et 0 < § < 8;(¢).

Fixons £ > 0 et § € (0,61(¢)) C (0,1). Puisque HuoHl ., < +oo, on utilise
les mémes techniques et on aboutit a ’

lim es(z) RN =% [ug(Rz) — Rz, t)| dz =
R—+oc0 |lz|<1+6 6( ) [0( ) u( * )] ¥ 0

pour tout ¢ > 0. Or I’expression ci-dessus est équivalente a

- R_S\/ 7 - ) dy=0.
R=Fer lyl<R(1+8) v (R) [uo(y) — u(y,t)] dy = 0

Ainsi, on peut trouver Ry(¢) > 0 tel que, pour tout R > Ry(¢), on ait

s -

’R /|;'|<R(1+6) ¥s (—R—‘) [ug(z) - u(:t,t)] dz| < €.
Soit R > ma.x(Rl(e), Rz(e)) fixé, alors
z
R—s ' ’t — ) dz =
le|<(1+6)R w=t)es (R) z
=R+~ w((1+8)y, t)es ((L*I‘{_&)_y) ay.
lyl<R

Mais comme u est continue, on a

1+ 6)Nu((1 +6)y, t)es (g———— —_To»u(y,t) p.p- sur Bpg.

Maintenant, en utilisant 1’inégalité (2.10) de [3], on obtient pour tout
-(r-2)
YEBret0<t<Co (i|u0||a,1)

1446 _ -
sup (1+6)Nu((1+6)y,t)<p5 (L—E—)g) < Ct N/K pp/(p 2)“"0”}1,2/,{{‘

1]
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Par application du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on
obtient

x
R"'/ u(z,t)ps (=) dz —R"’/ u(z,t)de—— 0
|lz|<(1+8)R (= t)es (R) le|<R §—0 '

c’est-a-dire

u(z,t)ps (2) dz—0.

R~ /
R<|z|<(1+6)R R 60

Ainsi, on peut trouver §2(¢, R) > 0 tel que pour tout
6 € ]0,min(6,(c), 82(c, R)) [

on ait
z

R"/ u(z,t)ps |5 ) de <e.
JR<|z|<(1+6)R ( (R)

Par conséquent,

R /l;KR[uo(a:) — u(z,t)] dz| <
S| v/Iz\<(1+6)R [uo(2) - u(z, )] ¢s (E) dz| +
+ |R™* /R<|z|<(1+6)R[uo(z) —u(z,t)]ps (E) dz
<e+2e =3¢

—(p-2
pour tout R > max(R;(e), Ry(e)) et 0 <t < Co [”"'OHRl] @ ). Ainsi
on conclut que

)

. —s —
Jlm R '/|.=|<R [4(2,t) — uo(2)] dz = 0
our 0 < t < Colim =(p=2), o i —(p-2) _
pour 0 < t < Colimp e uol 3¢ ;s mais comme limp ool 053~ =
+o0 alors '

/N
R u(z,t)dz — L “N)°
|=‘<R ( ) (N)
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quand R — +oo pour tout ¢t > 0.0

Remarque. — Si on peut trouver p € [0, 1] tel que |lu0||1 L < oo, alors
(1.16) reste valable pour tout ¢ > 0. '

2. Estimation a priori

Le but de cette partie est de prouver que si L > 0 alors la solution u(z, t)
de (0.1)-(0.2) se comporte comme t~* quand t — +oo.

Plus précisément, les deux propositions suivantes montrent que la solu-
tion u(z,t) de (0.1)-(0.2) reste majorée et minorée par deux quantités qui
se comportent comme ¢t~ quand ¢ — +o0o pourvue que la donnée initiale
satisfasse ’hypothése (c).

PROPOSITION 2.1.— Supposons que ||u0”1u < 400 pour un certain
pe[0,1[ et soits=pK/(p—2) :
1) si £(uo, ) > 0, alors pour tout nombre réel M > 1, il existe tg > 0

tel que pour tout t > ty on ait

(-, 8)| oo < KoM#HP/(p=2)g=a (2.1)

(lz| <Ky MtP)
i1) si £(uo, #) = 0, alors

w(-, )| o -0t 2.2
| ul t)||L(IzI<K3tﬁ) (™) (2.2)
o= N —3s 5= 1
Tp+(@-2)N-5)" " p+(-2)(N-3s)’

K, et Ky sont deuz constantes positives qui dépendent de p, N ; par
contre, K3 est une constante positive arbitraire.

Preuve
i) D’aprés [5], si Hu0H1 ; < +oo on a pour tout 7 > 1 et pour tout
0 <t< Cifuo|{P~?, u vérifie linégalité

- — K
[ g, < ot ol 23)
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ou C; et Cy sont des constantes dépendantes de N et p. Mais la relation
(1.9) donne pour tout p€{0,1]:

Juoll; {772 2 #=#K ug | 7). (2.4)
Ainsi l'inégalité (2.3) a lieu en particulier pour tout
0 <t < Cyr(t=#E||yg ||_(” 28 (2.5)
D’autre part, en combinant (2.3), (2.4) et (2.5), on a

”u( t)“L(T - < Czt’N/Kr“p/("_z) “uoup/K (2.6)

On se fixe une constante M > 1, on prend s = pK/(p — 2) et on choisit
r>1ett>0tels que

t=Cc M-8 llﬁlluon"(P 2) (2.7)

c’est-a-dire
r=KiMP® on Ky = C7P|uo|/2P72). (2.8)

Puisque ’application r — ”“OHr u est décroissante et » > 1 alors il est clair
que le t défini par (2.7) vérifie bien la relation (2.5). De plus, si on pose
to = (KlM)_l/B alors ¢ > tg. Par conséquent (2.6) devient

o Ol ”
< CpRP#/(P~2) poul o=~ NIK+0ml =) g |[2/K
en tenant compte de ’expression de 3, l'inégalité (2.9) devient
leCo e < Co KT ®=2) poul o= 2y=e | |PIK L (2.10)
Mais comme £(ug, ) > 0 et K1 MtP > 1 alors (2.10) donne
(-2 t)] Lo < KoMPH/(P=2)4—a (2.11)

(lz|< Ky MtP)

ot Ko = CKpn/(p—Z)“ ”p/K.
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1) Si £(ug, ) = 0 alors le terme Huollz;{/ﬁ“ﬁ'ﬂ tend vers zéro quand

t — +o0o. Par conséquent, le résultat (2.2) découle de la relation (2.10).

Remarque. — La proposition 2.1 reste valable si ug satisfait (c).

PROPOSITION 2.2.— On suppose que ug € Llloc(RN) satisfait la condi-

tion (c*) pour un certain s € [0, K/(p — 2)[ avec L > 0.

Alors, il exziste tg dépendant de p et de ug tel que pour tous les x, t
vérifiant
lz| < CLEP=2B48 ¢ 5 ¢,.

La solution u(z,t) de (0.1)-(0.2) vérifie l’estimation
u(z,t) > CLPPt™ (2.12)

ot l'on désigne par C toute constante qui dépend de N, p et s. o et 3 sont
définies par (0.6) et (0.7).
Preuve

Comme ugp vérifie (c*) alors le probléme (0.1)-(0.2) admet une solution
globale u(z,t) sur IRV x ]0, +00[. D’aprés [5] la donnée initiale ug vérifie
Pestimation

/ uo(z) dz < C[RE/(P=2) 4 oK/P(zq,1)) (2.13)
|z—=z0|<R

pour tout 2o € RN et R > 0,00 K = p+ N(p—2) et C une constante ne
dépendant que de N et p. On considére la suite (Wk)kelN‘ définie par

Wi(z,t) = k*u(kPz, kt). (2.14)
Il est clair que W), est solution de 1’équation (0.1). De plus, elle laisse la

condition (c*) invariante.

Maintenant, soit zg € RY et R > 0 vérifiant |zo| < R/2. Comme
Bp/s C {z € RN | |z — zo| < R} et W), vérifie (2.13) alors on obtient

Wi(z,0)dz < C[RE/®=2) s wE/P(2q,1)]. (2.15)
Bgr/2
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En utilisant (2.14), I'inégalité (2.15) devient

/ k*uo(kPz)dz < C[RE/(P=2) 4 poK/PyK/P(kP2g k)]. (2.16)
|lz|<R/2

Par un simple changement de variable et en tenant compte des expres-
sions de a et 3, on arrive a

f k%uo(KBz) dz = 2~ R? (kﬁE)_ / w(y)dy. (2.17)
le|< R/2 2 lyl<kPR/2

Posons p = kBR/2, alors (2.17) s%crit
/ k%ug(kPz) dz = 2"’|BRI’/N|Bpr’/N‘/ uo(z)dz. (2.18)
|=|<R/2 lz|<p

Comme ug vérifie la relation (c¢*), on déduit de (2.18) que pour p assez
grand on a :

2—°|BR|°/N§ 5/ k*ug(kPz)dz . (2.19)
|lz|<R/2
Les inégalités (2.16) et (2.19) donnent
27°"1C1|BR |V L — RE/®-2) < poK/pyK/p(kBgq , k), (2.20)
pour k assez grand. Or
2—8-—10—1 |BR|3/NL _ RK/(p—Z) — CLR® — RK/(P—2) (221)
ou C désigne toute constante dépendant de N, p et s. Comme s €
[0, K/(p—2) [ alors la fonction R — CLR* — RK/(P=2) atteint son unique

maximum au point R = ¢L(P-2)8 et on a

CLR* — RK/(»-2)|  _— cLKB, (2.22)

Fixons la valeur de R au point R. On déduit des relations (2.22), (2.21)
et (2.20) Pestimation

[k u(kPzq , k)| %/ > C LKA (2.23)
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pour k assez grand avec |zo| < CL(P=2)8, Donc pour tout zg € IR vérifiant
|zo| < CL(P=2)B ¢t pour k assez grand, on obtient

uw(kPzq, k) > Ck*LPP . (2.24)

Finalement, le résultat souhaité est obtenu en remplagant dans (2.24) le
paramétre k par t ce qui donne

u(z,t) > Ct~*LPP (2.25)

pour t assez grand et |z| < ctBL(P-2)8 g

Remarque.— Comme la condition (c*) n’est qu’un cas particulier de (c)
alors I’estimation de la proposition 2.2 reste valable si ug vérifie (c).

3. Résultat principal du comportement asymptotique

Avant d’énoncer le théoréme principal de ce travail, on s’intéresse de
point de vue existence au probléme modifié suivant :

?9_1: = div(|Vu[P~2 . Vu) (3.1)
u(z,0) = LA,(x) (3.2)

ol A, est définie par (0.3), (0.4) et L étant une constante strictement
positive.

PROPOSITION 3.1.— Pour tout s € [0, K/(p—2)[, le probléme (3.1)-
(3.2) admet une solution globale positive unique qf(z,t).

Preuve
e Si s = 0, d’aprés (8], le probléme (3.1)-(3.2) admet une solution unique
globale (qui est la solution de Baremblatt).

eSisc]0,K/(p— 2)[, pour prouver l’existence globale de (3.1)-(3.2) il
suffit de montrer que “A,“’,l < 400 et £(A;) = 0. En effet :

[4al),s = sup [4(@)] d2,

1
R>r RK/(p—2) lz|<R

- 257 -



A. Gmira et N. Yebari

d’ou

"A‘"r,l = lz*~N de .

8 1
sup
N|B1(0)|1"’/N R>r RE/(-2) le|<R

Le passage en coordonnées polaires dans RV conduit & :

- SN ! " e
+ll..2 = N|By(0)* /N R3r RK/(P*z)/o T

ot wy = 2wy _2In 1. Iy, avec I, = ff,/jz cos™9d6. Or |B;(0)| = wn/N,
d’ou

”A"“r,l = |Bl(0)l’/N sup R—K/(p=2)+s
R>r

Puisque s € | 0, K/(p — 2)[, nous avons

[Asll, 1 < |Ba(0)*/N r-K/e=2) s

Donc
”A,”,,,1 < +oco pour tout r > 0.

De plus £(A,) = lim,_.+°°“A,nr1 = 0. Pour simplifier, on notera g7 (z,t)
par q(z:t)'

Maintenant, nous sommes en mesure de présenter le résultat principal de
cette étude.

THEOREME 3.1. — Soit u(z,t) la solution de (0.1)-(0.2) ou ug est suppo-
sée dans L%OC(RN) avec ug > 0 sur RN,

Alors les deuz propriétés suivantes sont équivalentes :

i) lim oo t*|u(z,t) — q(z,t)| = 0, uniformément sur les ensembles
E. = {z €R" | |z| < CtP};

ii) la condition (c) est vérifiée pour un certain s € [0, K/(p — 2)[ et
L>0, ou

_ N —s 8= 1
T ErWN-9k-2) "Tr+r(N-9)r-2

et C est une constante positive.

- 258 -



Comportements asymptotiques des solutions d’équations paraboliques dégénénées
Preuve

Premiére partie (ii)= ()
Soit ug € LIIOC(RN) vérifiant (c) pour un certain s € [0, K/(p — 2)[ et
L > 0. On introduit encore une fois la suite des solutions autosimilaires de

(0.1),
Wi(z,t) = k®u(kPz, kt) (3.3)

utilisée dans la preuve de la proposition 2.2. La démonstration de cette
partie va se faire en trois étapes.

Etape 1 : Convergence de {Wetiesq
1) Estimation de Wj. Soit R > 0 fixé et 4 = s(p — 2)/K. En tenant
compte du fait que « — N8 = —fs, on obtient

[LAQUIPWELE LGP (3.4)

De plus comme ’application r — ” . ||r,# est monotone, on voit clairement
que pour k > 1, _

Wi )| g, < llwoll g (3.5)

Mais en utilisant le fait que 1/8(p —2) = (1 — p)K/(p — 2) et la relation
(1.9), on obtient pour R > 1 fixé

Wi (-, 0)[| g1 < R—I/(p_z)ﬁ”"ona,u- (3.6)

Maintenant, on applique I’estimation (2.10) de [3], on obtient pour R > 1,
Wi(z,t) < Ct~N/ERe/e=2) | Wy (-, 0)| 5/ ¥ (3.7)

pour tout les z, ¢ vérifiant :
|z < R et 0<t<c[||Wk(-,0)l|]—(p_2) (3.8)

ou ¢ = ¢(N, p).

On déduit de (3.6) et (3.7) ’estimation souhaitée a savoir
- _ /K
Wi(z,t) < Ct~N/K gue/(e=2) ||y, |7 | (3.9)
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pour tous les z, t vérifiant
—(p-2)
el <R et 0<t<cRYA[|uollp,]

2) Estimation de VW,,. L’estimation (2.11) de [3] permet d’écrire
|VWi(2,t)| < Ct~(N+D/K g2/ (2=2) | w (- o)[|2/K (3.10)

pour tous les z, t vérifiant (3.8).

On déduit de (3.6) et (3.10) ’estimation du gradient :
[V Wi(z,1)| < Ct~NH1/K p2u/ (0=2) | | 3% (3.11)
pour tous les z, ¢t vérifiant :

[zl <R et 0<t< cRY/B [“uOHR,p] (-2 . (3.12)

De plus, puisque W, vérifie (0.1), on déduit de [2] ’estimation
||VWk||Cﬁc(,RNx]o,+wD <C (0<a<l) (3.13)

ou C étant une constante positive indépendante de k.

On déduit de (3.9) et (3.11) que la fonction W, et le VW sont
uniformément bornées sur tout compact de RV x ]0, +oo[.

De plus, de (3.13) on tire que Wy € C /] 1.cx (IRN x]0, 4o00[).

Ainsi d’aprés le théoréme d’Arzela-Ascoli, on peut extraire une sous-
suite (éventuellement utiliser le procédé de la diagonale) notée encore

{Wkg’ ;lvm converge[ )da.ns 1°c(|RN 10, +0o[) vers une fonction W €
R 0, +o0
loc

De plus, en utilisant la relation (2.14) de [3] on déduit que pour tout
R > 1 et pour tout K > 1, il existe une constante C = C(N,p) telle que
pour tout T > 0 assez petit, on a

/ / |VW, [P~ dz dt < CTVE RME/-2) ||y (. 0)“1+(p—2)/K
Bpr

(3.14)
En tenant compte de (3.6), on obtient

T
/ / |VWi [P~ dz dt < CTVE REOHK/(p=2)) | 4| L (P=2)/K (5 1)
(1] Bpg - R ) ’
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Par passage a la limite dans la relation (3.15), on obtient

T
// VW[~ dedt < T REOHE/(=2)|| 4o | LH =2/ (3 16
0 VBpgr H

Maintenant, on utilise le résultat de la trace initiale [6]. Soit 7' > 0 et
R > 0 alors pour tout t €0, T [,o0n a

/ Wi(z,t)dz <
|lz|<R

< Co [RE/(@=2)(T — 1)=1/(®=2) 4 (7 _ )NIpwK/P (g, T _ 4)]
(3.17)
ot Cop = Co(N,p) et W (0, T —t) = k*u(0, k(T — t)). Or on déduit de
Pestimation (2.1) que

[K(T — )] “u(0, k(T —t)) < C1,

ouC; =Cy (N, Py Ky ||u0H1 #) est une constante indépendante de k, t et
T, ce qui donne
wWi(0, T-—t) < Cl(T—t)—a. (3.18)

En remplagant T par t+ 1 dans les deux relations (3.17) et (3.18) on obtient

/ - Wi(z,t) de < Co[RE/(P=2) 4 cF/P] (3.19)
|z|<R

pour tout ¢ > 0 et tout k > E(tg) + 1, ou o est défini comme dans la
proposition 2.1. Ainsi (3.19) implique que pour tout k assez grand et T > 0,
ona

T
/ / Wi(z,t)de < T -C (3.20)
0 |lz|<R

ou
c=c (R N,pu [ull,,) >0

En passant a la limite dans (3.20), on obtient pour tout T' > 0

T
/ / W(z,t)de < C-T. (3.21)
0 |lz|<R
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Etape 2:10 equatzon satisfaite par W.— On se donne une fonction

p € C*® (IRN 0, +oo[) a support compact. Puisque W vérifie (0. 1)
alors pour tout k > 1,

+o0
/ /N {BWk @+ | VW [P 2. VW, V(p} dzdt=0. (3.22)
IR

+o0 oo
/ / aWk / Wk8<p dtdz —/ Wi(z,0)p(z,0)dz
RN 0 at RN
(3.22)

/ Wi(=, 0)p(z, 0) dz = k"‘/ wo(kPz)p(z, 0) de .
RN RN
Comme a/(N — s) = 3 et ug vérifie (c), on déduit

k—*+ / Wi(z,t)e(z,0)dz = ARN As(z)p(z,0)dx . (3.23)

On se donne maintenant ¢ > 0, alors

/+°°/RN - (Wk—W)dmdt|

< —_
< /e . at ° (Wi, — W)dzdt| +
€
+ / Wa—“3 dz dtl .
o JRV 0Ot
On déduit alors de (3.20) et (3.21) que

+oo 3<p
‘/(; RN Bt (Wk - W) dz dtl

+o0
/ AN 57 (Wi —W)de dt

et comme W), converge vers W dans C'll0 c (lRN x 10, +00]) en faisant tendre
k vers +o0o et puis ¢ vers zéro, on obtient

+ oo
/ W,e dzdt = / / %% wacadt. (3.25)
k-»+oo RN
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De la méme fagon, en utilisant (3.15) et (3.16), on montre que

“+oo
lim YW, |P7 2y _
k_,+°°/(; AN| k| W, Vededt =

+oo \ (3.26)
= / / |[VW P2 VYW Vpdz de.
0 RN
En passant a la limite sur k£ dans (3.22), on obtient
“+ o0 8 + oo
_/ WL de dt +/ / VW [P YW Ve dz dt =
0 RN ot 0 RN (3 27)

:L/";N As(z)p(z,0)dx.

Par conséquent W est solution de (0.1) admettant comme donnée initiale
W(z,0) = LAs(z). Or comme g(z,t) est solution unique de (0,1) telle que
g(x,0) = LA,(z), on en déduit que W =gq.

Etape 3.— D’aprés ce qui précéde, Wy (z',t') = k*u(kBz', kt') converge
vers g(z',t') quand k tend vers +oco, uniformément sur tout compact de
IRY x 10, +oo].

Si on prend t' = 1 et on remplace k par t, on déduit que t*u(tPz’, t)
converge vers g(z’,1) quand ¢ tend vers +oo, uniformément en |z’| < C.

En posant z = tz’, alors on obtient

lim [t*{u(z,t) - t"%q(t %z,1)}] =0 (3.28)

t—+oc0

uniformément sur E¢ = {z € RN | |z| < ctP}.

Pour achever la preuve de la premiére partie, il suffit de remarquer que
g(z,t) = t~%q(t Pz, 1).

Deuziéme partie (i)=>(i1)

On se donne u(z,t) solution de (0,1), ou la donnée initiale est positive
appartenant a Llloc(RN).

On suppose qu’il existe s € [0, K/(p—2)[, R > 0et L > 0 tels que

lim sup t°‘|u(z, t) — q(:z:,t)| =0. (3.29)
t—>+0 2|<RtP

La preuve de cette partie va aussi se faire en trois étapes.
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Etape 1.— On utilise de nouveau la suite des solutions autosimilaires de
(0.1),
Wi(z,t) = k*u(kPz, kt), k>1.

Soit T > 0 fixé. Alors pour tout 7 € (0,7'), on montre que Wy, converge vers
g quand k — +oo sur ’ensemble

Q.15 = {z €RY | |g| < R} x (7, T),
c’est-a-dire

lim sup |Wi(z,t) — q(z,t)| = 0. (3.30)

k—+o0 (m’t)eQr,T,R-rﬁ

En effet d’aprés (3.29), soit € > 0, on peut trouver t(g) > 0 tel que

sup t*|u(z,t) — q(z,t)| < e, pour toutt > t(e).
|z|<Rt?P

Cependant pour chaque & > 0, 0on a

sup  (kt)”* |u(kﬂa: , kt) — q(kPz, k)| <e,
|kBa|< R(kt)P

pourvu que kt > t(¢). Puisque k*g(k®z, kt) = g(z,t) on obtient, pour tout
te(r,T),

€
sup |Wi(z,t) — q(z,t)| < — (3.31)
|z|<RTA T

pourvu que k > (1/7)t(¢), ce qui prouve (3.30).

Etape 2.— Pour tout € > 0 et R > 0, il existe 7(¢, R) indépendant de
k, tel que

7(e,R)
/ / Wi(z,t)dazdt < ¢ (3.32)
0 |z|<R
et
7(e,R) 1
/ / | VW [P~ (z,t)dz dt < €, (3.33)
0 lz|<R
pour tout k > (1/7) t(¢e).
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En effet, en utilisant les inégalités (2.1) et (3.31) on vérifie que
Wi(0,) < 77% (e + K, MHP/(P=2)) | (3.34)

pour tout t € (7,T') et tout k > (1/7)t(e), ou Ky et M sont définies comme
dans la proposition 2.1,

Ka= K (N, ZAu,,) -

Maintenant, on utilise (3.17) avec t = 0 et 7' = 7. On obtient

/ Wi (z,0)de < Co[RE/(P=2)7=1/(p=2) 4 tN/pyK/p(g 7] (3.35)
|z|]<R

On combine les deux relations (3.34) et (3.35) et on arrive a :

sup R—K/(p—2) Wk(m’ 0) dz S CO [T—l/(p—z) + T(N—aK)/p] < 400,
R>1 |z|<R

c’est-a-dire 1
Wi(-,0 <cC . YE> =t 3.36
IWi(-, 0)| gy < € < oo > ~1(e) (3.36)

ol C est indépendante de k. Or (3.34) et (3.36) sont suffisantes pour obtenir
respectivement les estimations (3.20) et (3.15), c’est bien ce qu’il faut pour
Jjustifier I’écriture des relations (3.32) et (3.33).

Par les mémes arguments on montre que les relations (3.32) et (3.33) sont

aussi vérifiées pour g(z,t).

Etape 3.— Soit € > 0 fixé. On prend 7 = min{1, (e, R)}. Pour T > 1
arbitraire, on pose :
Qo= {z e RN | |z| < RTP} x (0,T),
Q1= {z RN | |z| < R} x (0,7),
Q2= {z RN ||z| < RTP} x (1, T).
Soit ¢ € C™ ('RN X (0,+00)) qui s’annule dans un voisinage du bord du
cylindre Qg sauf a la base t = 0.

Puisque W, et q sont les solutions faibles du probléme (0.1), alors on a

/ %(Wk—q)dzdh/(g V¢ [|VW,C|”‘2VW;c - |Vq1‘°"*’] dz dt +
0 0

+ / :(C2 0) [Wi(z,0) — g(z,0)] dz = 0.
R
(3.37)
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Comme Qg = Q1 U Q2, on peut majorer les deux premicéres intégrales dans
(3.37) par une fonction de ¢ en choisissant k assez grand et en utilisant les
deux étapes précédentes.

Par conséquent, le dernier terme de (3.37) tend vers zéro quand k — +oco
pour tout ¢ convenablement choisie.

Soit ¢(z) = ¢(z,0). En remplagant Wy (z,0) et g(z,0) par leurs valeurs
respectives, on obtient

. a By _ _
kBToo . <p(a:)[k uo(kPz) LA,(a:)] dz =0.

Posons ¢ = kB, alors k* = ¢V ¢, Par conséquent I’hypothése (c) est bien
vérifiée pour ug. O

Remarques (cas particuliers du théoréme 3.1.)
e S1 s = N, le théoréme 3.1 scrit sous la forme suivante.
PROPOSITION 3.2.— Soit u(z,t) la solution de (0.1) oi la donnée

initiale ug est positive et dans Llloc(RN). Alors limy 4o u(z,t) = L
uniformément sur les ensembles

Ec = {z e Ry | |z| < ct*/?}

si et seulement s1 :

lim wug(fz) =L au sens de D'(RN).
§—+

e Si ug € L1(RY) alors (c) devient

¢Nug(éx) — Lép quand £ — +oo
au sens des distributions D’ (RN )

(<o)

ot L = [gn uo(z)dz et dans ce cas, g(z,t) est la solution de Baremblatt
ayant comme donnée initiale L&g. Ainsi, on retrouve les résultats de [5] et [8]
qui sont aussi valables pour les milieux poreux [4]. Dans ce cas particulier,
le théoréeme 3.1 se réduit a la proposition 3.3.
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PROPOSITION 3.3.— Soit u(z,t) la solution de (0.1)-(0.2) oi ug €
Lt (RN) avec ug > 0 sur RN, alors

loc

lim tN/Klu(z,t) - q(:z,t)| =0
t—+oo

uniformément sur les ensembles Ec = {z € RN | 2| < C’tl/K} st et seu-
lement st (cg) est vérifiée pour L = ﬁRN ug(z)dz, ou C est une constante
positive arbitraire.
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