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Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. IV, n° 3, 1995

Solutions globales de systémes non linéaires
sur des variétés hyperboliques(*)

MARCEL Dossa(?)

RESUME. — On propose une méthode de résolution globale dans des es-
paces de fonctions localement de carré sommable, d'une classe de systémes
quasi linéaires , quasi diagonaux, définis sur des variétés hyperboliques
(Vn+1,g) de dimension n + 1, avec opérateur principal .

Cette méthode est appliquée aux exemples suivants : équation non linéaire
Ogu + au + bu? = 0 (a > 0, b > 0); applications harmoniques de source
(V2,9); systémes de Higgs. Ce faisant on généralise certains résultats de
[4], [5] et [11].

ABSTRACT.— We propose a method for the global resolution of quasi-
linear, quasi-diagonal systems defined on (n + 1)-dimensional hyperbolic
manifolds (V™*!, g) and with principal operator Oy, on spaces of locally
square integrable functions.

The method is applied to: the non-linear equation Ogu + au + bu? = 0,
a > 0, b > 0; harmonic maps with a source (V2,g); Higgs systems.
We thereby generalize certains results of [4], [5], [11].

0. Introduction

Soit (V™11 g) une variété globalement hyperbolique de dimension n + 1
telle que V™! = SxIR, les hypersurfaces S x {t} étant spatiales et le vecteur
X tangent aux courbes {z} x IR étant temporel. On considére sur (V"1 g)
des systémes quasi-linéaires, quasi-diagonaux de la forme suivante :

DguI+fI(uL,VuL,:c):0, I, L=1,..., N, (1)

(*) Regu le 29 septembre 1993
(1) Université de Yaoundé¢ I, Faculté des Sciences, B.P. 812, Yaoundé, Cameroun
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ou [y désigne I’opérateur des ondes associé a la métrique g. Pour de tels
systémes vérifiant de plus les conditions suivantes :
1) le tenseur d’impulsion-énergie (T, ) associé & (1) vérifie la condition
de I’énergie dominante :

T.sY*ZP >0,

pour tout couple (Y, Z) de vecteurs non spatiaux, orientés vers le futur,

2) sans restriction sur la grandeur des normes des données initiales, le
probléeme de Cauchy global est résoluble dans les espaces de Sobolev
H?*(S), E*(V"*!) par majorations a priori déduites de l'intégration
de VA(T,5X®) sur les bandes S x [0, t],

on propose ici une méthode générale permettant d’étendre I’existence glo-
bale & un cadre plus vaste de fonctions localement de carré sommable.

Cette méthode est appliquée de fagon détaillée aux exemples suivants.

Le premier exemple traité est 1’dquation de Klein-Gordon non linéaire
Ugu+au+buP = 0 ol a et b sont des fonctions positives, p un entier impair
tel que 1 < p < +oosin =1ou 2 p=3sin = 3. Sous de simples
hypothéses de locale sommabilité sur les coefficients a, b et les données
initiales, le probléme de Cauchy ordinaire global est résolu; ce qui généralise
les résultats de [4], oil ce probléme avait été résolu dans un cadre d’espaces
de Sobolev de fonctions de carré sommable.

On démontre ensuite I’existence globale, toujours dans un cadre d’espaces
de fonctions localement de carré sommable, d’applications harmoniques de
source (V'2,g); ce qui généralise un résultat de [5].

Un exemple d’intérét physique (cordes cosmiques) est le systéme (n = 3) :
N

(6F v + A35) (8au! + AL ju?) + maX - (u— ZluIlz) K =0, (2
I=1

ol les A% sont des matrices antisymétriques réelles, fonctions du point
z € V1 met psont des nombres, les u! sont N fonctions réelles astreintes
a tendre a linfini vers un vecteur de longueur pl/2 (donc wleL?sip #0).
Dans le cas ou (V*, g) est I’espace temps de Minkowski, 1’existence globale
pour (2) couplé avec les équations de Yang-Mills, de potentiel de Yang-
Mills A,, est connue en jauge temporelle X*A4, = 0, dans H* pour u =0
([11], [6]); mais aussi dans Hy _ pour le cas physiquement intéressant p > 0

(cf. [16]).
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1l semble intéressant de généraliser ces résultats a une variété globalement
hyperbolique quelconque (V4,g). Pour A, donné, I’existence globale dans
H;} _ est obtenue ici pour le systéme de Higgs (2) défini sur (v4,9).

1. Définitions, hypothéses et notations

Soit n un entier naturel > 1.

Soit (V™*1, g) une variété pseudoriemannienne de dimension n+1 et de
classe C*°, munie donc d’une métrique lorentzienne g de classe C*, c’est-a-
dire d’un champ C™ de tenseurs 2 fois covariants, symétriques, de signature
hyperbolique (+ —---—).

Dans tout cet article la variété (V™11 g) sera réguliérement hyperbolique
au sens de la définition suivante.

DEFINITION . — (V™t1,g) est une variété réguliérement hyperbolique si
(V™t1,g) est une variété globalement hyperbolique telle que :

i) V"1l =S xIR, ou S est une variété C™ sans bord de dimension n;
VT >0etV |t| <T, les métriques —g;, induites par —g sur S x {t},
sont proprement riemanniennes et uniformément équivalentes d la
métrique —go Sur VI',“"1 = S x [=T,T], c’est-d-dire qu’il eziste
des constantes k1(T) et ka(T) > 0 telles que V (z,t) € VAt
VY € Tx(S), on a :

k1(T)Fo(2)(Y,Y) < G3(2)(Y,Y) < ka(T)go(2)(V,Y) 5 (1.1)

la métrique —g, est compléte et de rayon d’injectivité § > 0;

%) VT > 0, les courbes t — (z,t), ¢ fizé, de vecteur tangent X, sont
uniformément temporelles sur V;H = Sx[-T, T], c’est-a-dire qu’il
eziste un réel a(T) > 0, tel que :

inf g(X,X)>a(T)>0; (1.2)
Vn+1
T
i) VT > 0, les hypersurfaces S x {t}, t = constante, |t| < T, sont
uniformément spatiales par rapport d X sur VT’}'H, c’est-g-dire qu’il

eziste un réel B(T) > 0 tel que :

sup (X, %) < B(T), (1.3)
vptt
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oi n est la normale unitaire d S x {t} (g(%,n) = 1) orientée vers les
t positifs.

Remarque.— Nous ne faisons pas ici de restriction supplémentaire sur
la courbure de g et les champs de vecteurs X et 7, ni sur leurs dérivées
covariantes (dans [4], [5], ces quantités étaient supposées uniformément
bornées en norme sur les Vi t1).

De (1.2) et (1.3), on tire (cf. [3]) :
sup 9(X,X) <BYT) et inf g(X,7)>al/*(T). (1.4)
vpt Vet

La métrique g permet d’obtenir une correspondance canonique entre
tenseurs contravariants, covariants ou mixtes : I’abaissement et la montée
des indices se font a I’aide de la métrique g.

On pose U = g(X,X), N = g(X, 7).

Dans une carte adaptée au feuilletage S x IR, on a :

1
goo="U, 900=N7,

(1.5)
fi=(na)=(N,0,...,0), 7=(n%= (% 1N, ...,gO"N) .

Sur V™t on utilisera la métrique proprement riemannienne vy définie
dans une carte quelconque par

YV = (X0 + Xhnk) - Ng
ce qui, dans une carte adaptée au feuilletage S x IR, s’crit :
00 = Ng%, 7% =0,49=-Ng¥, i, j=1,2....n
Le produit scalaire de tenseurs sur V**! est défini au moyen de ~ s

.6
(T, L)= 701151 .. .7a9ﬁq‘y§1q 76Peprll aflLﬂl 3q
|T| = <T, T>1/2 .

Les dérivées covariantes V* sont prises dans la métrique g et les dérivées
V dans la métrique g;. L’élément de volume de —g, est noté du;; V T' > 0,
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il est uniformément équivalent sur V;H a dpg. Soit d la distance géodésique
définie sur S par la métrique proprement riemannienne compléte —go;
Vao € S, soit dy, application partielle de S dans R* définie par :
dzo(z) = d(=0,z), V@ € S. Si dgy(z) < b,0mna:

W,,d,o(z)\_go =1, (1.6)

V. étant la dérivation covariante dans la métrique gg. V ¢ € S, soit Sz, la
composante connexe de zg dans S.

Y (zo,%0) € SxR,Vy €R},V(R,R) € (IR;f')2 tels que R’ < R, on
note :

B} pr(20,0) = {(2,1) € Sap x R|0 <t — 1 < R et
0 < ¥(t —to) + day (z) < YR} 5

B, p (%0,%0) = {(2,1) € Say xR | (2,—1) € B} py (20, ~t0) }

BR,R’,'y(wOatO) = BE,RI’,Y(wO’tO) UBE’R:,7(301t0) .

D’aprés le théoreme de Hopf-Rinow [7, p. 360] les Bg i (%o0,%0) sont
des compacts de V™11,

Soit B un compact de V™11 d’intérieur non vide. On note :
p(B) = {t €R |3 z € S tel que (z,t) € B},
t; =supp(B), tg=infp(B),
Bi=Bn(Sx{t}), Vte[tz, th].

On désigne par C(B) ’espace des restrictions & B des fonctions C*°
sur V71,

On désigne par E*(B) le complété de C*°(B) pour la norme :
s 1/2
”u”E'(B) = sup { ZlvkuIZ dut} ,
tp<t<tl (Bt g
avec la convention th fdu=10si B; = 0.

V T > 0, on désigne par Ej c(Vj:“'*'l) ’espace des (classes de) fonctions u
mesurables telles que :
u[p € E*(B)

pour tout compact B de VI’."H, d’intérieur non vide.

- 523 -



Marcel Dossa

On note :
Kao,R = {2 € Say | duo(2) < R}, K::O,R = Kqzo.r x {t}.

Soit K un compact de S x {t}, d’intérieur non vide.
On note :
o C°°(K) D’espace des restrictions & K des fonctions C® sur S x {t};

e H*(K) le complété de C*°(K) pour la norme :

o= {f, St

o H{ (Sx{t})espace des (classes de) fonctions u mesurables sur S x {t}

telles que :
ulg € H*(K).

Pour tout compact I d’intérieur non vide de R et tout compact K
d’intérieur non vide de S, on note C°(I,L%(K)) D’espace des fonctions
continues u de I dans L9(K). Cet espace sera muni de la norme suivante :

lellgr & = i‘él;”“(t’ ')“Lq(K)'

On notera :
- to
“"”q,z,K = ”u”q,mo,Rle
si I = [tg — Ry,t0 + Ri] et K = .K,,,O,R2 avec (2o, to, R1, R2) €
S xR x (IR;")Z.
On note C°(R, L{ (S)) I’espace des fonctions continues u de R dans
L8, .(5)).

loc

Convention pour alléger les notations

On dira que {B, K} sont les domaines associés aux paramétres géomé-
triques (2o, t9, 7, R, R') € S x R x (R})®si:

B = BR,R’,—y(z07t0) et K= K:co,'yR-
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LEMME 1.— Inégalités de Sobolev pour les variétés riemanniennes com-
pactes d bord [1] :

1) A tout domaine Bpr R ~(%0,t0) on peut associer une constante ¢ > 0,
telle que V u € C®(Bpg g (%0, t0)) on ait :

. 1/q m+L X 1p
{/1.3 |V u!qdut} <e¢ /B EIV u‘pdut , (%)

t k=0

simp < n et p < ¢ < np/(n —mp),
ousimp=mnetp<q<-+oo,
ousimp>netp< qg< 400;

i) 1inégalité de Sobolev () demeure vraie lorsqu’on remplace les déri-

vées covariantes V¢, V* respectivement par les dérivées covariantes
=t sk
v,V

2. Propriétés du tenseur d’impulsion-énergie associé a
I’opérateur différentiel Oy +m (m > 0)

2.1 Premiéres propriétés
DEFINITION .— Soit V un champ de tenseurs sur V™1 de type

quelconque. On appelle tenseur d’impulsion-énergie de V et on note T[V] le
champ de tenseurs contravariants d’ordre 2 sur Vntl de composantes :

1 m
T8 = (g“gﬁv -3 g“ﬁg“‘f) (VsV, V, V) + 7g°‘ﬁ(v, VY. (21)
PROPRIETE DE g (cf. [8]) .— La métrique lorentzienne g admet la
représentation suivante :
1
g*P = 7 xXoxB —p*P, (22)
h"‘ﬁWaWﬁ étant une forme quadratique positive qui vérifie donc :

heB(VoV, VgV) > 0. (2.3)
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ProPRIETES DE T[V] ( cf. [8], [9])

i) Soit z, un covecteur temporel ou caractéristique par rapport d g,
orienté vers le futur, c’est-d-dire tel que :

Tq = e(Xa + Ya)

avec Y, X% =0 et £ > 0. Alors :

T X qzg =€ — h°'5< Oy V - VoV, Byyv— vﬁv>
& K (2.4)
2
+§—<V V>+2£Ug Prazg|VxV |,
dot ;
T“ﬁ:ca:cﬁ >0. (2.5)

ii) Soit (ny) la normale unitaire auz S x {t}, orientée vers les t positifs.
Alors :

1 N
T Xang = 37°%(VaV, VaV) + 22 (V, V). (2.6)

Preuve.— Voir [8, pp. 51-53] et [9] pour la preuve de i).
ii) découle immédiatement des définitions des (y*B) et (T25).
2.2 Une propriété géométrique des domaines Bp p' . (Zo,%0)
L’établissement des inégalités énergétiques dans les espaces
E*(BpR,R'(%0,t0)) pour les systémes quasi-diagonaux linéaires :

DguI + a‘If‘BauJ + bSuJ =fI dans BR pr' ~(z0,0)

reposera essentiellement sur les propriétés (2.5) et (2.6) du tenseur d’impul-
sion-énergie (T%A) ainsi que sur la propriété géométrique fondamentale
suivante des domaines Bg g (Z0,%0)

PROPOSITION 1.— Soit (V™*1, g) une variété réguliérement hyperbo-
lique.

A tout réel T > 0, on peut associer un réel vo(T) > 0 ne dépendant que
des constantes o(T), B(T), k1(T), k2(T), tel que :

V (z0,%0) €S xR, V(R,R,7)e€ (R})®
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vérifiant : v > vo(T), YR < §, R' < R, |to| + R < T, alors la frontiére
latérale L = 8 BY; R (%0, t0) —(Bty U By gr) de B}, R (%0, t0) est une
hypersurface lisse de V;'H, dont la normale sortante (py) est temporelle,

orientée vers le futur par rapport d g. On en déduit, compte tenu de (2.5) :

T“ﬁXapﬂ >0 surl (2.7).

Preuve de la proposition 1.— L’quation de la surface latérale L s’écrit :
(t —t0) +dgo(z) =YR, 0<t—1t <R (1)

L’application d;, étant C* en tout = # z¢ de la boule géodésique K, s,
L est une sous-variété lisse de V™!, En un point (z,t) de L et dans une
carte adaptée au feuilletage S x R, la normale & L, extérieure au domaine
BE,R',’y(‘”O’tO) sécrit :

P = (pu) = (7, 81dee (), + .+, Onday (2)) - (2)

On va d’abord montrer qu’il existe un réel 41(T) > 0 ne dépendant
que des constantes a(T), B(T), k1(T), k2(T) (caractérisant la variété
réguli¢rement hyperbolique V"11) tel que Vv > v1(T), V (z,t) € L, on
a g(z,t)(n,p) > 0, n étant la normale unitaire aux S x {t} orientée vers les
t positifs. En effet, on a :

g(m,t)(ﬁ,p) = 7900(‘”, t)no(% t) + QOi(‘th)nO(m’t)aidzo (:z:)

= F(‘y?,a + N(z,t)gm(m, 1);dz, () .

®3)

L’application de l'inégalité de Schwarz dans la métrique proprement
riemannienne (—g*’) donne :

|9% (2, )Bidz (2)| < (—9 (2, t)Biday (2)0jdaq (2)) /2 x

-~ 0i (] 1/2 (@)
X ( - g,‘j(:l:,t)g (z$ t)g (wvt)) )
ot (3;;) la matrice inverse de (g*/) est égale a :
-~ goigoj
Gij =gij — —~. (5)

doo
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De (5) on déduit, compte tenu de (1.2) :

1 — goog®° 1 1

0 07 _

—gijg g7 =—""—<—X< (1) 6
goo goo ~ o(T) (6)

Soit maintenant (g* ) linverse de la matrice (g;;). On a :

0 0j
99

. 7
gOO ( )

79 =g -

On en déduit, compte tenu de (1.1) et (1.6) :
= 9 (2,8)idz (2)0jdas (2) =

.. 0i z,t aidzo T i
:ﬁme%ﬁw@M%jgg&%#n

—-gtj(a:)a dﬂ!o(z)a deg (z)
—k1(T)F5 (2)Bide (2)9jday (z) = ka(T)

c’est-a-dire : N
—g%(,1)0idz, (2)0jd, () < k1 (T). (8)

De (3), (4), (6) et (8), on déduit, compte tenu de (1.2), (1.3), (1.4), (1.5) :

o(e,0)7) > T — G BT,
Il suffit donc de prendre +1(T) = ﬁ(T)k}/ 2(T)/al/z(T) pour avoir
9(z,1)(m,p) > 0,V v > 7.

Des calculs précédents, on tire immédiatement :

9(2,t)(P, ) = 9°Ppaps = 129% + 279" 0;day + 97 8;d2y 8;de,

s 1 _27’0%/2('—7")
= ,BZ(T) al/z(T)

— ky(T).

Soient v2(T), v3(T) (v2 > 7¥3) les deux racines distinctes de I’équation
d’inconnue « :
7 29k1/%(T)
BAT)  al/%(T)

—ki(T)=0.
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On choisit alors vo(T') = ma.x(‘)q(T) , 72(T)) +1.0naVvVey>y(T):
g(n,p) >0 et g(p,p) >0 surlL;

d’ot la proposition 1.

8. Résultats d’existence pour les systémes quasi diagonaux linéaires
du second ordre de partie principale O,

Dans cette section, on résout respectivement dans les espaces

E*(Br,p +(%0,%0)) et E} (V™)

le probléme de Cauchy local, puis le probléme de Cauchy global, relatifs aux
systémes quasi diagonaux linéaires de la forme :

ElguI +b5°‘3au" +a.I,uJ =f, 1,J=1,...,N. (3.1)

Le systéme (3.1) de N équations & N fonctions scalaires inconnues ul peut
se noter sommairement;

Ogu+b-Vu+au=f, (3.1)

avec u = (ul), b= (b)), a = (ad), f = ().
On notera aussi :
e u=(uf) € C®(B) pour ¥ I, u! € C®(B);
e u= (ul) € B*(B) pour V I, u! € E*(B);
° ”u”E'(B) = il E*(B)}

ob= (b ) € C™(B) pour V I, J, b est un champ de vecteurs de classe
C® sur B etc.

LEMME 2.— Soit n € IN*. Soit 31 = [n/2] la partie entié're de n/2. Soit
g un réel > 2 sin € {1,2}, ¢ > n sin> 3. Soient ¢, ¢" desre’elsZn.
Soit T un réel > 0. Soient (zo,%0) € S xR, (R, R',v) € (IR"') tels que :

e v > vo(T) (vo(T) étant le réel > 0 déterminé d la proposition 1),
e YR < § (6 étant le rayon d’injectivité de (S, —gp)),
eR<Retl|tg| +tR<T.
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Soient {B,K} les domaines associés auz paraméires géométriques
(zo,t0,7, R, R'). Alors toute solution u = (u) € C>®(B) du probléme de
Cauchy :

{V"qul + b_I]"“BauJ + agu" =f! dans B

3.2
ol = ¢I et at,uI — ¢I sur K, ( )

a=(al), b=}, f=(@Hec=(B)
¢="), ¥=@")ec>x),

vérifie les inégalités énergétiques suivantes :

ooy < [l Wl + ® S lmogmy] 69
et s18>2:
pop) s (4

Es(B) S ©2 [||¢||H-(K) + [l ge-s xe) + VR |

]

c1 €tant une fonction croissante de T, dépendant de (V™11, g) et des
constantes My et Mo définies ci-dessous; ¢y étant une fonction croissante
de T, dépendant de (V"F1,g) et des constantes Mz, My avec :

My = ”a“:mo,nrﬂ
Mz = ||b||c°(1a)
s—1
M+ Y |Vl e i2S 8 <
we{
M; + Z “Vka”?,zo,R',—yR + ||V’1a| B*-1-1(B) s8> 81
N k=1
s—1
Mz + Z”Vka”tt;,zo,R'ryR 512<8<38 +1
My = k:l
Mz + Z”ka”'Z"-Eo,R',‘yR + ”V"1+1b| E*-21-2(B) sis>s1+1
\ k=1
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Remarques

Une exploitation plus stricte des inégalités de Sobolev du lemme 1 permet
d’avoir les mémes résultats en remplagant les réels M3 et My respectivement
par les réels Mj et M, définis par :

M+ Z“Vk H%,mzo.R’ YR si2<s<s

81—1

My+ Y ||Vl

'YR + ”Vﬂa“En—-l—l(B) sls> s
. k=1

gk, ‘n:zO:
( s—1
M, + Z”ka”qk 20,R' AR si2<s<s1+1

k=1 "

811
My+ ) ”Vk"”q,. a0k TNVl gasy 2y si 8> 01 +1
\ k=1 "

les (g ")1 <k<oi-1 et (q;c n)l <k<sy étant deux suites de réels astreints aux
conditions suivantes : -

n

n . .
Ten > sil<k<s;—1 q,1_1,n>: si n est pair
1

et

k+
n . n . .
- sil<k<s qf,ln>— si n pair.
k ! 81

q >

Preuve de l'inégalité énergétique (3.3)

Soit m un réel > 0. Considérons le tenseur d’impulsion-énergie (T*H)
défini par :

1 m
T — Z <V)‘uIV“uI -3 g)‘“VpuIV"uI + E—gA“(uI)z) . (1)
I

L’application sur M; = B; R,,y(a:o,to)ﬂ(s x [tg, t]) du théoréme de
Stokes-Gauss a ’'identité :

1
VA(T*X,) = Y (Ve +mul) X4Vl + 5 TM™(VaXu+VuXy) (2)
I
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donne, compte tenu de (3.2) :

/ TAMX#PA do =
oM,
t
I J
B /to /, {XI:((m65 —af)u? — 8P 0au’ + 1) X4Vl + )
1
+3 TM(VrX, + V“X,\)} Ndp,dr,

ou
dMy=B:UL UK avec By=Bfp (20,%0)N(Sx{t}), (4

Ly = LN (S x [tg, t]), L étant la fronti¢re latérale de By p, (20, t0)-

Sur L, le covecteur (p)) étant temporel par rapport & g, orienté vers le
futur (proposition 1) car ¥ > 4o(T'), on a en vertu de la formule (2.7) de la
proposition 1 :

T X,py > 0. (5)

Le covecteur (p)) étant égal, sur B; & (n)) et sur K 4 (—n)), on a d’aprés
la formule (2.6) :

1 1
Z (5 PVl vl + 3 mN(uI)2> sur B
I

TA“XMPA = 1 1 (6)
- Z (-2- 7>‘“V>‘uIV,4uI + 3 mN(uI)z) sur K.
I
On a donc :
/ Z A"V)‘uIV ul + mN (uf) ) dpg +

1
+/L TA”X,,,pA do — 3 /K Z ('yA“V)‘uIV,,uI +mN(uI)2) dp, =
t I
t
= / / {Z((mﬁ —ah)u! —biro,u’ + FH XHV .l +
to T I

1
+ 35 T M(VaX, + VuXA)} Ndp,dr
= Rt .
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D’o1, compte tenu de (5),

/B Z (7>‘“V)‘uIVqu + mN(uI)z) dpt <
t I

(7)
< Ry + /;{ Z (‘y)‘“V)‘uIV”uI + mN(uI)z) dpg, -
I

On termine alors les calculs comme dans [4], en utilisant les inégalités
de Sobolev du lemme 1, le lemme de Gronwall et en se rappelant que
BR pt (0, 10) est un compact de V"*1.

Preuve de l'inégalité énergétique (3.4).— Vp€ {0,1, ..., s—1} posons:

JO =Pl =V .. \ (1)
(p fois)

Ty = 2 {<V*u“’°), Vl®)) - 2 (vl voul)
I

. (2)
n ?gw@l(p) , u-’(?))} _
Ona:
A
V’\T(z;)l' - F(‘;) ’ (3)
avec
Ffy = EI: (vesl, veal(P)y
p-1
+ 3 (T (ms] — afyvim—RlyT — el um-RtL,T ey le)) 4
k=0
p~-1
+ Z(Vk Riem(g) - VP~ *ul , v#uI(®)) 4
k=0
+ Y (e +cif+cy) g, 4
1<i<p
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ol on a posé :

i = 1y [ 9, 01V, 0
i

: 1 3. A,
CéI = - E gA“VA'Va'B' H 7a,ﬁ, Vpal'"apulv I

J#i

p

Bx"'ﬁpu

C?;I = ? g)‘“vX}'a'ﬁ' H*yaJﬁJ Val...apuIvﬁl...gpuI .
i

L’intégration sur M; = BE R,,y(:co,to)ﬂ(S x [to, t]) de la formule de
divergence covariante :

1
Va (T(;i)‘Xu) =3 T(%L(V/\Xu +VuXy) + F(l:,)Xl-l (5)

donne, en vertu du théoréme de Stokes-Gauss :
s—1 N s—1 N
T X ny dys + / T ”X“p)‘d(f:
;;) /B' ()"H ;} L, @
s—1 N
= Z/ T(p‘)tX“n)‘ dﬂto +
p=0"K

s—1 t 1
JFZ/to dr/BrN (F(‘;)X“+ ET(?,’)‘(LXg)M> dy,,

p=0

(Lxg étant la dérivée de Lie de g dans la direction de X). Or, on a :

e sur B,

1
T4 Xmy = }}: 5 (Iv71dd]? + m|veu )

e sur K,
1
TohXuma ==Y 5 (Iv2*2al * + mav |vea )
I
e sur L; (proposition 1),
Ap
T(p)X“n)‘ >0.

- 534 -



Solutions globales de systémes non linéaires sur des variétés hyperboliques

D’ou :

s-1

Z g S (IvPHul P+ mN VP! ) dpe <
=0" "t I

< Z/ Z Vp"'l II +mN|VpuI| ) dpe, + (6)

p=0

A
+Z/ dTLTN (278 X+ T (Lx9) ) dir-

p=0

Par des calculs identiques & ceux de [4], on déduit de (6) l'inégalité
énergétique (3.4), en utilisant, outre les inégalités de Sobolev du lemme 1 et
le lemme de Gronwall, le fait que, B étant compact et la métrique g étant
C*® sur V"1, le tenseur de courbure Riem, les tenseurs g, v, X et leurs
dérivées covariantes sont uniformément bornés sur B.

Du lemme 2, on déduit par un raisonnement identique & celui de [4] le
résultat d’existence suivant.
LEMME 3

i) Les hypothéses géométriques sur {B, K} et les notations €tant celles
du lemme 2, sous les conditions de régularité :

fe E%B), ¢€HY(K), %¢€lL*K)

be C°B), a€C®(fto— R, to+ R], LUK)) 9

avec ¢ > 2 sin € {1,2}, avec ¢ > n si n > 3, le probleme de
Cauchy (3.2) posséde une solution u = (ul) € E'(B) et vérifiant
linégalité énergétique :

ol g1 sy < €1(Ro M1, M2) [0 ) + ¥ ooy + B |l o))

i) Si de plus V I, J, b posséde, au sens des distributions, une dérivée
covariante qui est un champ de tenseurs tel que :

div(b}) = v b5 € €%([to - R, to + R], LY(K))

avec ¢ > 2 sin € {1, 2}, avec ¢ > n si n > 3, alors cette solution est
unique.
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11) Si de plus, s étant un entier > 2, on a :

feE*Y(B), ¢cH'(K), yeHK) (3.7)
s12<s< sy, ,
Vka e C%(to— R, to+ R], LY (K)) Vke{l,...,s—1}
st s> sy, (3.7

Vka e CO([to— R, to+ R], LY(K)) Vke{l,..., s —1}
et de plus V*1a € E*~*11(B)

si12<s8<s1+1,
Vb e CO([to— R, to + R], LY (K)) Vke{l,...,s—1}

sis>s81+1, ’ (3.7")
Vb e CO([to— R, to+ R], LY (K)) YEke{l,..., 5}
et de plus V*1+1b ¢ E*=*1-2(B),

alors la solution u € E*(B) et vérifie l'inégalité énergétique :

]

548) < C (18 aeqaey + ¥l ros iy + VR Fl g )

ot C est une fonction croissante de T, dépendant de (V™11, g) et des
constantes M3 et My.

Preuve.— Le seul point qui mérite d’étre traité est l’unicité de solution
dans le cas s = 1. A cet effet, posons : P = g + bV + a, tP = ’adjoint de

P.Ona:

PP =0y~ Va(¥*-)+a=0,—bV +a—divb. (1)

Pour démontrer I'unicité de solution, il suffit de montrer que 1’équation
]
adjointe PV = W, ot W est & support contenu dans B posséde au moins

une solution dans E?, ce qui, compte tenu de (1), découle de la partie i) du
lemme 3.
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Remarques

1) L’unicité de solution est conservée si on léve la condition :
divb € C°([to - R, to + R], L4(K))

Pour le démontrer, il faudrait faire intervenir comme dans [12], les espaces

de Sobolev de puissance fractionnaire (plus précisément entiére négative)
sur V1 et K.

2) Conformément i la remarque qui a suivi le lemme 2, la partie iii) du
lemme 3 est encore vraie sous les hypothéses moins restrictives obtenues en
remplagant (3.7') et (3.7") respectivement par (3.7") et (3.7"") avec :

si2<s< s,

Vka e C°([to— R, to + R], L%"(K)) Vke{l,...,s—-1}
sis>s, (3.7")
Vka e C°([to— R, to+ R], L%=(K)) VEke{l,...,s1 -1}

et de plus V*1a € E*~*1~1(B)

si2<s<s;+1,
V*b € C%([to — R, to + R], L%~ (K)) Vke{l,...,s~1}

sis>s+1, (3.7"")
Vb e C%([to — R, to + R], L%~ (K)) Vke{l, ..., s}
et de plus V*111p € E*~*172%(B).

Les constantes Ms et M, sont alors respectivement remplacées par les
constantes M} et M} (les constantes gk n, qf ,» M3 et M 4 sont les mémes
que celles utilisées dans la remarque au lemme 2).

PROPOSITION 2

i) Sous les conditions :

feE (v*tY), ¢eHL(S), veLi(S)

loc loc
b= (65) e CO(vrtl) etV I, J, b_I, posséde, au sens des distributions
une dérivée covariante qui est un champ de tenseurs sur yntl
tel que div(b}) = V bI* € CO(R, L (5))

loc

aGC’O(IR,Lq (S)) avecg>2sine{l,2} etg>nsin>3

loc

(3.9)
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le probléeme de Cauchy :

{DguI +b5205u’ + alud = fI dans V1
vu=¢ et fu =19 sur S x {0}.

posséde une solution globale unigue u = (ul) € Elloc(Vn+1)

it) Si de plus, s étant un entier > 2, on suppose :

FeELNV™MY), g€ HL(S), veHZNS)

loc

512<s< s,

Vka € C°(R, LI (S)) Vke{l,...,s—1} avecg' >n
si8> 81,

Vka e CO(R, L{ (S)) YEke{l, ..., s —1}

et de plus V*1a € EJ7 171 (V)

512<s8<s1+1,

kaGCO(IR,quOC(S)) Vke{l,...,s—1} avec ¢" > n
sis>381+1, i

VEb e CO(R, L (S)) Yke{l,..., s}

loc

et de plus V31 1+1p ¢ El’o_c’l'z(V”H),

alors la solution globale u € Ef, (V™t1).

(3.10)

(3.11)

(3.11)

(3.11")

111) S les coefficients des équations et les données initiales sont C*®, alors

la solution u € C®(V"t1),

Idée de la preuve.— La solution globale u se construit, compte tenu

de P'unicité de solution pour le probléme de Cauchy hyperbolique, par
recollement des solutions partielles associées aux problémes de Cauchy (3.2)
(voir la preuve du théoréme 1 de la section 5 pour un exemple de recollement
“global” de solutions partielles).

Remarque.— La remarque 2), faite & propos du lemme 3, peut étre

reconduite ici & propos de la proposition 2.
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4. Solutions des systémes quasi diagonaux non linéaires
DguI + fl(ul, VEu,z) =0

4.1 Solutions locales

Du lemme 3, on déduit immédiatement par un argument classique basé
sur le théoréme du point fixe.

LEMME 4

i) Les hypothéses géométriques sur les domaines {B, K} étant celles du
lemme 2, soient 3 un entier naturel > n/2+1 et 81 le plus petit entier
>n/2+ 1. Soit le probléme de Cauchy :

{Elgul+f1(uL,VLu,a:):0 dans B (4.1)
ol = ¢I et dpul = 1/)I sur K '
ol
I s—1
= est de classe C
=) (42)

¢=(¢") e H'(K), +et ¢=(')e H*Y(K)

Alors, il eziste Rg € ]0, R'] ne dépendant que des normes H®! x
H*1~1 de (¢, ) tel que le probléme de Cauchy ({.1) admet, dans le
domaine BR R, 4(%0,%0), une solution unique

u= (uI) € E’bigl(BR,Roﬁ(mo,to)) .

it) Dans le cas ot f(u, Vu,x) est linéaire par rapport & Vu, la condition
8 > nf2+ 1 est remplacée par s > n/2, s; étant alors le plus petit
entier > n/2.

i) §i ¢, p € C®(K) et f est C™, alors le probléme de Cauchy (4.1)

posséde une solution unique

4 € O (BRpor(®0,to)) -

Rg ne dépendant que des normes H** x H**~! de (¢, 9).

iv) Toute solution w € E*(B) du probléme de Cauchy (4.1), (4.2) est
limite de solutions C*°(B) de systémes approchés oi f est C™.
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Lorsqu’on se restreint & I’équation Ogu + au + buP = 0 (n € {1, 2, 3}
et 1 <p<+oosin=12etp=3sin=3),on peut, compte tenu des
inégalités de Sobolev, améliorer le lemme 4 sous la forme suivante.

LEMME 5

i) Soit n € {1, 2, 3}. Sous des conditions géométriques sur {B,K}
identiques d celles du lemme 2, soit le probléme de Cauchy :

Ogu+au+bu? =0 dans B (4.3)
u=¢ et Spu=1 sur K, )
ou
p est un entier naturel impair tel que 1 < p< +oo sin=1 ou 2,
p=3sin=3.

Sis=1,a€C%to - R, to+ R], LY(K)) avec :

g>2sin=10u2, ¢q>3sin=23,
be C%B);
¢ € HY(K), ¢ € L*(K).

Si s > 2, on suppose de plus :

a, b€ E°"1(B); ¢€H*(K); %eH YK)
Alors, il eziste Ry € 10, R'], ne dépendant que des normes H! x L?
de (¢, %) si s =1, des normes H2 x H* de (¢,%) si s > 2, tel que le

probléme de Cauchy (4.3) admet, dans le domaine BR R, (%0, %0),
une solution unique u € E* (BR,RO,‘y(antO)) .

ii) les résultats iii), iv) du lemme 4 sont aussi valables ici.

4.2 Conditions suffisantes pour un résultat d’existence globale
pour le systéme DguI + fI(uL, vul, z)=0

Supposons d’abord qu’on puisse associer au systéme
DguI + fI(uL, vk, z)=0
un tenseur d’'impulsion-énergie (T,g) satisfaisant aux conditions suivantes :
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i) Vo(T°PXg) = Z(Dgul + fl(ul, Vol 2)) XPV 5u! + R(u, Vu,2);
I

ii) (Taﬂ) vérifie la condition de I’énergie dominante T,,3Y *Z 8 > 0 pour
tout couple (Y, Z) de vecteurs non spatiaux orientés vers le futur.

Alors l'intégration de Vg, (T“ﬁXﬁ) sur BE Ro ,Y(:co,to) donne, compte
tenu de i) :

/ T*P X gna dps — / T*PX gno dpgy + / T8 Xgpa do =
B, K L (1)

t
:/ R-Ndp,dr
to Y By

ou L est la surface latérale de B.

On en déduit, compte tenu de ii) et les domaines {B, K} vérifiant les
hypothéses géométriques du lemme 2 :

t
/ TP X gno dps — / TP Xgna dps, < / / R-Ndp-dr. (2)
B K to T

De méme l'intégration de Vo (T*4X ) surla bande Sx[0, ¢] donne (lorsque
u est C™® & support compact dans I’espace) :

t

/ TP X gno dps — / TP X gna dpo = / f R-Ndp,dr.

Sx{t} Sx{o} 0 JSx{r}
(3)
Supposons maintenant qu’on dispose de calculs (constitués essentielle-
ment d’applications du lemme de Gronwall et des inégalités de Sobolev sur
S x {t}) permettant, sans restriction sur la grandeur des normes des don-
nées initiales, de déduire de (3) des majorations a priori pour les solutions
de DguI +fI(uL,VuL,:c) =0 dans S x [0, T']. Alors les mémes calculs ef-
fectués sur les B; permettront de déduire de l'inégalité (2) des majorations
a priori pour les solutions de ElguI+(fI(uL, Vul, z) = 0 dans B. On en dé-
duira un résultat d’existence globale dans B, puis par recollement “global”

des solutions partielles associées aux domaines B un résultat d’existence
globale dans V™t1,

Dans la suite, on se propose de donner des exemples auxquels cette
méthode s’applique.
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5. Solutions globales de 1’équation non linéaire
Ogu + au +buP = 0 (a, b > 0, p entier impair)

LEMME 6.— Soit n € {1, 2, 3}. Soit m un réel > 0. Soit p un entier
impair tel que 1 < p< +oo sin=1o0u2,p=3 sin = 3. Soit T un réel > 0.
Soient (zg,9) € SR, (R, R',v) € (IR,],")3 tels quey > vo(T), v0o(T) étant le
réel > 0 déterminé d la proposition 1, YR < §, R' < R, |to|+ R < T. Soient
{B, K} les domaines associés auz paramétres géométrigues (zo,t0,7, R, R').

Alors toute solution u € E'(B) du probléme de Cauchy :

{Dgu+au+bup:0 dans B

5.1
u=¢ et u =1 sur K, (5-1)

(¢ H'(K); ¢ € LX(K)

a>m, a€C%fto— R, to+R]; L¢(K))
pourq>2sin=1,¢g>2sn=2,¢>6sin=3
et soit, dans le cas m > 0,

4) Lxa € C°(fto — B, to + B]; 9 (K)) (52)
3
pourq' >1sin=1,¢ >1sin=2, q'2§ sin=3;

soit B) anSc(t)thG [to—R,to+R]
(b€ C%B) et Lxb<c(t)bVtc|to—R,to+R], b>0.

vérifie V t € [to — R, to + R] Vinégalité :

2
/ [Vul? + au? + buPtl ) dy, <
B, p+1

2
<(T Vul? 24 Pt dp,, .
< )/K <| ul* + au +p+1 Kt

(5.3)

Preuve.— Sans nuire & la généralité de la démonstration (lemme 6ii)),
on peut supposer a, b, v € C*°(B). On pose :

1 1 1
SM = YAy VHy — 3 g)‘“Vpquu + 2 PHau? + o buPtight (1)
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Pour tout t € [tg, to + R], I’application sur M; = BN (S X [0, t]) du
théoréme de Stokes-Gauss & la formule de divergence covariante :

1 1
Va(SM*X,) = (Qgu+au+buP) X Vyu+ 2 Lyau®+ 2 SM(LXQ)M (2)

donne, compte tenu de (5.1) :

t

1 1
/ SM X, prdo = / dr | Ndp, {— Lyau? + —— LybuPt! 4+
aM, to B 2 p+1

1
+ E SA/J(LXg))‘“} = Ry,
(3

ol

B;=Bn (S x {t})

OM; =B; UL, UK avec
Li=Ln (S x[to, t]),

(4)

ou L est la frontiére latérale de B.

Sur L, le covecteur (p)) étant, d’aprés la proposition 1, temporel par
rapport & g, orienté vers le futur, on a en vertu de la formule (2.7) de la
proposition 1 :

TMX,py >0, N=g(X,p)>0

avec

mu2

1
Ty, = VA uVHu — 3 g)‘“VpuV”u + g 2
D’ou :

N ~ b
S)"‘X“p)‘ = TA“X“pA + - (a— m)u? + Nm w1 >0 sur L;. (5)

Sur B; et K, le covecteur (p,) étant égal respectivement a (n,), (—n,), on
a d’aprés la formule (2.6) :

N
p+1
N N
- (|Vu|2 +au2? +bup+1m> sur K.

N
qu|2+au27—f—lmp'*'1 sur B;

SA“XMPA =

De plus, vu (5.2),0n a:

2
R < o(T) ftf <|Vu|2 + 2 —b—u”+1> Ndu,dr.  (7)
to v B~ 2 p+1
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Des formules (3), (4), (5), (6) et (7), on déduit immédiatement, a I’aide
du lemme de Gronwall, I'inégalité (5.3).

Dans le cas m > 0 du lemme 6, on déduit, par un raisonnement et des
calculs identiques a ceux de [4], des estimations a priori de la forme :

lull o5y < CrR (B 16,9)] oo i) (1)

si u, a, b, ¢, ¥ vérifient les hypothéses convenables.

Dans le cas m = 0, du lemme 6 on déduit des estimations a priori de la
forme :

|Vullgospy < Cr.r (R, 6,9 goxrosxy) (2)

Mais comme u(z, 1) = qS(:c)—}—ftZ(Bu/at)(a:, 7) d7 et que B est borné, il existe
une constante ¢(T') telle que :

el g0z < Or (191 2220y + [Vl o 5y (3)

(2) et (3) donnent alors encore (1).

De (1), on déduit le résultat suivant a I’aide d’un raisonnement standard.

LEMME 7

i) Sous les hypothéses du lemme 6, le probléme de Cauchy :

P =
{Dgu+au+bu 0 dans B (5.4)

u=¢ et fu=19 sur K

posséde une solution unique upg définie sur B tout entier et apparte-
nant ¢ E1(B).

i) Sipour s > 2, ¢ € H*(K), ¥ € H* 1K), a, b € E*"1(B) et si de
plus pour s =2, b€ C°(B) et Vb € C°(([to—R, to+R]; LYK)) avec
q4>4qn, ¢1 = g2 > 2 et g3 = 6, alors la solution unique ug € E*(B).

On déduit du lemme 7, par recollement “global” des solutions partielles
up, le théoréme d’existence globale suivant.

THEOREME 1.— Soit (V™*1,g) une variété réguliérement hyperbolique.
Soit n € {1, 2, 3}. Soit p un entier impair tel que 1 < p< +oo sin =1
ou2,p=3sin=23.
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Si:
1) ¢ € HL (), ¥ € L}, (5);

2) a et b sont des fonctions données sur VL telles que :
ea>0,56>0,

e a € CO(R, LY (S)) pour ¢ > gn avec g1 = g2 > 2, g3 =6,

et soit A) Lxa € CO(R, L% (S)) pour ¢ > G, avec § = 3 > 1,

loc
Ga = 3/2 et a est bornée inférieurement sur tout compact par un réel
> 0; soit B) Lyxa < ¢(t)a,
e be CO(Vrtl) et Lxb < c(t)b,

alors le probleme Cauchy :

{ Ogu+au+buP =0 dans V1

u=¢ et u=19 sur S x {0}. (5:5)

admet une solution globale unique u € Ej (V™11).
Si de plus, pour 3 > 2, ¢ € H{ (S), ¥ € Hl’ozl(S), a, b €

loc

E:-Y (vl et si de plus pour s = 2,

loc
be COv™tl) et Vbe C°(R,LL. (S))

avec ¢" > qn, avec ¢ = g2 > 2,93 = 6, alors la solution globale

unique u € B _(V™11).

i) Si de plus ¢, ¥ € C®(S) et a, b € C®(V™TL), alors le probléme de

Cauchy (5.5) posséde une solution globale unigue u € C®(V"1).

Remarque.— Lorsque (V™11 g) est ’espace-temps de Minkowski (R%,7),

Pexistence globale pour le probléme de Cauchy (5.5) peut s’étendre au cas
de D’exposant critique p = 5 (cf. Struwe [15] pour les données initiales a
symétrie radiale et Grillakis [13] pour les données initiales quelconques).

Preuve de i) et 1) du théoréme 1.— Il suffit de montrer que VI >0 ,le
probléme de Cauchy (5.5) posséde une solution unique u définie sur V1'3+1

tout entier et appartenant a4 E} V;'H). Soit vo(T') le réel > 0, associé a

T, déterminé a la proposition 1. Soit v; = max(yo(T) , 70(2T)).

Soient (R, R',v) € (IR;,")3 tels que y > 71, yR< 6, R < R<T.
D’apreés le lemme 7,V x¢ € S et pour {g = 0, le probléme de Cauchy (5.4)

posséde une solution unique uz, définie sur Bg s (Zo,%0) tout entier.
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Soit u; la fonction définie sur Vg,'H par
u] = Uy, sur Bpp ,(%o,%0)V 20 € S.

Compte tenu de ’unicité du probléme de Cauchy hyperbolique, u; est bien
définie et est 'unique solution du probléme de Cauchy (5.5) sur V}’{,‘*’ L

Considérons maintenant les problémes de Cauchy :
RI !

Ogu+au+bu? =0 dans S x [—2——, §_21_2_]

RI (1)
u=1uy et Spu=30u; sur S x {—2-}

Oyu+au+buP =0 dans S x [————, _=

—R
u=1uy et Opu = Jsu; sur S X { ) }
En recollant, comme précédemment, les solutions partielles des problémes
de Cauchy (5.4) associés aux domaines By, g (%o, o) (avec to = R'/2 pour
(1) et g = —R'/2 pour (2)), on montre que les problémes (1) et (2) ont des
solutions globales respectives u;', u, € E}

loc®
Soit up € B _(Voeh],) définie par :

3R!/2
w; dans V&L,
up = u;' dans S X [%—I-, -%RZ]
u, dans S x [—:;RI , __1:_’]

Compte tenu de ’unicité du probléme de Cauchy hyperbolique, us est

bien définie et est I'unique solution du probléme (5.5) dans Vs'g;}z.

On peut définir ainsi, par récurrence, une suite (u;) de solutions du
probléme de Cauchy (5.5) dans T/(’iill) R/2 tout entier.

Soit kg le plus petit entier naturel tel que (ko + 1)R'/2 > T.
Alors la restriction u de u, au domaine V;"’l est ’unique solution

€ E (VZ’?H) du probléme de Cauchy (5.5). La preuve de iii) est standard.

loc
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Remarques

i) Si les données initiales ¢ et ¢ sont a supports compacts, alors la
solution u est & “support compact dans l’espace”, c’est-a-dire que V¢ € IR,
Papplication partielle u(-,t) est & support compact dans S; de fagon plus
précise, si on note :

D = diamétre (par rapport & la distance d) de la réunion des supports
de ¢ et 9

D; = diamétre du support de u(-,1), si (v, R, R') sont des réels > 0 tels

que :
v>7(l2t]), YR<$6, R <R<2t.

Si kg est le plus petit entier naturel tel que (kg+1)R'/2 > t, alors on obtient,
par une preuve par récurrence sur kg :
Di<D+ Zko‘/Rl . (5.6)

En particulier si ¢, ¥ € D(S) (fonctions C™ a support compact dans S)
alors u € C®(V™+1) (fonctions C*° 4 support compact dans I’espace). Il
convient de signaler ici que pour aboutir aux mémes conclusions dans [4],
on était obligé de supposer que les normes des champs de tenseurs X, 7,
Riem(g) et de leurs dérivées covariantes de tout ordre sont uniformément
bornées sur les V,_,’3+1.

ii) Les résultats du théoréme 1 se généralisent immédiatement a la classe
des équations des ondes non linéaires :

Ogu+ F(z,u) =0 (5.7)
ou:

( F est de classe C* avec k assez grand
8H
0) = = —
F(z,0)=0, F(z,u) ™ (z,u),

il existe unréel p(lL<p<+oosin=1ou2,1<p<n/(n-2)
si n > 3) tel que a tout compact K de V™+1, on peut associer

des constantes c1, c3, c3 > 0 telles que Vz € K : (5.8)

8F -
'—a—u (z,u)| < eruf? 1 pour ju] >1

‘xaa—H (z, )

e i

< c2|u pour |u| >1

\ H(z,u) > c3u?.
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En effet le tenseur d’impulsion-énergie (T*#) associé & (5.7) :
of _wa, B, _ 1 ap 1 op
TP = V*uVPu— 29 VpuV”u+§g H

vérifie, compte tenu de (5.8), la condition de 1’énergie dominante et les
relations :

T Xgna = 5 (|Vuf? + NH) > ca(|Vul? + Nu?)

N =

o0H Taﬂ
V(T Xp) = [Du+ F(2,u)] X*Vau + X* 5—(z,v) + —— (Lx9) B

(ca constante > 0; Lxg = dérivée de Lie de g dans la direction X).
Lorsque (Vt1, g) est ’espace-temps de Minkowski (R™*1,7) des auteurs
comme Ginibre et Velo (cf. [14] pour une bibliographie sur le sujet) ont
obtenu D’existence globale pour (5.7) sous la condition moins restrictive
1<p<(n+2)/(n-2) pour n > 3 & condition que F soit une fonction
indépendante de la variable z.

6. Applications harmoniques globales de source (V?,g)

6.1 Définitions et rappels de résultats [5]

Soit (V™*1, g) une variété réguli¢rement hyperbolique de dimension n+1.
Soit (N,h) une variété proprement riemannienne compléte de classe C*°,
de rayon d’injectivité > 0, dont le tenseur de courbure et ses dérivées
covariantes jusqu’a un ordre convenable sont uniformément bornés en
norme.

Soit f une application de V**! dans N.V z € V"1, la différentielle de
fenw,
Vi(z) € T (V™) @ Ty(o)(N) -

La différentielle Vf : # — Vf(z) est une section du fibré vectoriel
T*(V™*1) ® f~ITN de base V™t et de fibre en z, T3(V"H1) @ Ty(,)(N).
Notons (z%), (y°) les coordonnées locales respectives sur V11 et N. Alors,
dans ces coordonnées, f est représentée par y® = f%(x%) et Vf = (8.1%).
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Le fibré vectoriel E = T*(V"*t!)® f~1TN est muni du produit scalaire
G(z) = g 1(z) ® h(f(z)) et de la connexion linéaire V défini par :

Vy(t®s)=Vyt@s+t® f*'Vys

sit est une section de T*V™*1 et s est une section de f 1T N (fibré vectoriel
de base V™ *1 et de fibre en z), Tf(z)(N ), 9V, h¥ désignant respectivement
les dérivations covariantes dans les métriques g, h.

L’application f est dite harmonique si trg V2f = 0, c’est-a-dire en
coordonnées locales :

9*PVadpf® =

6.1
= g8 (02,5° ~ TA5(2)02 1 + I%(£(2)) 0af?055°) = 0 (¢

I? ., T sont respectivement les symboles de Christoffel des connexions
af? “be
riemanniennes de g et h).

Le tenseur d’impulsion-énergie de f est donné par :

T=(hof) VS VS)- %g(g"1 ®ho f)(VF,VF) (6.2)

et vérifie V- T = (ho f)(Vf, trg VZf) = 0 si f est harmonique, ce qui
donne en coordonnées locales :

VaTg = (hay 0 £)9f*V*0af® = 0.
Toute application harmonique réguliére satisfait a I’équation :
V - V(Vf) — Rice(g9)Vf + trg(f* Riem(k) - Vf) =0,
c’est-a-dire en cordonnées locales :

VAV 200 f* — RE(2)83f% + R2y (f(2))0afdafidP P =0. (6.3)
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Le tenseur d’impulsion-énergie 7(1) associé a (6.3) s’crit en coordonnées
locales :

1 1 .
T = 1oy { Va1 Va001* = 3 10p Vo0 *Vo0u
et vérifie, compte tenu de (6.3), la formule de divergence covariante :
VoI5 = QU V£, V),

ol @ est un polynome de degré 2 en V2f avec des coefficients de degré 1
en Vf pour les termes de degré 1 en V2f et avec des coeficients de degré
3 en Vf pour les termes de degré 2 en V2f.

Les notations et définitions étant maintenant celles introduites ci-dessus,
on a le résultat suivant qui généralise un résultat de [5].

THEOREME 2. — Soit (V2,g) une variété réguliérement hyperbolique de
dimension 2. Soit (N,h) une variété proprement riemannienne compléte
de classe C*°, définie comme une sous-variété de (R%,e) (e métrigue
euclidienne canonique sur R?) par une application :

¢:RISRP, N ={yeR?|p(y)=0},

(N,h) est de rayon d’injectivité > 0.
i) Soit
¢ € HL(S), veHNS), s>2

loc

des applications données ¢ : S — IR, ¢ = S — IR? telles que pog = 0,
(Vo o @) = 0. Alors il existe sur V2 tout entier une application
harmonigue f : (V2,g) — (N, h) telle que :
e fe E'l’oc(Vz),
o fls x {0} =&, 3:fls x {0} = 9.

i1) Si de plus &, ¢ € C®(S,N), alors l'application harmonique f €
C®(VZ,N).

Preuve.— Compte tenu des calculs de [5] et de la technique de globa-
lisation des solutions partielles exposée dans la preuve du théoréme 1, il
suffit de montrer que les densités d’énergie de f relatives aux hypersurfaces
L (frontiére latérale de BE,R',—y(‘”thO) avec v > vo(T), Ry < 6, R' < R,
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[to] + R < T) et au champ de vecteurs temporels X sont positives sur L. Or
ces densités sont :

() = T* Xgpa = 57 ® (ho £)(V£, V1)

= 2 7hay(f(z)) 0af® pf"

er(f) = T Xgpa = 5787 ® (ho f)(V?1, V2)

=57 "“ﬁ"’\“h s (F()) Vadrf2 Vd,uf®,

avec 7= X @ p+p® X — g(X,p)g, p étant la normale extérieure a L.

Or, d’aprés la proposition 1, p est temporel, orienté vers le futur, d’oi ¥
est une métrique définie positive, d’ou e(f) > 0 et e1(f) > 0 sur L, ce qui
termine la preuve du théoréme 2.0

7. Solutions globales de systémes de Higgs

Considérons un instant sur une variété régulierement hyperbolique
(V4,g) les équations de Yang-Mills-Higgs usuelles, de potentiel de Yang-
Mills A et de champ de Higgs scalaire w = (ul), I = 1, ..., N. Le potentiel
de Yang-Mills A, prend ses valeurs dans I’algébre de L1e de Yang-Mills G
représentée par une algébre de Lie de N X N matrices antihermitiennes. Le
champ de Yang-Mills associé a A, est :

Faﬁ = VaAlg - VﬁAa + [Aa , Aﬁ] . (7.1)
Fop est donc une N x N matrice antisymétrique de composantes :
I I I I K I K
Fosr = Vadgr — VAyr + (Aax Agr — ApxAaL) - (7.2)

Les équations de Yang-Mills-Higgs s’écrivent alors :

Vo Fghl = g1 (7.3)
VaVouf + mu¥ ( Z|u1| ) (7.4)
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oil le courant J est donné par :
Jg"r = VAu} - ul + ut VPl (7.5)

ou u* désigne le conjugué hermitien de u, V est la dérivée covariante de
jauge et riemannienne pour g :

~

Vaul = 8,ul + Ach LuL (action sur les fonctions scalaires)

§\7O[F‘"‘3 =V FoB 4 [4a, F“B] (action sur les fonctions &
valeurs dans G)
(7.6)
m et yu sont deux réels > 0.

Dans le cas ou (V4,g) est ’espace-temps de Minkowski, les solutions
physiquement intéressantes des équations de Yang-Mills-Higgs sont celles
pour lesquelles :

i) |A(t,m)[ ~ ¢/|z| quand |z| — oo (c borné > 0);

ii) |u(t, )| ~ p (1 > 0) quand |z| — oco.

Ces comportements asymptotiques i), ii), interdisent & A(¢, -) et u(t, -)
d’appartenir a L2(|R3). Des résultats d’existence globale pour les équations
de Yang-Mills-Higgs sont obtenus dans les espaces H*(R®) ([11] cas de
p=0) ou {(Aq, %)} + H*(R®) ([2] cas p > 0), (Aq,7) étant une solution
connue, statique, vérifiant i) et ii) (monopéle magnétique) des équations de
Yang-Mills-Higgs. L’extension de ces résultats d’existence globale au cadre
fonctionnel (plus vaste et mieux adapté aux conditions i), ii) des fonctions
H{ (R®) a été réalisée dans [16]).

Il serait intéressant de prolonger ce dernier résultat au cadre géomé-
trique d’une variété réguli¢rement hyperbolique quelconque (V4, g). L’étude
du systéme de Higgs (7.4) en constitue une étape importante. On se
propose donc ici, de démontrer, sur une variété régulierement hyperbolique
quelconque (V4, g) un résultat d’existence dans Hp (S), B} c(V‘l), pour le
systéme de Higgs (7.4) :

N
Vo V20X 4+ muX — (p-— Z[uI|2> K =0
I=1

en supposant que le potentiel de Yang-Mills A, est donné et vérifie la
condition de jauge temporelle :

X%A4y =0 sur V*

(c’est-a-dire A9 = 0 dans toute carte adaptée au feuilletage S x IR).
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7.1 Solutions globales du systéme de Higgs (7.4)

Dans le cas ou A* = 0, le systéme (7.6) se réduit a :

OguX + muf ( Zlu”) (7.7

Le tenseur d’impulsion-énergie associé & (7.7) est :

T8 — Z {VauK VALK _ %gaﬂVPuK VpuK} +

1 Y 2, 1 Y 2 i

B K 8 I

+59%m Y Wt [+ 7 -(ﬂ*ZW | )
K=1 I=1

Il posséde les propriétés suivantes :

i) il vérifie la condition de I’énergie dominante et

6 = S S (- D)

I
i) Vo(T*Xp) =

N
= Z {ElguK +muf — (p. - Z|u1|2) uK} X4V u+
K I=1
T8
+—2 (Lxg)aﬁ.
On en déduit, pour le systéme (7.7) et compte tenu des résultats et

calculs des sections 3, 4 et 5, un résultat d’existence globale dans les espaces
loc(S)’ loc(V4)’ s Z L

On étudiera maintenant le systéme (7.4) sous la condition plus faible de
jauge temporelle X* A, = 0 (c’est-a-dire Ag = 0 dans toute carte adaptée
au feuilletage S x R).

THEOREME 3

i) Soit (V*,g) une variété réguliérement hyperbolique. Soit s un entier
> 1. Soit s = max{s,3}.
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Considérons le probléme de Cauchy global suivant :

(éjKV"‘-i-A"‘K)(aau +AI 7+

ul = ®1 et 8ul = 1/)I sur S x {0},

ol m et pu sont deuz constantes > 0, A = (Aé_,) est une 1-forme
sur V4 4 valeurs dans Uespace des matrices antisymétriques réelles
d’ordre N, telle que :

XaAaJ_o I,Jj=1,...,N (7.9)
= (4l e B (v '
=(¢") e HL(S), v =) eBZHS). (7.10)

Alors, le probléme (7.8) posséde une solution globale unique u =
(uI) E Elsoc(v‘l)'
i) Si de plus A € C®(V?) et ¢, ¥ € C®(S), alors u € C®(V4).

Preuve.— La solution globale unique » = (u!) du probléme de Cauchy
(7.8) s’obtient, comme dans la preuve du théoréme 1 (sect. 5), par recolle-
ment “global” de solutions partielles associées & des problémes de Cauchy
de la forme suivante :

(65 Ve + A9K) (950! + Al o)+

+muk ( Z'u"l ) = 0 dans B (7.11)

ul = 31 et 8pul = 1/)I sur K
u = (uf) € B*(B)

avec {B, K} domaines associés & des paramétres géométriques (zo, to, 7, R,
R') satisfaisant aux conditions du lemme 2 :

=(®l) ¢ H’(K) (7.12)
= (¥7) e B*71(K).
La résolution globale du probléme de Cauchy (7.11), (7.12) découlera des

lemmes 4 et 5 (sect. 4) et des majorations a priori données par le lemme
suivant.

{ Xy = € E**(B), s = max{3,s}
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LEMME 8 .— Soit T un réel > 0. Soient (zg,%0) € S xR, (R,R',v) €
(lRf)3, tels que v > ~vo(T), vo(T) €tant le réel > 0 déterminé d la
proposition 1, YR < §, R' < R, |tg| + R < T. Soient {B, K} les domaines
associés auz paramétres géométriques (zo, to, v, R, R').

Alors toute solution u € E*(B) du probléme de Cauchy (7.11), (7.12)
vérifie, pour tout R" € 10, R'], une majoration a priori de la forme :

Il

_<_ CT,R (R” s “A”E'l (BR,R”,‘y(zo’to)) L ||(¢: ¢)”H¢ le—l(K)) .

E*(Bg g1 y(20:t0)) s (7.13)

Preuve.— Sans nuire & la généralité de la démonstration (lemme 4,
sect. 4), on peut supposer A, u € C*(B).

Le tenseur d’impulsion-énergie associé a (7.4) :
%6 = 3 (eaufeﬂuf _ ggaﬁepufepuf) +
B L Y
+ Egaﬁsz:I“Il + Zgaﬁ (ﬂ - ;|u1|2)
vérifie la formule de divergence covariante :
Va(T*PXg) =

= ZXﬁeﬁuI {Qﬁ“u’ + mul — (u ~ Z|uK|2) uI} +
1 K (2

- Top
I I.J
+ EI: FiosX*9Pulu? + —— (Lx9)
avec :
Voul = 8oul + Ag_,u‘]
F,3 matrice N x N antisymétrique de composantes (3)
I I I K I K
Vadgy — VaAg;+ (AaxAgs — Ak Aa)
L’intégration de (2) sur BN (S x [tg, ¢]) donne, compte tenu de (7.11) :

/ TaﬂXBpa do =
oM,

¢ I sp.1 g, TP
=/t/ S Pl gXoVPul .y + 5 (Ix9) o5 ¢ Ndurdr =
0 T

= Rt ’
4
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OMy=B;UL,UK

. Bi=Bn(Sx{t}), Ly=Ln(Sx[to,1]),

L étant la frontiére latérale de B.

Sur L, le covecteur (py) étant, d’aprés la proposition 1, temporel par
rapport & g orienté vers le futur, on a :
N=g(X,p) >0, %)
798 = (X*pB + XPp™) — N9 définie positive,
d’ot :
lowss 1o I
TaﬂXﬁPa = zI: -2-‘)’aﬂvau Vgu' +
m Ip2 I2
+—2—§I_:|u | +Z(#—2I:|u I ) >0sur L;.

Sur B; et K le covecteur (py) étant égal respectivement a (nqy) et (—nq),
on a:

( 1 ~ —~
Z 3 7aﬁvauIV5uI +
I

2
Nm N
2 EIZIuII2 + 7 (" - ;qulz) sur B,
TP X gpa = (M
- Z %'yaﬁeauleﬁul +
I

2
Nm N
RS- (e D)

D’autre part, de (1), (3), (4) et des inégalités de Sobolev, on tire pour tout
te ]to, R"]:

t ~ —~
R; < Crr (”A||E3(BR,R",1(30:t0))) ‘/t‘o /B {z[:‘/aﬂVauIVﬁ;uI +
2
m 1
+ 5 ;'uIlz + 2 (u— ;|uK|2) } Ndy,dr.
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Des relations (4), (6), (7) et (8), on déduit immédiatement & I’aide du
lemme de Gronwall, pour tout ¢ € Jtg, R"], I'inégalité :

2
[ AT 1t Tl + T3+ : ("‘ ZluK|2) N dps <
Be |7 I K

SCrRT (”A”E‘*(BR,R,,,,,(:::O,to))’ 1(8:9)] 2 xLz(K)) =c.
(9)
On se place désormais dans une carte adaptée au feuilletage S x IR dont
le domaine contient entiérement le domaine Bp g (o, t0)-
Comme, dans cette carte, v°° > 0, 7% =0 et (7ij ) est définie positive,
de (9), on tire des majorations a priori de la forme :

/ Z‘/ooiﬁguI'zdut <e¢ (10)
B. T
f Z7ij$iuI§qu dp: <c (11)
B: T .
m z:|uI|2 dps <c (12)
B: ‘7

2
[ (s wP) amse (19
By s

Comme, dans la carte adaptée considérée, Ag 7 = 0 (jauge temporelle),
P'inégalité (10) se réduit a :

/ Z7°0|V0u1|2dut <ec (14)
B 5

B étant borné, (12) et (14) entrainent, méme si m = 0, une majoration a
priori, pour ZII“I 12 de la forme :

/ ZI“I|2th <ec. (15)
B: 7
Comme A € E3(B), de (11) et (15) on tire :
/ Z'yijviuIVqu dus <ec. (16)
B: "7
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En ajoutant (14) et (16), on obtient :
/ Zyaﬁv uIvﬁu dps<c (o, 8=0,1,2,3). (17)
B: 7

En ajoutant membre & membre les inégalités (15) et (17), on obtient la
majoration a priori (7.13) pour s = 1.

Majoration a priori (7.13) pour s > 2

Supposons le lemme démontré jusqu’a s — 1.

Comme solution du systéme linéaire :
VAV uf 4 ma = fK 1)

avec

== (vaAfJuJ + AKX veud + AFK opul + AFE AL ju +

N
_ (IL — Z|u1|2)u1{) ;
I=1
u = (uK) vérifie l'inégalité :
Yu,s(t) <C(yus(t0)+/ {vu,s(7) +yf NG R G }dr) o (3)

oll on a posé pour toute fonction v = (V7) :

wal)= [ ¥ [VEVI aue (4)

B: 0<k<a

(voir l'inégalité (4) de la preuve de l'inégalité énergétique (3.4) du lemme
2).

De (2), de I’hypothése de récurrence et des inégalités de Sobolev, on
obtient pour tout 7 € Jtp, R"]:

vy () <

(5)
S CT,R (”A”E'l (BR,RM,.,(fBo,to))’ “(¢’¢)”H' XH‘_I(K)) yzll,,/.sz .

En substituant (5) dans (3) et en appliquant & l'inégalité obtenue le
lemme de Gronwall, on obtient la majoration a priori (7.13) pour s.
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