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J.76 T.-J. STIELTJES.

CHAPITRE VII

DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMENTAL.

40. Soit

Uy, Usy U,

une suite infinie de nombres; nous supposerons que ces nombres sont li-
mités supérieurement et inférieurement.
Il en sera de méme alors des nombres

Upy Up+1y Un+2s Upsss -y

et ces nombres admettent donc un maximum, ou limite supérieure L,, et
également un minimum, ou limite inférieure /,. Ce nombre L, jouira alors
des propriétés suivantes :

1° Aucun des nombres

Upy Upi1y Unty

ne peut étre plus grand que L,.

2° Au moins un de ces nombres est égal a L,, ou, si cela n’a pas lieu,
on pourra en trouver au moins un qui surpasse L, — ¢, ¢ étant un nombre
positif quelconque. Lorsque n augmente, L, ne peut que diminuer, de
méme /, ne peut qu'augmenter. Dés lors il est clair que, pour » =, on
aura

limL,=1L,
lim 7, = ¢,
L2

Voici maintenant les propriétés du nombre L :

- 1. Les nombres

Uy, Ugy U3y .oy

a partir d’un certain rang, sont tous inférieurs @ L + ¢, ¢ étant un
nombre positif quelconque.

En effet, puisque L, tend vers L en diminuant, on peut toujours déter-



RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. J.97

miner n de fagon que L, soit plus petit que L + ¢; or aucun des nombres
Uny Up+1y Un+oy

ne surpasse L,, ils sont donc aussi zous < L + .

Parmi les nombres
Uy, ius, Us,

il y en a toujours un qui est, soit = L, soit > L, — <. Soit u; ce nombre,
il est visiblement plus grand que L — ¢ puisque L, Z L.
Ensuite, parmi les nombres

Upsty Uy Upazy -

il y en aura un qui est, soit = L;,, soit > L., — =.
Soit u, ce nombre, il sera encore plus grand que L — =.
)
De méme, parmi les nombres

Uppyy Upres  Upess

il y en aura toujours un %,, qui est plus grand que L,., — ¢, et, par consé-
quent, aussi plus grand que L — .
En continuant ainsi, il est clair que, dans la suite

Uy, Uy, Us, MR
on peut trouver une infinité de nombres
Up, U, Up,

qui sont tous plus grands que L —¢. Les indices 4, /, m, ... vont en aug-
mentant; or nous savons déja que Zous les nombres de la suite '

Uy, Ugy Uy ey

a partir d’un certain rang, sont inférieurs a L + <.
Il en sera de méme pour la suite

Uy Uy Upy ---
et nous arrivons a ce résultat :

I1. Dans la suite
Uy, Uy Us, ey
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il existe toujours une infinité de nombres qui sont compris entre L — ¢
et L + ¢, ¢ étant un nombre positif quelconque.

On verra de la méme facon

1°. Les nombres
uly Usy uz; ey

a partir d’un certain rang, sont tous supérieurs a l — e.
II°. Dans la suite

Uy, U, Uz, RS

il existe toujours une infinité de nombres qui sont compris entre | —«
et l+c¢.

La considération de ces nombres L et [ est due & M. du Bois-Reymond,
qui I’a exposée dans un livre paru en 1882 et qui a été traduit en francais
par MM. Milhaud et Girot. M. du Bois-Reymond appelle L et [ les li-
mites d’indétermination des nombres u,; on voit en effet que, pour n
infini, u, finit par osciller entre ces limites. Etil est évident aussi que les
nombres u, ne tendent vers une limite déterminée que lorsquona L = 1.

La premiére application qu’on a faite de cette considération nous parait
due a M. Hadamard qui a remarqué que, dans le cas

unzn Icn’7

le rayon de convergence de la série

est égal a 1:L.

41. Je reviens maintenant & la fonction ¢, (z) définie au n° 36. Clest
une fonction croissante qui est bien déterminée, méme aux points de dis-
continuité.

Elle ne varie qu’entre les limites

1
¢n(0)=0,  Pa(®)=—-
1
Soit maintenant z un nombre fixe, positif ou nul, et considérons la suite

infinie
?s(u), ?z(u), 93 (u),
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Ces nombres sont limités; je désignerai les limites correspondantes L
et [ par

L=1{(w),
l=yx(u),
en sorte qu’on aura .
$(u)Zy(u).

1l est clair du reste que (o) = (o) = o, et si pour quelque valeur par-

ticuliére de z on a
$(u) =y (u),

nous pourrons en conclure, d’aprés ce qui précéde, que, pour 7 =,
lim o, (u) =4 (u) =x(u).

La fonction ¢,(«) étant croissante, on reconnait immédiatement que les
fonctions ¢ (u) et x () sont aussi croissantes.
Ainsi, sous la condition @ < b, on aura

(1) d(a)29(2),
(2) x(a) 2x(8).

A ces inégalités, nous allons en ajouter une autre d’une trés grande im-
portance : c'est celle-ci

(3) $(a)2x(8).
Mais la démonstration de cette inégalité exige quelques préparatifs.

42. Calculons d’abord I'intégrale

f [ai, —q:n(u)] u*du.

Sa valeur est évidemment

(M +M,+M;+...+M,) z¢

k+
-+ 7{: (Mo -+ M;+. ..+ M,) (21 — ¥+t
,H_ (M. ..+ M,) (251 — zk+1)

b
-+ g7y M, (x£+d — gk+t

k+ n-17
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c’est-a-dire égale &

-k—:_—l (M, 2541 4= M2kt - My zh+t o L - M 2k
ainsi

“T1 ~ . Chs
/o' I:;—‘Pn(u)J ut du = k:—ix (k=0,1,2,3,...,22—2).

1

On aura de méme

f [a—l———%.,.,,'(u)] u"du:%“_‘l; (k=o0,1,2,3,...,2n+2n"—2)
) 1

et, par suite
s P 9

f [9n (%) — Opin(u)]ukdu=0 (k=o,1,2,3,...,2n—2).
[}

D’aprés un raisonnement bien connu, dii 4 Legendre, on en conclut que
la fonction

an( u) bt ?n-l-n’(u)

doit changer de signe au moins 2n — 1 fois. Or, ¢,(u) et 9,.,'(u) sont des
fonctions croissantes 1'une et l'autre, puis ¢,(u) est constant dans chacun
des intervalles

(“‘17 xS): (x:, xs): s (xn—h xn)-

Dans chacun de ces intervalles, ¢,(%) — 9,.»(2) peut changer de signe
une fois au plus. Ensuite, il peut y avoir un changement de signe pour les
points de discontinuité «,, ..., ,, cela donne au plus » changements de
signe; en tout on en a ainsi 27 — 1 au plus. Mais, a cause de

?n(o): ?n+n’(.°) =0,

I
9,,‘(00) = (?n+n'(w) = —
ay

on reconnait immédiatement qu’il ne peut pas y avoir d’autres change-
ments de signe. Donc, effectivement, il doit y avoir un changement de signe
dans chaque intervalle

(x!’ Z2 ), ] (xn-l, xn);
et un changement de signe pour

u=uxz; (k=1,2,...,n).
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Pour une valeur u = x,, il faut donc que I'on ait

- +
(Prf(xk) < Onan (Zr) < @a(2i),

et méme dans le cas ou la fonction 9,.,(z) aurait aussi une discontinuité
pour u =z, (ce qui peut arriver exceptionnellement lorsque les équa-

tions
Q2. (%) =0, Qapran(s)=0

ont des racines communes), on aurait
- - - .
on (k) < Qnan (Z1) < Pnan (1) < @n(Z4)-
Remarquons ensuite que, puisque
?n(%) — Pnin(u)

doit changer de signe dans I'intervalle (x4, 4.,) et que g,(u) est constant
dans cet intervalle, 9,,, () doit effectivement croitre dans cet intervalle.
Or, cette fonction ne croit que par sauts brusques, les points de disconti-
nuité étant les racines de
Qunwen (— 5) =o.
On en conclut que, dans I'intervalle (x4, x4,), il doit y avoir au moins
une racine de cette équation.

On retrouve ainsi une proposition que nous avons déja obtenue d’une
facon plus compléte (voirn° 5).

43. Pour démontrer maintenant I'inégalité (3), plagcons-nous dans I'hy-
pothése contraire; supposons qu’on ait

d(a) > x(6),
on pourra trouver un nombre positif ¢ tel que
Y(a)—e>y(b) +e.

Cela étant, d’aprés les propriétés des limites d’indétermination, nous
savons qu’il existe une infinité d’indices croissants

Vi, Yo, V3 ooy Vi

tels que @,(a) pour n = v, est toujours > ¢ (a) — e. Et il existera aussi
Fac. de T. — VIIL. J.or



J.82 T.-J. STIELTIES.
une secondé suite d’indices croissants
Vi, Vis Vi eeey Vi eee
tels que 9, (b) pour n = v, est toujours < y (b) + .
Je dis maintenant que, pour n = v; et aussi pour n = v,, I’équation
’ kY
Q:(—3z)=0

ne pourra jamais avoir une racine comprise entre a et b. En effet, suppo-
sons que pour n = v, cette équation ait une racine ¢ comprise entre a et b.
Alors la fonction ¢,(z) aura encore une discontinuité pour u=c, et,
puisque 2,(a) est déja supérieur a {(a) — ¢, on aura

0n(c)>U(a) —e.

24(¢) > U(a) —e.
Or, dans la suite

’

’
1 Y

’
v °) ceey Vi coey

nous pourrons toujours trouver un nombre v, = n'supérieur a n = v;. Dés
lors, on devrait avoir

94(¢) < 0w (€) < 2a(C)-
Mais c’est 14 évidemment une absurdité, car

on(€) S 0w (0) <y (b) e
tandis que

2u(€) > d(a) —e>%(b) + .
Il est ainsi prouvé que ’équation
Q:n(—3)=0

ne peut avoir aucune racine entre a et b lorsque n = v;, et ’on verra de la
méme facon que cela est vrai encore pour r = v,.
Puisque donc, pour une infinité de valeurs » = v,, ’équation

an(—‘s)zo

n’admet aucune racine entre a et b, nous savons (voir n° 35, 36) que la
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fonction F(z) admet un développement

-+

convergent pour a<|z|<b, et la valeur de c_, est la limite de 0,(c),
¢ étant un nombre fixe entre a et b, n parcourant les valeurs

Yis Vo, V3

Mais on peut appliquer le méme raisonnement en faisant parcourir 4 7 les

valeurs )
Vi, Yoy Vi -e.y

et puisque, dans les deux cas, la fonction F(z) est la méme, on devrait
avolr _ _
c-;=limoy,(c)=1im ? (c).

Or cela est une absurdité évidente, car tous les nombres v, (¢) surpas-
sant ¢ (@) — ¢ et tous les nombres o,; (¢) sont inférieurs &

x(b)+e<d(a)—e.

La contradiction qui se manifeste ici montre que I'hypothése d’oti on I'a
déduite, et qui consistait 4 admettre que

¢(a)>z(8),
doit étre rejetée. L'inégalité (3) se trouve démontrée.

44. Ce point important établi, nous pourrons introduire une fonction
qui joue le réle principal dans notre théoréme fondamental. Posons

Q(n)= '"!_J(_")_':M’

il résulte immédiatement des inégalités (1), (2), que c’est la une fonc-
tion croissante; ona d'ailleurs ® (o) = o, et la fonction ne peut pas croitre
au dela de a-i comme () ety (u). Il est clair que
1
Q(u+e)Zy(u+ze)2d(u),

done
@ (u)2d(u).
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De méme,
@(u) Sy (u).

Ainsi, lorsqu’on a 4 () >y (u), ®(u) est discontinue et la mesure de la
discontinuité n’est pas moindre que ¢ (z) — y (), mais elle peut étre plus
grande. Aussi ® («) peut étre discontinue méme en des points pour les-
quels ¢ (z) = y(x). Mais, ®(«) étant une fonction croissante, nous savons
qu’elle a des points de continuité dans tout intervalle.
Or,silon a
@(u)=®(a),

on conclut ¢ («) =y (u) =limo,(u) pour n = «. Donc, dans tout inter-
valle, il y a des points z tels que.¢,(«) tend vers une limite finie pour
n—=owx.

Voici maintenant une propriété de la fonction ®(u) qui nous sera trés
utile. Considérons la fonction g,(u); elle est discontinue pour u = z et
pourn’ >n:ona ’

‘Pu(;k) < op(2r) < 9au(Zi)-
1l s’ensuit évidemment que $(z;) et y(z;), les limites d’indétermina-

tion des o, (@) pour »’ = =, sont aussi comprises entre o (@x) et 0, (%) :
donc
- “+
9n (%) S®(2k) S 9 (2)-

45. Considérons maintenant les équations
Qu(—3)=0, (2=, 2,3,...),
et un intervalle quelconque (a, ),
ofa<b.

Deux cas peuvent se présenter :

Ou bien les équations
Qer(—3)=0,

pour lesquelles il n’y a aucune racine entre @ et b, sont en nombre fini;
Ou bien ces équations sont en nombre infini. A
Dans le premier cas, nous dirons que intervalle (a, b) est de premiére
espéce; dans le second cas, il est de seconde espéce.
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Lorsque I'intervalle (a, ) est de premiére espéce, il existe un nombre v,
tel que pour n > v I'équation

_ Qzr(—2)=0 "
a toujours au moins une racine entre a et b, et cette propriété est évidem-
ment caractéristique pour un intervalle de premiére espéce. Ainsi, lorsque,
pour une valeur particuliére de n, I'équation a deux racines entre a et b,

'intervalle est toujours de premiére espéce, car les équations suivantes de
degrés supérieurs auront toujours au moins une racine entre ces deux ra-
cines-1a.

Supposons que l'intervalle (@, b) soit de seconde espéce et, en outre,
que les points a et b soient des points de continuité de ® (). Il résulte de
cette derniére hypothése que :

d)(a)zlilnqa,,(a),

@ (b) =1imo,(b).

Je dis qu'on a nécessairement ®(a) = ®(5). En effet, supposons
®(a) <®(b),
on pourra déterminer un nombre positif ¢ tel que
®(a)+e< ®(b) —=.

D’autre part, pour toutes les valeurs de » au-dessus d’une certaine limite
n>v,ona
lon(a) —@(a)| <s,

[92(8) — ®(8) | <e.
Il s’ensuit que, pour ces mémes valeurs de r, on a
Pn(a) < 0,(b).

La fonction ¢,(z) doit donc augmenter effectivement lorsque « croit de
a jusqu’'a b. Cela n’est possible que si 1'équation

Qz/;(—b’):O

a au moins une racine entre @ et b. Comme cela doit arriver pour foutes -
les valeurs de » qui surpassent v, on en conclut que l'intervalle (a, &) est
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de premiére espéce, contrairement a I'hypothése admise. On a donc bien
®(a) =®(b).
Pour n > v, on aura toujours

o (a) —®(a)| <z
194 (5) — ®(8)| <&

mais, puisque ®(a) = ®(b), il est évident qu'il s’ensuit
lon(e) —@(u) [ <e,

pour toutes les valeurs
alulb.

C’est 1a un résultat important; il suppose que l'intervalle (a, b) soit de
seconde espéce et que a et b soient des points de continuité de ®(u). Dans
le cas a = o, l'intervalle (o, b) peut étre de seconde espéce, mais voicl
dans quelles circonstances seulement. L’équation

Qa2 (—3)=0

ne doit jamais avoir une racine égale ou plus petite que b; car, si cela arrive,
I'équation
an' ( - ‘:) =o

a toujours pour n' > n une racine dans l'intervalle (0, 8), qui serait ainsi
de premiére espéce. Donc, si I'intervalle (o, &) est de seconde espéce, on a

toujours
9.(0) =0,

et par conséquent ®(b) = o. Les fonctions 9,(z) et ®(«) sont identique-
ment nulles dans tout I'intervalle

olulb.

46. Soit L un nombre positif quelconque et considérons l'intégrale
L
f |on(u) — ®(u)ldu.
0

_Entre o et L, j’intercale & — 1 nombres &, &, ..., U,

Uymo T < U < . <u,,._,<uk=‘L,'
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d’une facon quelconque. Je désigne par ¢ I'étendue du plus grand des in-
tervalles (u,_,, &;), (i=1,2,..., k).

Pour simplifier un peu les raisonnements, je supposerai qu’aucun point
u;(t=1,2,...,k) ne soit racine d’une équation

Q2 (—3) =0,

ou un point de discontinuité de ®(uz ). Puisque I'ensemble des racines et
des points de discontinuité de ®(u) peut se ranger sous la forme d’une
suite infinie, il existe de tels points u; dans tout intervalle. Le point &, = o
n’est pas une racine, mais il peut étre un point de discontinuité pour @(u).
Cependant, cela ne peut jamais arriver lorsque I'intervalle (u,, ,) est de
seconde espéce, car alors ®(«) est nulle dans tout 'intervalle.

A chaque intervalle (%,,, u;) j'associe maintenant un nombre entier v,
de la fagon suivante. Sil'intervalle est de premiére espéce, je suppose que
le nombre v, est tel que, pour 7 > v;, I'équation

Q(—3)=0
a au moins une racine dans l'intervalle.
Sil'intervalle est de seconde espéce, je suppose que, pour 2 > v; et

Uiy Sus u;
on ait
len(u)—@(u)|< e,
¢’ étant un nombre positif arbitraire, le méme pour tous les intervalles de
seconde espéce.
Cela étant, soit N le plus grand des nombres

Vs, Y2y eeey Yy
je supposerai désormais n > N, et je cherche une limite supérieure de
I'intégrale

L
[ 1on(0) — @)

Pour cela, je la décompose dans une somme de k intégrales

k

ZIWI on(u) — @ (u)| du.

1 Uimy
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Si l'intervalle («;.,, u;) est de premiére espéce, la fonction 9,(u) aura
au moins un saut brusque dans I'intervalle pour z = c et

0(c) S®() S 24(0).
Les deux intervalles

[on(@imy), 9u(u:)] et [®(uim), ®(u;)]
auront donc au moins un point de commun, par conséquent

Pn (1) 2 ®(uimy),
DQ(u;)20n(%izg)-

~ Dans tout I'intervalle, on a évidemment
On(@img) — ®(u;) S Pn(t) — ®(u) S @n(u;) — P(uimn),
et a plus forte raison

on(u) — ®(1) S 9n(u;) — @n(timy) + P(u;) — P(uiy),
@a(u) — ®(8) 2 @n(%iz1) — @n(t;) + P (uiy) — P(uy),

c’est-a-dire
|on(u) —®(u) | S Pn(tt:) — Pu(tivy) + ®(u;) — ®(uimy)-
On en conclut

[l on(@) = ®(u) 1du S on () — a(ims) + () = S(ui)]

Uimy
Le facteur qui multiplie ¢ est la somme des variations des fonctions
o.(u) et ®(u) dans 'intervalle (u,_,, z;). La somme de toutes les inté-
grales
u;
JREXCELITIE
Ujms
pour lesquelles (u;_,, u;) est unintervalle de premiére espéce, a donc pour
limite supérieure
e(c, +02),
o, étant la somme des variations de ¢,(«) dans ces intervalles, o, la somme
des variations de ®(u). Il est clair que &, est inférieur & la variation totale
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de 2,(u), c’est-a-dire a

?2(0) — 0,(0) = a—[;

De méme o, est inférieure a la variation totale de ®(u) qui, elle aussi,

ne peut pas surpasser ai- On peut donc adopter pour limite supérieure de
1

la somme considérée I'expression Z—'
1
Si l'intervalle (u;_,, u;) est de seconde espéce, on aura dans tout I'in-
tervalle, 4 cause de la valeurde n > N2v,,
jon(u) —®(u)| <é,
[ 1eat0) = () 1 du < ¢ (= im0

7

La somme de toutes les intégrales de cette espéce sera donc inférieure a
L¢’, puisque la somme des intervalles est évidemment inférieure a L.

D’aprés cela, il est clair que nous pouvons énoncer la proposition sui-
vante : '

L, ¢, ¢’ étant des nombres positifs arbitraires, il existe un nombre en-
tier N tel que, pour n> N,

L
f [ 0n(2) — ®(u)|du < 25 + Le'.
[) a1,

47. Il est évident que

P2, (5) f on(®) _ ("on(u)du
0

Q:.(3) Z4+u , (s+u)p’
P,y () QM@_[%M—%%
Q.- (3) o (s+wu) ) (53+u)

s étant un point quelconque non sur la coupure. On en conclut

Pon(3)  [T@(u)du
Qen(5)  J, (5+u)

|<D,,(u)——(l)(u)ld
° |5+ ul®

La limite supérieure peut s’écrire
| on(u) — ®(u)| - |on(u) —@(u)|
fo Errant bl M
Fac. de T. — VIII. J.12
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Adoptons deux nombres positifs ¢, ¢’ et déterminons N comme dans le
n° 46, on aura, pour » > N,

]c,L u) d)(u)[d 1 (——L >

|5+ wp? ( (5)%

(z) étant, comme au n° 33, le minimum de | z + |, lorsque « varie de 0 a =c.
Pour l'intégrale entre limites L et =, j’observe que

]qa,,(u)—@(u)]<;’;,
et pour 5 = a + f31,
s+ up=(u+a)+2(u+a)
donc

®|on(u)— u)[ T _du I
A |¢—r—u|2 u<a1/1: (u+a)2 a(L+a)

en supposant que L + a soit positif.
Il vient donc

Pon(2) [ ®(u)du
Q:-(5) o (s+u)

<@p(EY) o

Or lesnombres L, ¢, ¢’ étant arbitraires (ou & peu prés), il est clair que la
limite supérieure peut étre rendue aussi petite qu’on le voudra.
11 est ainsi démontré que pour tout point z non sur la coupure, on a

lim

n=w Q2n(

(s+u) h S u

P,.(3) f“(ll(u)du_ =‘dCI)(u).
0

Nous savions déja que

tend vers une fonction holomorphe F(z); nous voyons maintenant que
cette fonction peut se mettre sous la forme

”dd)(u).

S u

F(s)=

]

Quant a I'uniformité de la convergence, il résulte de la limitation ob-
tenue que la convergence est uniforme dans tout domaine S ou la partie
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<

réclle de — z et (I_—) sont limités supérieurement. Un tel domaine peut s’é-

tendre a l'infini.

48. De la méme facon que nous avons étudié les réduites d’ordre palr,
on peut étudier les réduites d’ordre impair, et I'on trouvera

. Pypiy(5) ) — " d® (u)
lQO+:( ).—-F1(~)__>/o s+u

®, (u) étant encore une fonction croissante qui caractérise une certaine dis-
tribution de masse sur un axe OX.

Mais il est a peine nécessaire de faire cette recherche, car le seul cas qui
nous intéresse est celui ot la série

-
S
1

est divergente; mais alors nous savons que F(z)=F,(z), et il de-

vient inutile de faire une recherche spéciale pour obtenir une forme analy-

tique plus explicite de F,(z). Les fonctions ® (z) et ®,(«) caractérisent

alors nécessairement la méme distribution d’aprés le théoréme du n° 39.
Dans le cas ou la série

Sa

1

est convergente, il est clair que les distributions de masse caractérisées
par les fonctions ® () et @, (z) sont celles données par les systémes

(f‘liﬁ )\i), i=1,23,...,
(vis 6:), i=o0,1,2,3, ...

considérées au n° 24. Les intégrales

f”d@(u) f" d®, (u)
, s+u’ , S+ u

se réduisent alors aux séries

Z_— Ez:—i@i.
[

12}
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Nous avons vu (n° 15) que z étant réel positif, on a

n.-o-l

(1) F(z):;—;z+...+(—x)"-’c—;'— (—1)r=2— £eu (o<E<);

.Z’F(.’L‘):f‘ i
o T+ U

11 est aisé de voir que, pour # = + o, le second membre a pour limite
f d®(u)=®(x).
0
En effet, cette intégrale ayant une valeur finie, on peut choisir un

nombre L de facon que
f " A0 (u)=¢,
L

¢, étant plus petit qu'un nombre arbitraire ¢. On aura alors

[ Faew=s,

¢, étant plus petit que c. Ensuite il est clair qu'on peut prendre x assez

grand pour que
L

[ +=

¢, étant plus petit que e. On aura donc

fowx+ud¢(u)—f dd>(u)+si—s,_f dP(u) — e+ &) — &Y

or, d'apreés la formule (1), on a

limzF(z)=c,= ai,
1

r=w®

f” 40 (u) = o

donc
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Ce point établi, nous pouvons écrire
T u _C 1 (7 u
F(z)= | [; - ;(5;7)] d0(u)=72 xf zxu®),

(2) x'-’[F(x)——%]:—/ow % ud®(u).

z -+ Uu

Nous savons que, pour x = «,
. el
lim z? [F(x) - ?E] =—c.
On peut en conclure que I'intégrale
(3) f ud ®(u)
°

a une valeur finie et que cette valeur est ¢,. En effet, si

fLudd"(u)

croit au dela de toute limite avec L; le second membre de (2) croitrait
aussi au dela de toute limite pour z =, ce qui ne doit pas avoir lieu.
L’intégrale (3) a donc une valeur finie, et pour obtenir cette valeur il
suffit de faire croitre z indéfiniment dans la formule (2). En continuant
ces raisonnements, on voit que généralement

f u"d@(u):ck.
[

La distribution de masse caractérisée par la fonction ®(«) constitue
donc une solution du probléme des moments.
Dans le cas ot la série

L

zan

(]

est divergente, nous n’obtenons ainsi qu’une solution de ce probléme, et,
en effet, nous démontrerons bientét que ce probléme n’en admet pas
d’autres dans ce cas.
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Nous avons vu (n° 42) que

) 1 _ kg, — Chk+1 _ _
[ g -ew]ud=2 E=onan.uea—a

et du résultat que nous venons d’obtenir on conclut aisément

f [a‘____‘p(u)] wkdu — /:k—:‘x (k=o0,1,2,3,...);
o L

1

on en conclut que
?n(u) — (D(u)

doit changer de signe au moins 22 — 1 fois. Soit z; un point de disconti~
nuité de ¢,(z); il est facile de conclure

9n(21) < B (@) S B(21) < 0n(24)-

Ce résultat précise celui obtenu & la fin du n° 44.
Il est clair aussi que, dans un intervalle ou la fonction ®(z) est con-

stante, I’équation
Qen(—3)=o0

ne peut avoir plus d'une racine.

49. Je reviens & la proposition du n° 46; pour > Non a
L
f | 0nltr) — ®(u) | du < -':’-zf 4+ Le'.

Nous venons de voir que ®() = ¢, () = ¢,, par conséquent
co— @au) et cg—®(u)
ne sont jamais négatifs, et a cause de

on(u) — ®(u)=co,— P (u) — [co— 9 (u)],
on aura
l?n(u) —®(u)[Sleco—®(u) |+ [co— nl(u) s

or il est facile de voir que

leo— o(@)[< 2

Co
los— @ () | < 23+
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En effet, considérons la distribution de masse caractérisée par ®(u)
[ou 9,(%)]. Le moment du second ordre est c,, la masse totale comprise
dans le segment de z a « est ¢, — ®(u), le moment du second ordre de
cette masse est inférieur a c.; si I'on concentre cette masse au point u,
on diminue encore le moment du second ordre; donc ‘

utlcy—®(u)| < ce.
I1 vient donc

lon () — ®(u)| < 22
et
f |<p,,(u)—<p(u)|du<-2{-”,
L
puis

2¢,

IQ{Qn(lt)—Q(u)| du<-2-a-s;+Le’+ T

Par un choix convenable de L, ¢, ¢ on peut rendre la limite supérieure
plus petite qu'un nombre donné, par conséquent

lim i | on(u) — ®(u)|du=o.
n=edy

50. Voici comment on peut interpréter ce résultat.

Désignons par les symboles D, et D les distributions de masse caracté-
risées par les fonctions 9,(«) et ®(z). On peut passer de la distribution D,,
a la distribution D par un certain transport de masses. Convenons de dire
que le transport d’une masse m sur une longueur /exige un {ravail mesuré
par ml. Alors on voit, sans difficulté, que le travail total minimum néces-
saire pour passer de D, 4 D (ou réciproquement) est mesuré par

[ ontwy — @) da.

]

Nous désignerons ce travail minimum aussi par {D,, D}, et il semble
naturel de dire que la distribution D, différe infiniment peu de D lorsque
{ D,, D est infiniment petit.

Ainsi D peut étre considérée comme la limite de D,,.

En général, lorsqu’on a une suite infinie de distributions

Div D2$ D.‘n M
ct qu’il existe une distribution D telle que

|D., D]
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devienne inférieure a4 ¢ dés que n surpasse une certaine limite, on dira
que D est la limite de D,.

On peut reprocher a cette définition de faire intervenir la limite D elle-
méme, et puisque
{Dny Dy} £{Day Df+ D, Dy | <2,
on serait porté a adopter la définition suivante : la suite
D, D,, D,

tend vers une limite s’il existe un nombre 7 tel que

3 Dny Daorr t <g,

¢ étant un nombre positif arbitraire. _

Mais il est clair que cette définition manque de sens précis, tant qu’on
n’aura pas démontré qu’il existe effectivement une distribution D telle que
1D,, D | devienne infiniment petit. Nous avons voulu indiquer seulement
cette question, que nous n’examinerons pas ici.

Puisque

Pgn(
Q2 (

3]

]

)y M
)_12 z+a;

on voit qu’on peut considérer cette réduite elle-méme comme une espéce
de moment paramétrique (dépendant du paramétre z) de la distribu-
tion D,. Et le résultat principal de nos recherches revient donc 4 ce que le
moment paramétrique de D, a pour limite le moment paramétrique de D.

Or, sil'on considére I'intégrale définie par laquelle s’exprime le moment
paramétrique de D, et si I'on se rappelle la définition d’une intégrale dé-
finie comme limite d’une certaine somme, on verra que, pour cette somme,
on peut justement prendre le moment paramétrique de D,, c’est-a~dire la
2nim¢ réduite de la fraction continue. On peut donc dire que la fraction
continue est une lransformation identique de I'intégrale définie. Cette
singuliére réduction I'une a I'autre de deux expressions analytiques si dif-
férentes, une intégrale définie et une fraction continue, nous l'avons re-
marquée pour la premiére fois dans le cas particulier ou Q,,(z) est un po-
lynome X, de Legendre. (Voir Comptes rendus, t. XCIX, p. 508; 1884).

Cest le désir de généraliser ce résultat qui nous a fait entreprendre les
recherches que nous exposons ici.

——— OO



RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. J -97

CHAPITRE VIII.

ETUDE DE L INTEGRALE d9(),

o I—Uu

51. Soit ¢(u) une fonction croissante quelconque [{(0)= o], nous
supposerons seulement que la distribution de masse qu’elle représente a
des moments finis d’ordre quelconque, et nous poserons

c,,.—_-f ukd Y (u).
0

Considérons maintenant I'intégrale

= dy(a)

o 5+ u

qui représente une fonction holomorphe dans tout le plan, excepté la cou-
pure. Si la fonction ¢ () est constante & partir de z = @, I'intégrale se ré-

duit &
f“d¢<u)
0 S+ u

et la coupure ne s’étend que de u = o jusqu'a u = — a. Tous les moments
sont alors finis dés que cela est le cas pour ¢, = {(a). L'intégrale admet
évidemment un développement asymptotique

qui est divergent en général et convergent pour | z| > a dans le cas parti-
culier que nous venons de mentionner.
Mais on a toujours, lorsque z = z est réel positif,

cad‘!’(u)__co Cy n—y Cr—1 Ecn
f zra -z o (0 s (e<i<n.

Le développement en fraction continue de cette intégrale, ou, a propre-

ment parler, de son développement asymptotique, a fait Iobjet des re-
cherches de Tchebicheff, Heine, Darboux.

Fac. de T. — VIIL J.13
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Nous allons reprendre ici cette étude, en nous attachant surtout a la
question de la convergence, qui n’a guére été considérée dans les travaux
antérieurs que nous venons de rappeler, et dans lesquels on a pris toujours
la fraction continue sous la forme (I¢) (woir I'Introduction).

Pour réduire la série en fraction continue, on n’a qu’a appliquer les for-
mules du n° 11, les déterminants A, et B, seront positifs comme détermi-
nants des formes quadratiques positives

f (Xo+ uX1+l¢2X2+...+ll"-lxn—l)'qu)(u)’
0

f u(Xo+uX;+ w?Xo+. .. u1X, )2 d d(u).
0

On trouvera donc une fraction continue du type que nous avons étudié,
les a; étant positifs.

Dés lors, nous pouvons appliquerles résultats obtenus par ’étude directe
de la fraction continue.

Deux cas sont a distinguer :

®

1° La série 2 a, est convergente.

Dans ce cas on a

0 Paw(s) _p PN i [d®)
im gy =F =0 =2 = =
o Pap(3) P3N v _ ["d®(«)
llmQ21L+l(:)_F1( )_9(5)—§5+91_/0‘ S -+u

2° La série 2 a, est divergente.
1

Dans ce cas, on a
. P,(3) N [TdD(u)
lim 3 F(a)__f0 22,

. .. .. dd
Mais quels rapports ont ces limites avec I'intégrale f ——(— qu1 a été
[

'origine de la fraction continue?
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52. Pour répondre & cette question, supposons d’abord z = z réel et po-
sitif. On a alors ce théoréme (voir Comptes rendus, t. CVIIL, p. 1297;
1889) :

Le minimum de Dexpression

“d ()

pyray [+Xi(z+u)+Xo(z+u) ...+ Xo(zx + u)]?

estégal a
' “dy(u) Py, (z)
o T+ U B Q2 ()

et ’on a donc nécessairement

Tdd(u)  Po(z)
s T+ U = an(x).

La vérification est facile; posons
L=14+ X (z+u)+Xe(z+ ) +. ..+ Xe(z 4+ u)n;

les conditions du minimum sont
) [Terurtdbw=o  th=ona..(nn).
o
Ces relations sont visiblement équivalentes 4 celles-ci
[Quk(d¢(“)=0 [/r:o,l,z,...,(nﬁ-r)],

ou bien, si I'on se souvient, le symbole S introduit au n° 11,
Szuk«ﬁgzo [k:o,l,z,...,(n__l)].

D’aprés la formule (3) du n° 11, le polynome £, dans le cas du mini-
mun, ne différe donc que par un facteur constant de Q,,(— u), et, puisque
£ se réduit a I'unité pour ¥ = — z, on aura

£ = QZn(— u).
~T Q2n(x)
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Le minimum est

du(u) jwd"’(")f[1+X,($+u)-l----"*'Xn(“"*'")n]’

z —+ u 4+ u
ce qui, a cause des formules (1), se réduit a
f”dU(u)( f dy(u) 1 f’Qm(x)—Q»n( “ dy(u).
, ZT+u z+u  Qu(z)/, z4+u
La derniére intégrale est évidemment égale &

S [an(m — Qan(— u>] = Psn(2),

x+u
ce qui achéve la démonstration.

On vérifiera aussi aisément ce second théoréme :

Le minimum de Uexpression

z(x +

f ——udw(") [+ Xi(z+u)+Xs(@+u) ...+ X, (2 +u) ] du

est égal a
Punes(2) _ ("dd(u)
Qenii () o XU

et U'on a donc nécessairement

P2n+1($) f di(u)
> .

o,l...,(z) z+u

A ces théorémes, j'ajouterai la remarque suivante :
Dans le cas du premier théoréme, ¢ est le polynome en z le plus géné-

. y P .y — n .
ral qui se réduit a I'unité pour v = — z. Or <—x-5‘-> est aussi un tel poly-

nome; on aura dOl’lC
f"d@(u) P..(2) f und §(u)
- < T_"—""'7
, zra Q@) J, Tz a)

P..(z) Co Cy Ce Cap—1

-~ —— — —_

Qnu(z) "z & 2 T2

c’est-a-dire
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et I’on trouvera de méme

Popsi(2) Co €1 Cap
Qi (@) Sz 22 T e
Ces inégalités, nous les avions obtenues déja (n° 15), mais rapprochons-
les maintenant de celles-ci

Pen(x) f’d‘fJ(lH Psniyi ()
0

Qsn () z+u Q2n+1(‘z).

Pour calculer numériquement I’intégrale

f”dql(u)
, x+u’

on peut se servir de la série (méme divergente)

[ c 2

N
Ja somme d’un nombre pair de termes donnera toujours une limite infé-
rieure, la somme d’un nombre impair de termes une limite supérieure.

Mais on peut aussi réduire la série en fraction continue : les réduites
successives donneront encore alternativement des limites supérieures et in-
férieures.

Nous voyons mainienant qu’il y a toujours avantage & réduire la série
en fraction continue : les limites données par les réduites sont plus rap-
prochées que celles données par la série.

La limite de approximation que peut donner la fraction continue est
caraciérisée par ces inégalités

Fa)s [ 229 <F, (o).
o

z+u "
53. Il est facile maintenant de répondre a la question posée a la fin

du n° 51.
Dans le premier cas, lorsque la série

o
z a,
1
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est convergente, nous savons que le probléme des moments est indéter-
miné (n°24). Clest dire qu’il existe une infinité d’intégrales

f’d&p(u) /"d@a,(u) f"d%(u)

. z+a’ AR ES" o s+u’

qui sont des fonctions holomorphes distinctes de z, qui donnent le méme
développement asymplotique

R h
et, par conséquent, aussi la méme fraction continue.
Le calcul des réduites de cette fraction continue conduit & deux limites

f"d@(u) _p(s) _ Ny

mais on ne peut établir évidemment aucun lien précis entre ces deux fonc-
tions parfaitement déterminées et une intégrale telle que

" d(u)
0 ST u

puisque cette fonction est susceptible de varier.
La seule chose qu'on peut affirmer c’est que, pour z = x, on aura tou-
‘jours
p(z) o [TaY(w)  pi(2)
g(z)~), z+u~ q:(x)

Les fonctions @ (z) et @,(«) figurent d’ailleurs aussi parmi les détermi-
nations possibles de ¢ ().
On ne peut pas avoir, pour une valeur particuliére z = z,,

pla) _ (" dil),
0

g(zy) Zy+u

sans qu'on ait identiquement dans tout le plan

P} [Tk a0,

g(s) " J, s+4u 5+ u
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et les fonctions ¢ (u), ® (u) peuvent étre considérées comme identiques,
puisqu’elles caractérisent la méme distribution de masse.
En effet, nous avons vu que

“d¢(u) _ Py (2) _f“' dy(u) [an<—u)]2.
0

o Zo+ i Quu(zy) Zo+ u | Qs (20)

Or, si le second membre tend vers zéro pour n =%, comme nous le
supposons ici, cela aura lieu a plus forte raison lorsqu’on remplace z, par
un nombre plus grand. Par conséquent, on aura

11}
g

p(s) _ [Tdd(w)
5) A s+ u

Q
(1]

dés que z est réel, positif, plus grand que z,.
Mais alors cette égalité aura lieu dans tout le plan.
On verra de méme que I’égalité

Pi(zy) _f”d\!J(u)
0

gi(zo) Zo—+ u

entraine I'identité

Tant que la distribution de masse, caractérisée par ¢ («) n’est pas iden-
tique a une de celles représentées par ® («) et ®,(u), on aura

P@) _ (") _ pi(=)

q(x) s ZT+u qt(x)’

Uégalité étant exclue.

54. Dans lesecond cas, la fraction continue est convergente et 1'on aura,
pour z =z,

"dy(u) _ .  Pu(a) e
— = lim —_— .
]

, T—u Q.(z) — z=+u’
car, dans ce cas, F (x) = F, (z). Il s’ensuit que 'on a

“dd(u) _ [dO(u),

2

S S—+u o S+u
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car cette égalité ne peut avoir lieu pour z = x sans avoir lieu dans tout le
plan. Les fonctions ¢ z) et ®(u) seront identiques ou elles représenteront
au moins la méme distribution de masse.

On voit aussi que le probléme des moments est déterminé dans le cas
actuel, et qu’ll n’admet pas d’autre solution que celle caractérisée par la

fonction ®(u) ou ¢ (). En effet, si le probléme avait une autre solution
caractérisée par ¢, (u), I'intégrale

f’d%(u)
, "+u

donnerait toujours la méme fraction continue, et il s’ensuivrait
f”d.%(u)_/'“dk!f(u)_ " dd(u)
y s+u " Jo s+u J z+u

Il est & remarquer que ce second cas peut arriver, méme lorsque le dé-
veloppement

¢, €
— =t

~° -

Cy

est toujours divergent. En effet, la série est dans ee cas lorsque

Cn+t
Cn

croit au dela de toute limite. Nous savons que, pour cela, il faut et il suffit

que les nombres
]

n=1,2,3,...
QpQpiy ( T )

ne solent pas limités supérieurement. Or, il est clair que cela n’empéche
nullement la série
QA+ Qs+ Q3 ...

d’étre divergente. On pourrait, par exemple, prendre arbitrairement tous
les a;, exceptés ceux d’une certaine suite infinie

apr aq’ . Qry, Qs )
et déterminer ensuite ceux-ci de facon que les nombres

I I I

b b 2
ApQpiy Qg Qgiy ArQpp

croissent au dela de toute limite.
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55. Pour donner un exemple de la théorie que nous venons d’exposer,
considérons l'intégrale

S+ u

f‘ [1 +2sin({a)] e—V;du

ol —1SAZ1. Puisque
dy(u)=[1+rsin (V)] e V" du,

nous avons affaire ici 4 une distribution de masse a densité finie. Cette
distribution varie d’ailleurs avec lec paramétre A. Mais, si I'on calcule les
moments, on trouve

c,,.:::f u"e'wdu (k=o0,1,2,3,...);
1]

ils ne dépendent pas du paramétre \; en effet, on vérifie sans peine que
les intégrales

@ e © .
f uksin (V) e V"du_—__/;f w+ssinue—*du (k=o,1,2,3,...)
] 0

sont loutes nulles. Le probléme des moments a donc manifestement une
infinité de solutions; nous sommes dans le cas indéterminé, et il est certain
que les valeurs des a; seront telles que la série

S e

1

est concergente. La fraction continue donnera deux limites
P3N B pil3) N %
q(s)"?z—i—h’ 71 ')_;54—9:,

et les distributions de masse (&, %;), (v;, 0;) constitueront encore deux so-
lutions particuliéres du probléme des moments. Mais on ne peut établir
aucun lien précis entre la valeur de I'intégrale et les limites fournies par la
fraction continue. Toutefois, lorsque z = «x est réel positif, on pourra tou-
jours obtenir des limites supérieures et inférieures de l'intégrale en calcu-

lant les réduites. Mais, puisque les ¢, et les @, ne dépendent point de A, on
Fac. de T. — VIIL. J.14

[}
~r

—_
13
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voit qu’on ne tient aucun compte de la partie’

. & .
;fa ﬂl(_t/_-i‘_)e_v_duzﬁ)\e—f/ﬁ.
[

-+ U

Puisque A peut varier de — 1 et + 1, on en conclut nécessairement

Pi(x) _ p(zx) >21re—€/‘—-
91(z) g(z)

La fraction continue ne peut donner qu'une approximation limitée,
comme c’est le cas aussi du développement en série. En calculant g,,
Q,, ..., ON voit que ces nombres suivent une loi trés compliquée, en sorte
qu’on ne peut pas vérifier directement la convergence de la série

@©
S
1

56. Je donnerai encore un autre exemple dans lequel cette vérification
peut se faire.

Soit f(u) une fonction impaire et périodique de u,

flu+3)==%f(w),
alors I'intégrale

f uk u=tosu f(logu) du,
[

ou k est un entier quelconque, positif, nul ou négatif, est toujours nulle.
Pour le voir, il suffit de remarquer que

‘/—‘ﬂe-"’f(v)dv:o

et de faire la substitution

k—+1
V=———2-—+10gu.

Ainsi, dans le cas f(z) = sin(2nu),

f uku-'s*sin(2rwlogu) du =o.

0
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Je considére maintenant I'intégrale

1 f"’ 1+ Asin(2mlogu) .
o

— = logu dyy
\/1: s+ u
—1SAS+1.

On voit que les choses se passent comme dans I'exemple précédent; la va-
leur de
*© e k1
cr= —l-f uky-tosudy = -;f e-¥ithelin gy — g
0 \/7: —

Vr
est indépendante du paramétre A,

La fraction continue doit donc étre oscillante; cela se vérifie ici directe-
ment, puisqu’on a

n—1 n
= (1 -—e-%)(l —e-t) (—e?).. .(1 _ e—T)e_f,
- _tnes
P e *
2n-+1 — .
— e'%)(r - e-‘)(r —eE). .(1 -~ e_;>

/

A cause de ¢ >1, la convergence des séries

El A2y, 2 Qap+q

est manifeste. Pour abréger, je supprime le calcul qui donne les valeurs de s
a, (et qui reste valable sans qu’on ait besoin de supposer que e ait la valeur
particuliére 2,71828...).

Dans le cas actuel, la différence

pi(z)  p(=)
9:1(z) g(z)

doit surpasser nécessairement

1 - d
_ifil_f’_(?_"_l(.’_?_”_) u—logu dy — 26_7‘2\/7—1'&"-1%':-
VEdo z+u

57. Comme exemple du cas déterminé, je rappellerai d’abord la fraction
continue étudiée par Laguerre, dont nous avons parlé dans I'Introduction.
Puisque, dans ce cas,

I
QAop—y =1, Qop = n’
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la fraction continue est convergente et représente dans tout le plan, excepté
sur la coupure, I'intégrale
f‘" e*du
0 sS+u

La masse s’étend ici a 'infini, et, en effet, les nombres b, =

I

ne sont

n%n+1
pas limités supérieurement. |
Dans le cas ou la masse ne s’étend pas 4 l'infini, la fraction continue est
naturcllement toujours convergente, car le développement en série est
alors méme convergent pour des valeurs suffisamment grandes de =.
Comme exemple de ce cas, considérons une fraction continue périodique

telle que
b:n=P, bzn—1=q-

On connait, dans ce cas, immédiatement la fonction F(z)

Fs)= Y22+ 9)s+(p—gF—s+p—gq
235

et

I'une des deux séries

®

3} .
Z Qojy Z Qofrt
1

0

sera toujours divergente. Mais la fonction F(z) doit pouvoir se mettre

sous la forme
d®(u)
ae—

o ST U

et 'on a vu, dans le n° 39, comment on peut mettre F(z) sous cette forme,
si I’expression explicite de F(z) est connue.

Ce calcul conduit ici aux résultats snivants. Deux cas sont a distinguer
selon que p2q.

Premier cas: p>q.

Posons '
a=(p—Va),
= (\/I—’ -+ \/6)2’
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on aura

e
F(-):&+_Lf Vie—a)(B—u) _du

5 27 u S+ U
Ainsi il y a, a l'origine, une concentration de masse égale a Vo =p — ¢,
puis une distribution continue de masse dans I'intervalle (o, 3).

Second cas : p < gq.
On trouve simplement

F(s)= ﬁfﬁx/m A= _de
-4

54 u’

la masse concentrée a 'origine du premier cas a disparu. Dans le cas par-
ticulier : p = ¢, on a « = o, et 'on peut appliquer I'une ou I'autre des for-
mules trouvées. Il n’y a pas de masse concentrée &4 I’origine, mais la densité
y devient infinie. :

Dans le premier cas, la série

@«
2 A fert
[}

est convergente, et sa somme est 1 (p — g).

58. Nous allons montrer que, toujours dans le cas déterminé, la masse
concentrée a I'origine est
- wﬂ
1 2‘ Asf+13
s

elle est nulle lorsque la série est divergente.
Dans le cas indéterminé,

0
Zazlu-:
0

est le mazimum de la masse qui peut étre concentrée a l'origine; elle s’y
trouve, en effet, dans la distribution

(‘)b 91' )’
puisque '

«©
bo=o, Vo=T1. Elazk-n-x;
o
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mais, dans toute autre distribution, la masse concentrée a 'origine est
moindre.

Je rappelle la limitation

du(u)

z-+u z+a N2

nous savons (n° 15) que

ljinoz Fi(z)=1 :2a2k+1~

o
Nous allons montrer que

. zdd(u) .
}:;%fo‘m"l‘;’:%)—f*’

en désignant par . la masse concentrée a 'origine
En effet,

[tnn [t [Pty ot

z+ U 4+ Uu x+u’
vz

et il est évident que

Tzdd(u) _ Y(z?)
[, z+u  1+ix (o<g<),

d
L AU _4(3) — ga)

2 < (gt — 4R

JF

la premiére intégrale tend vers ., les deux autres vers zéro. Dans le cas
déterminé, on a

Tdd(u) _ .
g z+u —fFi(x)y

il vient donc

«©
~
r=1I: : Qofeieye
0

Dans le cas indéterminé, on peut conclure seulement

psI :Zazkﬁ:

[]
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et cela pour toutes les distributions équivalentes qui donnent les mémes
moments et la méme fraction continue.

Nous savons d’ailleurs que, pour la distribution caractérisée par ®,(u),
on a

«©
p=vo=1. E Qo kvt
0

Je dis maintenant que, pour toute autre solution du probléme des moments,
ona

[J~<I:Ea2k+x-
0

En effet, admettons que, pour ®,(z) et ¥(u), on ait
k= 1:2021.-+1-
o

Si, dans chacune de ces deux distributions (supposées différentes), on
enléve la masse p concentrée a I'origine, il restera deux systémes de masses
donnant encore les mémes moments, c’est-a-dire équivalentes. Il existe
alors une troisiéme distribution de masse, équivalente a ces deux-la et qui
a, 4 origine, une masse finie . Cette distribution est caractérisée par une
fonction @) (z) analogue 4 ®, (). En rétablissant maintenant la masse v,
on aurait une solution du probléme des moments primitifs, avec une
masse p -+ u’ & l'origine qui serait supérieure &

@®
I Z Qofev1e
0

Cela est impossible, d’ou la proposition énoncée.

59. Dans le cas ou la série
3
1

est divergente, nous avons vu que la fraction continue est convergente et
que la limite des réduites est

d®(u)
, S+u

F(s)=
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Ml est clair maintenant que la fonction ®(u) qui figure ici n’est assujettie
dans un intervalle quelconque (@, b), a aucune autre condition restrictive
que celle d’étre croissante. Il s’ensuit qu'en général la coupure est bien
une ligne singuliére a travers laquelle il est impossible de continuer
analytiquement la fonction F(z). En effet, pour que cette continuation
analytique soit possible & travers 'intervalle (— @, — &) de la coupure, il
faut que la fonction ®(z) soit une fonction analytique de u dans l'inter-
valle (@, b). Or c’est 14 une condition trés restrictive qui ne sera point sa-
tisfaite en général.

Mais, si I'on veut donner des exemples particuliers, on ne peut guére
commencer par se donner les @;, ou cela n’est possible que dans des cas
trés restreints. Il faudra bien se résigner a prendre pour ®(u) quelque
fonction analytique; ainsi s’explique qu’en réalité nous n’avons pu donner
aucun exemple du cas général dans lequel la coupure est une ligne singu-
liére. Dans tous nos exemples, la coupure est seulement une coupure arti-
ficielle.

60. La fonction § () étant donnée, ou la distribution de masse qu'elle
représente, comment peut-on savoir si la fraction continue pour

f"dk}'(u)
, S+ u

est convergente ou divergente? C’est la un probléme qui présente quelques
analogies avec celui qui consiste & décider de la convergence ou de la di-
vergence d'une série donnée. On n’en peut guére donner une solution gé-
nérale; tout ce qu’on peut faire, c’est donner quelques régles qui permettent
de répondre a cette question dans un certain nombre de cas particuliers.
Lorsque la fraction continue est convergente, le probléme des moments
n’admet qu’une seule solution; nous dirons aussi, dans ce cas, que la dis-
tribution de masse représentée par ¢ (u) est déterminée. On ne peut guére
faire varier cette distribution, sans introduire des masses négatives, si I’on
veut conserver les moments. Or les masses négatives seront toujours
exclues. La distribution de masse est indéterminée, au contraire, lorsque
la fraction continue n’est pas convergente, mais oscillante.

Voici d’abord quelques remarques qui sont & peu prés évidentes. Si, 4 une
distribution de masse indéterminée, on ajoute de nouvelles masses, on res-
tera toujours dans le cas indéterminé. Si, & une distribution déterminée
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on enléve une partie de la masse (toujours sans introduire des masses né-
gatives), on restera dans le cas déterminé.

Dés qu’on trouve deux distributions équivalentes qui ne sont pas iden-
tiques, on est certainement dans le cas indéterminé.

Qu’on veuille bien se reporter maintenant aux formules (8) et (11) des
n> 11, 12, par lesquelles les sommes

a1+ az+. ..+ Qypegs

Qe+ A+ ...~ Qap

s’expriment au moyen des ¢;.
On trouve facilement que,

n

zzci’kXiX/;:é:(Xo, Xl, Xi: * X")
0 o

étant une forme quadratique définie et positive, le minimum de

j([’ le X'.” -- . Xn)
s’exprime par
Coo Coyi .-+ Copn

» ’

Ci 0 Ci,l

Cj’j IR C1 n

?

(]

&

1,

?

Cﬂ,l oo Cn, n

:
|
|

Cno Cn,1 Cnn

? 1)

Dés lors, on reconnait que le minimum de

‘/@(I—I-X,u-)—...+ant")2dup(u)

est égal a
1d(a 4+ a+.. .+ Tapaq )y
et le maximum de

[‘[’—(I+X1u+Xgue+...+xnun)2]dq’{fu)
0

.

est égal a
Ay Ay . o+ Aape

On trouve, du reste, facilement que, dans le premier cas, on a

Q2n—+—i(— u)
—u Q;n+1(o)
Fac. de T. — VIIL J.15

1+ X u~+...+ X, 0=
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et, dans le second,
1+ X a4+ .+ X, 0= Qo (— u).

Pour abréger, nous écrivons le premier résultat ainsi
;dq.a(u)ln:l: (@i +a;+...+ QGspay)-

Remarquons que I'intégrale, dont {d ¢ (u)}, estle minimum, a, pour z=o,
un élément égal & la masse p concentrée & 'origine ; on a donc
k< dY(u)in,

en sorte qu’on retrouve, de cette facon, la limitation

©

P§132a2k+1-

0

Lorsque n augmente, {d ()|, ne peut que diminuer; pour n = =, cette
expression tend vers une limite positive ou nulle que nous représenterons
par . .

|4l =12 arper.
| 0

61. Considérons d’abord le cas ou il n’y a point de massc concentrée a
I'origine. Nous savons que, dans le cas déterminé, la masse concentrée a
I'origine est égale a

©

13 2 QAsf+1

0
done '
idd(u)l,=o.

Mais, dans le cas indéterminé, la série

Z Aoty
0
est convergente et par conséquent
:dt}:( )|, >o.

Ainsi, s’il R’y a point de concentration de masse a lorigine, la frac-
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tion continue sera convergente ou oscillante selon que
. {dd(al.
est nul ou positif.

Si la distribution ® représentée par ¢ (u) a, a I'origine, une masse ,
enlevons cette masse et soit ® la distribution ainsi modifiée. Supposons
que, d'une maniére ou d’autre (par exemple, a 'aide de la proposition
précédente), on sache si la distribution ® est déterminée ou indéterminée,
qu’est-ce qu’on en peut conclure pour ®?

Si la distribution ®’ est indéterminée, ® est aussi indéterminée. Si, au
contraire, ®’ est déterminée, je dis que ® est aussi déterminée, en général; il
faut faire exception seulement pour un cas singulier que nous indiquerons.
En effet, voici comment on peut conclure dans le cas ou ® serait indé-
terminée, ® déterminée. Soit ®, la distribution équivalente & ®, mais qui
a, a I'origine, la plus grande concentration de masse possible, cette masse
étant y.,. Elle est donnée par une fonction @,

“dd(u) _pi(s) _ g%
R
0o

s+ u q1(z)

et vo= . Tant que ® n’est pas identique 4 ®,, on a
B> e

Enlevons 4 ®, la masse p (ce qui peut se faire sans introduire une masse
négative), on aura une distribution ®) équivalente 4 ®'. Donc, si ®’est d¢-
terminée, ®, et ®' doivent étre identigques, et, par exemple, aussi ® et ®,.

On peut donc dire, si ®' est déterminée, ® I'est aussi en général;ilya
exception seulement lorsque ® est une distribution du type (v;, 6;).

62. Je vais supposer maintenant, comme cela arrive dans les exemples
particuliers qu’on peut traiter,

d¥(u)=f(u)du,

J(u) étant une fonction positive et généralement continue. On a ici
| f(#)du}, = minimum de f fl)hi+=Xe+.. .+ X, um 2 du.
[

D’abord, dans certains cas particuliers, on sait calculer ce minimum, ou
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obtenir la fraction continue. Ainsi, par exemple, dans le cas

ua-1 e-—bu
I‘(a)f s+u “

on trouve
ala=+1 a-+n—1
@y =1, Qons = ( 32( n )’
a—é @ = 1.2.3...(n—1)b
*—a’ = a(a+1).. (a+n—1)

(a+1)(a+9) (a+n)
1.2. )

a1+a3'|" - aon+1—

Puisque a > o, on voit que la série Zag,‘_,_, est divergente, donc

o
§ qpa—1g—b —
juste "du}m_o.

11 est clair que, c étant une constante positive, on a
. ¥ .
Vfleu)dul,= Z 1 f(u)duln,

gf(cu)du%‘,:%gf(u)du!a.

D’autre part, si
Ji(u): f(u)

reste inférieur & un nombre fixe, on aura

|fi(u)du} = o,
dés qu’on sait que ,
| f(w)dul, =

Si, au contraire, le rapport
Ji(u): f(u)
est constamment supérieur & un nombre positif, on aura certainement

|/fi(w)dul, > o,
dés qu’on sait que _
[ f(u)du{ > o.

63. On peut aller plus loin dans cette voie, et nous démontrerons cette
proposition.
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Supposons que
{f(u)du], =o,

et que le rapport f,(«): f(z) a un maximum fini M, dans l'intervalle
(@, =) (ce nombre M, pouvant d’ailleurs croitre indéfiniment lorsque «
tend vers zéro), alors, je dis qu'on aura aussi

{fi(u)dul =o.

Pour le démontrer, soit ¢ un nombre positif aussi petit qu’on le voudra.
Je détermine d’abord un nombre positif « par cette condition

X
f fi(u)du < 12.
0 2
Soit ensuite f(«) une fonction qui est nulle dans intervalle (0, ) et
égalea f(u) pour u > a.
On aura

@ dul= [T f L@rdu= [ et @rde

£ (u) étant un certain polynome du degré » en u et qui se réduit a I'unité
pour z = o.
D’autre part, sil’'ona

if(u)dug,,.—.:f”f(u)(_(u)?du,
on aura

;f(;)du}n<f”f(;)((u)zdu:f”f(u)((u)zdu< {f(u)du;u.‘

" Donc, puisque nous supposons

{f(u)duia =o,
on aura aussl :

}f(;) dul, =o.

J’observe ensuite que

ifl(u)du{n<faf,(u)Q(c—t)’du:f f,(u){(;)‘zdu+f‘f,(u){(;)=du.
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Or, le polynome ¢(«) est déterminé a un facteur prés par les conditions

| f‘f(;)-ﬁ(b—t)u"duzo (k=1.2, ...n),
ou '
f f(u).((c_t) utdu =o.
Il s’ensuit que toutes les racines de
L(u)=o
sont positives, plus grandes que «. Et puisque £(0) =1, on voit que, dans -
'intervalle (o, a), on a
o< L(1)<,
et, par conséquent,
[ rwe@rais [ fwaes e
Ensuite
ff,(u).((;)z du<Maff(u).ﬁ_(z:)ﬁdu=M4§f(;) dul,,
donc
(@) dufn < Ze + Mol f(u) du.

Or, il existe un nombre v tel que, pourn > v, on a

Magf(;)du},‘ < ée,
et il est clair d’apreés cela qu’on a

| fi(u)dul ,=o. C. Q. F. D.
Dans le cas
4

er™u _ g—2myu ’

flu)=

la fraction continue (voir plus loin n° 86) s’obtient avec des valeurs simples
des a;

PN

ar = ’

par conséquent
4du —0
(ez‘ltﬁ A
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et aussi, ¢ étant une constante positive

{ du
=o.

Ve — e—cyu ,”

Cela étant, posons
Jfo(u)=us—e~t¥*G(u),

I
f(u)'_— ecﬁ_e_cv;’

oua>o0,b>0, A2 é, tandis que nous supposons ¢ < b. Ensuite G(u)

sera une fonction positive de «, qui dans tout intervalle («, %) reste infé-
rieur & un nombre fixe. On a

Si(u): f(u) =ust G(u) e buM+eVi (1 — =2eV%),

et ’'on voit que ce rapport tend vers zéro pour u = .
Nous pouvons appliquer la proposition démontrée et conclure

fus—teow' G(u)|, =o.

® a—1p—but
[Fumetg,
0

Ainsi l'intégrale
s+u

donne une fraction continue convergente, tant que AZ-- Supposons

1
2
. . . I .
¢(u) =1, la fraction continue sera oscillante pour A < -; pour abréger,
-je supprime la démonstration.

64. Appliquons ce résultat a la série de Stirling.
On sait qu’en posant

logT(s)= (z —_ %) logs — 5+ %log(zﬁ) +J(s),

ona

ou
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C’est 14 une intégrale telle que nous’avons étudiée; on a seulement rem-

placé z par z* et multiplié par z. Le développement en série prend ainsi la
forme

(A) 2 B

et la fraction continue devient

(B) .

On aici

-1 -1 -
flu)=—u ’l°g<_i—)=‘l‘“ Femmi G (u),

I — e—27/u 2%

g(u):e‘-'=ﬁlog(—‘——);

1 — e—2®/e

/

¢(u) tend ici vers I'unité pour u = et satisfait ainsi 4 la condition imposée
a cette fonction dans notre énoncé. Il suffit donc de transformer la séric
de Stirling (A) dans la fraction continue (B), pour avoir unc expres-
sion convergente qui représente J(z) tant que la partic réelle de = est
positive. '

La fraction continue change de signe avec = comme I'intégrale deBinet,
dont elle est une transformation identique ; mais, lorsqu’on change ainsi le
signe de z, ces expressions donnent — J(z), mais pas J (— z); 'axe imagi-
naire est une coupure, aussi bien pour I'intégrale que pour la fraction con-
tinue.

Le calcul des ay est trés pénible; on trouve

__ 2809 1003860

3
ay=12 ay= > a;= a,= —~ ;= —a—>
! ’ : s ’ *= 2340’ 7 1218947

(S]]

lOO
Wl

la loi de ces nombres parait extrémement compliquée.

65. Nous terminons ici cette étude de I'intégrale

f‘dwu)
0 S+ u
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par ’énoncé des propositions suivantes, dont la démonstration se déduit
aisément des formules que nous donnerons plus loin (n* 76, 77, 78).
L. Silintégrale
“dd(uw)

0 S u

donne une fraction continue convergente, on aura de méme une frac-
lion conlinue convergente pour

+'f°° dy(u).
° S - U

w élant une constante positive, excepté dans un cas singulier. Ce cas
singulier se présente lorsque la distribution de masse caractérisée par ¢ ()
est identique a celle donnée par une fonction ®,(u)

(vi> 0:)

a laquelle on aurait enlevé la masse v, concentrée a I'origine.
II. Silintégrale

nigR

" dy(uy

0 s+ Uu

donne une fraction continue convergente, I’intégrale
f‘" udd(u)
, S+u

donnera ausst une fraction continue convergente, exceplé dans un cas
singulier.
Le cas singulier exceptionnel est le méme que pour la proposition (I).

III. Silintégrale
" dd(u)
fo 5+

donne une fraction continue convergente, l’intégrale

dd(u—1R) ,
Joo o s+u
ot '\ est une constanle positive, donnera ausst une fraction conlinue
convergenle, exceplé dans un cas singulier.
Ce cas singulier a lieu lorsque la distribution de masse caractérisée par
Fac. de T. — VIIL J.16
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L (u) est celle-ci
(P"iy )~i"“)~x) (t.:.l,Z, 3,‘...),

c’est-a-dire si cette distribution s’obtient en rapprochant de la quantité %,,

de l'origine, les masses d'une distribution (u;, A;) provenant d’unc fonc-
tion ®(u)

1)(:'2 _ i ,
qg(3) Z 1
1
(4 suivre.)
ERRATA.

Page J.85, ligne 11, en descendant, aprés «de ®(u)» ajouter «et de toutes les fonctions 3, (u)».
Page J.86, ligne 11, en descendant, aprés «de ¢ (u)» ajouter « et de toutes les fonctions v, () ».



