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ANNALES

DE LA

FACULTE DES SCIENCES DE TOULOUSE.

RECHERCHES

STR

'LES FRACTIONS CONTINUES

[SviTE ET FIN (1)],

PAR M. T.-J. STIELTIES,
Professeur a la Faculté des Sciences de Toulouse.

CHAPITRE IX.

ETUDE DE TROIS CAS PARTICULIERS. SUR LE PROBLEME DES MOMENTS
DANS LE CAS INDETERMINE.

66. Le résultat auquel nous sommes arrivé dans le n® 47 est parfaite-
ment général et embrasse tous les cas possibles. Cependant, il peut arriver
que la fonction ® () prenne une forme particuliére : c’est ce qui arrive déja
dans le cas ou la fraction continue est oscillante. Nous allons étudier ici
quelques nouveaux cas de ce genre. '

Supposons z = z réel positif; dans quels cas P,,(z) et Q,,(x) tendent-
ils vers une limite finie pour n = «? Puisque

Quu(z) =)+ z +...+ ¥, z",
Yho=—1,
n
. vb,:Z(a,-e— Az~ .. Aopmy ) Asjy
" .

(1) Voir tome VIII, p. J.1.
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il faut certainement que v, reste fini : la série
G :z(at-i— Ay~ .o o= Aafmy ) Ao

doit étre convergente. Mais cette condition nécessaire est aussi suffisante,
car, puisque les racines de Q,,(z) = o sont réelles et négatives, on a

1Y
Qur(z) < <I; 1 ;z$> < < o2,

La série ¢ étant convergente, il s’ensuit que la série
Se
-
est aussi convergente. Quant 4 la série

@
2 QAofe—1
1

elle peut étre aussi bien convergente que divergente.
Mais, dans le premier cas, on retombe sur le cas déja examiné, ou aussi

Pori1(z), Qapii(2)

restent finis. Nous aurons un cas nouveau en supposant :
1° La série '

®

2 [£2.5 251

1
est divergenle;
20 La série

2(a1+a3+---+aek-1)a2k

est convergendle.
Par des raisonnements absolument analogues 4 ceux developpes dans le
Chapitre I'V, on arrivera aux conclusions suivantes.
Dans tout le plan on a
limP,,(s5)=2@(s3),
lim Q,,(3) =2(3),

£(z) et (z) étant des fonctions holomorphes. Ces fonctions sont du genre
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zéro et n'ont que des zéros simples, qui sont réels négatifs. On a par

exemple
0= 2) (- 2) (= 2)

ou «, est limite de la k™€ racine de

Q2IL ("_ :) =0,
pour n = .
La fraction continue converge vers

P(z) N vk
9(s) _; z+ 0(/.-,

et la distribution (v, o) est la solution du probléme des moments qui est
déterminé et n’en admet point d’autres. Puisque

Qsn1(53) _a35Q0(3) + @35 Qu(5) 4.4 Aapiy 5 an(z)’
A+ A3+ ...+ Qopsq A+ Az +. ..~ Qapig

et que Q,,(z) tend vers 9(z) tandis que la série

21 Qo f—y

1

est divergente, on voit facilement que

: Qsn41(5) — . 7 -
3}_}2 @+ Qg o Bapy R(=),
de méme
lim Pensi(2) =5 ®(z).

n=e @ G ..o Qanay

Ainsi se vérifie donc la convergence de la fraction continue, puisqu’on a
aussi

Jod G’z
fi R (2) _ 2(s

).
n=w an-b—l(z) - %( )

67. Voyons maintenant dans quel cas P,,.,(2) et Q.,.,(x) tendent
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vers des limites finies. Puisque

Popi(z) =S+ C12+...+ 2,27,
So=1,
n

e, = E 7% < 0 S A 1< Y

1

il faut certainement que la série

6’—2(a +a,4+...+a
= 2 s ... 2k) Balirr

1

soit convergente. Mais cette condition est aussi suffisante.
La convergence de ¢’ entraine celle de

L

E A+ 5

0
uant a la série

©

2 ] Qaoks

1

elle peut étre convergente ou divergente; mais, dans le premier cas, on
retombe sur un cas déja étudié.

En supposant au contraire :

1° La série

est divergente; -
2° La série

«

Z (ay+a,+...+ ) Aapsy
1
est convergenle.

On a un cas particulier nouveau, qui conduit aux résultats suivants.
Dans tout le plan on a
lim Pzrz«l—i(;) = (fl(s)’

. lim Q2n+1(3) = Ql(s),

2,(z) et 2,(=) étant holomorphes dans tout le plan.
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Ces fonctions sont du genre zéro et n’ont que des zéros simples qui sont
réels négatifs. On a par exemple

b= £) (o £) ()

ou B, est la limite de la ki¢»¢ racine de

Qion+1(—3):15=0,
pour n = .
La fraction continue tend vers

)
-
-

u
-

oy Y
0, + 03
Z-*"ﬁl 5+52

-+

NS

+..,

et la distribution (&, B) (8, = o) estla solution du probléme des moments.
On a ensuite

lim Pen(2) = ®,(3),
a2+ av,—l-._. .+a2,,
lim—2n(5) o (o),

QG+ ay .. -+ Aoy
ce qui met en évidence la convergence de la fraction continue.

68. Je reprends les formules dun®2, mais pour ordonner maintenant les
polynomes P,, Q, suivant des puissances descendantes de la variable

Po(s) =51+ az 4+ a/ 572+...) X @sa5. .. s,
Qon(s)=2z" (1+B37 7 +B'572+...) X a1a,... Gy,
Py (5)=3" (1+y37 '+ 9573 +...) X @205 .. Gonys

Qonr1(35) =311+ 05714+ 8372 +...) X @,Qs . . . Qyns13
on aura, en introduisant les &y,

oa=b,+ b3+'. vt bypeys
B=>bi+by+...+ bypy,
YT=bs+ bs+.. .4 bypy
0==by—+ by+...=+ byp.
Fac.de T. — IX ‘ A.2
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Posons aussi ¢z =1, puis

Upp=14+at+a't2+. ..+ alr= -1,

Vor=1+ Bt + /24 ...+ Bir=tiyn,
Usng =1+ yt+ Y+ + yln=tgn,
Vopsy =14 08+ &' 2. ..+ d(r=1)¢gr;

on aura
p'.’.u (:')

an(z)

%’ Pypri(3)
Ven Qzny (3)

U2n+i
>

:bot :bot

V2n+1

et il est clair que les U, : V,, sont les réduites de la fraction continue

en sorte qu’on a
Unry=Ur+ 6,t0,_,,

Vs =Vat bt Vo,

En supposant donc d’abord ¢ positif, les U, et V,, vont en augmentant.
Pourqu’ilstendent versdes limites finies, il faut évidemment que les quantités
«, B, v, ¢ restent finies. Cette condition revient évidemment & celle-ci: la
série

)

e

doit étre concergente. Ensuite on reconnait facilement que cette condition
nécessaire est aussi suffisante, et qu’elle conduit a cette conséquence : pour
toute valeur réelle ou imaginaire de ¢, on a

IimU,=u(¢),
limV,= ¢(¢),

u(t) et o(2) étant deux fonctions holomorphes.
On a donc

I
TN
A ]
\—/

P'Z'l(
Q:n(

Pﬁn-‘-‘l(s) — 1

) — lim Do (3) _ 1

) Q:rs1(3) 7 ay: v(

u

lim

|

13

AN
N’
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La fraction continue est donc convergente, et en effet il est clair que la
série
-
2
1
doit étre divergente, puisque nous supposons que la série

©

2z
" A Aoy

est conoergenle.

69. Posons n=2m oun=2m—+1 selon que n est pair ou impair, on aura
Vo= (14 2:8) (14 2,58) ... (1+ 2 t),

Ol NOuS SUPpPOSErons
Xy > Xy > T3> .. > Xy

ce sont la les racines de
Qzn(—3)=0 ou de Q:r+1(—3)iz=0,

rangées par ordre décroissant. Lorsque n croit, une racine z, de rang
déterminé k croit aussi, et elle tend pour » = <o vers une limite déterminée.
Et, en effet, elle ne saurait croitre indéfiniment puisque la somme de toutes
les racines reste finie.

Si nous posons
limz,=ry,

r=cw
on aura
Nm>ra>ry>r>...,

et deux r; ne peuvent pas étre égaux (voir le raisonnement du n° 20). La
série

Zrk

: 1
est convergente et I'on a

e()=(+rt)(1+ret) (14 rgt)....
Considérons la décomposition en fractions simples

Iy I, I ,,
+. i+ —
1-+2,¢ I+ 2t , 1=+,

'V'—n =Cn+



A.12 T.<J. STIELTJES.
ou C, = o lorsque n est pair, C,,,., > o0
Co+ M+ I y...+ M, =1,

U,, _ i:)llkxkt.

- =1
V,,_ 1+ z;¢

Pour n = o, la constante positive o, tend vers une limite s, et I'on dé-
montre aisément, en passant a la limite pour n = ,

u(t) - Z riSit
- L+ rpt’

ou encore

u(t) ...\ Sk
bl L 2 Si+ 2 —E
V(t) . A . I+l'k[,

“en sorte qu'il vient finalement

41 Z Sk
Qn( ) a.s a, 34T

On voit donc qu'il y a une masse égale a

h
(1= )sa
\ 1 /

concentrée a I'origine; on a donc nécessairement

@® @«
<,_Esk>;a,=lzgae,,-,.
1

1

Cette masse sera nulle ou positive selon que la série

®
2 A2k—1
1

est divergente ou convergente. Il est & remarquer que ce second cas est en
effet possible; il exige seulement que les a, croissent rapidement afin que
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la série

Do
: (2232925

puisse étre convergente.
. . S N . .
Ensuite il v a les masses £ concentrées aux points r;, qui pour k = << se
a, ’

rapprochent indéfiniment de l'origine, la série

<

S

1

étant convergente. On voit donc que la fonction

. Pu(3)
F(z)=1lim
() =lm G
a une infinité de podles dans le voisinage de z = o, et ce point = = o peut
étre un pole ou non selon les cas.

70. L'une des premiéres fractions continues que ’on ait considérée en

Analyse fournit un exemple du cas que nous venons d’étudier. C’est la
fraction continue de Lambert

e: — e—: -
e+ e~ 5?

1 1 .
= -~ ®
1 eV —e ﬁ_z S 3z
vz = —d T ks i
eire VF 1 =+ 1
3+
|
55+

0 __o

re=14:(2k—1)7?,
8

$;=8:(2k —1)?w%
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On aici
a,=2k—1,

‘. 1 : A . e
et la série z est bien convergente; en méme temps la série
: Ay

E Q2k—1

1

est divergente, il n’y a point de masse concentrée a 'originc. Ensuite on a
T,
u(t) = —(eVt—e-Vt),
2/t
o(t)= = 1 :
()= 5 (evi4evi).

Des formules que nous donnerons plus loin (n° 76 ) permettent de réduire

en fraction continue

1
4o —

wiE

LN}

Q |
Wl W=
|
®
o e I

+
o

w étant une constante positive. On aurait ainsi un exemple du cas oul'ori-
gine est un pole; il s’y trouve concentrée la masse .

71. Nous allons revenir maintenant au cas ou la série

Zak

1

est convergente, pour faire une étude plus compléte du probléme des mo-

ments qui est indéterminé.
Soit ¢ un parametre positif; je considére la fraction continue

a5+
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qui est évidemment égale a

P, (5) + tPypiq(5) .
Q2r(3) + £ Q22414(5)

En développant suivant les puissances descendantes de z, on a évidemment

C [ [+ g
D - —— L,

= 32 zn+ zin+2
z étant le premier coefficient qui dépend de ¢. Posons

K (5)=Q:2(3) + tQuri1 (5) = [a13,ay ... asp4y 5, ],

les racines de
HK(z)=o0

seront réelles, inégales et négatives; en effet, 9¢,(3) est simplement ce que
devient Q,,..(5) pour @.,., = ¢. Comparons maintenant les racines de

Ha(s)=o acellesde H,.(5)=o.
On a

Kori(3)=[a15, @3, - . ., B2n1 5, Bonrss Bans3sy L)
Or, il est facile de voir que si I'on pose
Asp42 = O, Aspp3 =0,
le second membre se réduit a %,(z). Les racines de
HKpri(5) =0

sont au nombre de n + 2; si maintenant on fait décroitre @. ., @sp.s de
lenrs valeurs actuelles jusqu’a zéro, ces racines ne peuvent que décroitre,
d’aprés la proposition du n°® 6. Une de ces racines deviendra — oz, les
autres vont coincider avec les racines de

K, (3) =o.

Ce résultat peut s’exprimer ainsi : si 'on range par ordre de grandeur
croissante les racines positives de

Z)(‘,,(—:):o, Ty < T < T3y oo < Tnats

une racine de rang déterminé x, décroit lorsqu’on change nen n + 1.
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Pourn =>xona

Hm&,(5) =¢q(3) + t7.(3),

x; tend vers une limite finie £, et

ﬁn+4mu>=<v+g)(p+§)<h+§>uu

En effet, on peut répéter tous les raisonnements des n° 19 et 21. Il est clair
que les %, vont en croissant, mais peut-il arriver que %, = %, ? Le raison-
nement du n° 20 ne peut pas s’appliquer ici; mais on peut procéder ainsi.
Sil'on avait &; = %4..,, on aurait, pour une méme valeur finie ct réclle de =,

g(s) +tg:(s) =o,
' g'(s)+tgi(5)=o,
donc
g(3)q1(3) — q:1(5)¢'(5)=o.
I’expression
Q2 (5) Qaaes (5) — Qanat (5) Q2 ()

devrait donc s’annuler pour #» ==, ce qui est manifestement impossible
puisqu’elle est égale a

n
221 Q3(5).
L]

La transformation que nous venons d’indiquer résulte de l'identité bien
connue

Qﬂn ( ")Qen-ﬂ ( :) — Qﬂn(z) Q2n+l (Il)

S— U

= Za2k+1sz(3)Qeﬁ-<l‘)-
[}
On a donc bien &, < ;...

Les nombres £, sont des fonctions décroissantes du parameétre {; en
effet & est la limite de «; qui, elle, est une fonction décroissante de z. Nous

avons
() =) (E)
9:(5)=03<I—i—g—1> (x-—ei> <H—5;‘3>..,.,
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-«
c = Ea,k_ I
1

Pour ¢ = o, &, devient égal 4 A, et ’on a ainsi
2Q-/“ ; ;\L"
Pour ¢ = =, on doit évidemment avoir

. 1
limeg, = 2’ iy = Oy

donc .
£k 2051y

et O, est compris entre A; et A, .
En définitive, si I’on considére les quantltes croissantes

0, A4y Bys oy Oy A3y Gy - - -,
on voit que les &, sont compris dans les intervalles
(P) (0, %4)s (s Da)s (B2 2y -5
on n’en trouve aucun dans les intervalles
Q) ] .(7.,,9,), (Rey 62)y (335 93)s - - - |
On trouvera facilement

p(s)+1tpi(3) S T
g(z) +1g,(3) . 54

et la distribution des masses
(nk:Ek)9 (/\‘ZI, 2, 3;)

est encore une solution du probléme des moments, dépendante cette fois
du parameétre . ‘
Fac. de T. — IX. A3
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. * . e 3 -
72. La considération de la fraction continue

P,,—1(5) + t5P,,(5) _ 1
Q2ny (3) +t5Q54(3) _a - R
e (229 +.. 1
1

az,;'r‘t__

conduit a des résultats analogues, que nous nous contenterons d’énoncer

71(5)f—!5q(z)=[c+t]s<x+£i,‘> <|+-§-) (H- %),

pu(s) = tsp(s) _ My | Nk
@) +25q(z) +;
Onaicif,=oet

3,.<F
6 S 85 S 6

Les %, sont encore des fonctions décroissantes de ¢; pour = o, &, = 0,;
pour ¢ =, & =}y, les vj; sont positifs, y, =1 : ¢ + ¢ s’annule pour ¢ = .
La distribution des masses '

(M 5) ¢ (k=o,1,2,3,...)

donne encore une solution du probléme des moments; cette fois-ci, les &
sont dans les intervalles

(7‘17 91)1 ()-2’ 62), ()~37 93)'

On voit donc que le probléme des moments a toujours une solution dans
laquelle il y a une concentration de masse finie en un point donné arbi-
trairement. En effet, les résultats précédents font connaitre toujours une
solution tant que le point donné n’est pas a I'origine. Dans ce dernier cas,
nous avons une infinité de solutions par les systémes

(V4> O1) et (% E.ll.);

le premier systéme donne la masse maxima qui peut étre concentrée a I’ori-
gine
1

Vo — .
o c+t

>N, =

[N I

73. Nous allons montrer maintenant qu'un systéme tel que

(n/ca EI‘)
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est celui ol la masse v, concentrée au point £, est un maximum. De méme
dans le systéme (7, ), la masse v, concentrée au point £, est un maxi-
mum pour k =1, 2, 3, .... Nous venons de remarquer que cela n’est plus
vrai pour & = o, le systéme (v, §,) donnant alors la concentration maxima
a l'origine. :
Soit @ un nombre positif quelconque; pour chercher une limite supé-
rieure de la masse qui peutétre concentrée dans ce point dans une solution
quelconque du probléme des moments, je vais considérer les intégrales

fw [1+X(u—a)y+ X (u—a)y+...+=X,(e—a) P di(u),

f [I-i—X,(u-—a)-‘r—X.z(u—a)*-i—...—t—X,l(u—a)"]ﬁgcl;p(u).
0

Ces intégrales ne changent point de valeur si I'on remplace la fonction
$(u), qui caractérise une distribution de masse qui satisfait au probléme
des moments, par une autre fonction de méme nature. On peut donc sup-
poser que la fonction ¢ (u) caractérise la distribution qui, au point a, ad-
met la plus grande concentration de masse possible. D’autre part, ces
intégrales ont pour u = c un élément égal a cette massc concentrée au
point a.. Les intégrales sont donc des limites supérieures du maximum
cherché. Pour avoir les limites les plus proches possibles, nous allons cal-
culer le minimum de ces intégrales considérées comme des fonctionsde X,,
Xs, ..., X,, et ensuite nous poserons n = .

Posons, dans le cas de la premiére intégrale,

L=1+X,(¢—a)+...+ X, (¢« —a);

les conditions du minimum sont

f‘{(u—a)"dup(u)zo (k=1,2,...,n)
ou

/w L(u—ea)utdb(u)y=0 [(k=o,1,2,...,(n—1)]

[
On en conclut facilement

(v—a)L=aQunsi(—u) + BQsn(— u),
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' . J ¥y
et, pour déterminer les constantes « et §,

o= aQ2n+1 ('_ a) + (5 Q?.n (— (Z),
—1= Qs (— &) + BQia(— a).

Soit, pour abréger,
A= an(_ a) Q;/x+1 (_' a) - ana l(- a) Q;n(_' a);

on aura

L= Qe (— ) Qanir (— @) — Qupuy (—u)Qe(—a)
(e—a)A

ou

L= 3 X @t Quel— ) Qui(— ).
La valeur du minimum est
[ eavw=["tavw=5 DawaQui—a) [ Qui=wdw;

dans le second membre tous les termes s’annulent, excepté celui qui ré-
pond a &£ = o; le minimum se trouve ainsi égal &

1 = 1
Ka‘fo‘ dd(u)= A’
et, puisque £ =1 pour u = q,
-
A =z @s41 Qi s (— a)-
[
En faisant croitre » indéfiniment, on obtient donc, comme une limite
supérieure de la masse pouvant étre concentrée au point a, ’expression
1:lg(=a)gi(—a)—qi(—a)g(—a)l

Soit A, ce que devient A lorsqu’on remplace ¢; par ¢.,; le minimum de
la seconde intégrale sera
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Or, par ce changement de ¢, en ¢y,

Qyrey devient (a4 @s+. .. Gopiy ) Goisos

.(5) devient - Qui (7) :
Q2 (5) (a|+a3+..-+aak+1)"

comme on le verra plus loin n° 77.
On a donc

2 P [sz-.-: (= a)]

et T'on voit facilement que

aA, A+ = Qzu+1(‘— d) an-o-z(—a)

En faisant croitre n indéfiniment, on en déduit cette limite supérieure
de la masse pouvant étre concentrée au point a

g @i —a-ag—a) + Je—aa-a).
Or, lorsque a est dans I'un des intervalles
(O! )‘1): (617 )\2), (6'2’13)’ ey

le produit ¢(— a) ¢,( — a) est négatif; on adoptera donc comme limite
supérieure
1:[g9(—a)gi(—a)—qi(—a)g(—a)];

mais, si a est dans I'un des intervalles

‘ ()-1’ 61)9 ()‘27 92)’ ()‘3’ 93)’ sy

g(—a)g,(— a) est positif; la limite supérieure la moins élevée sera
v anca —n-ag-a+ fe—an-a).

74. Il est trés facile maintenant de voir que les systémes

(n/." Ek) et (n;ﬂ sl)

sont ceux qui possédent les concentrations maxima aux points &, £;. En
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effet, si a est dans des intervalles

(0’ )‘1), (9177‘2)y (92’)~3)9 MR ]

on aura @ = &, pour une valeur convenable de ¢. Cette valeur de ¢ se déter-
minera par la condition

g(—a)+ g (—a)=o0;
elle est positive. La valeur correspondante de v est

p(—a) +tpi(—a) ,
g (—a)+tg (—a)

et un calcul facile montre que cette valeur est précisément égale a
1:[g(—a)gi(—a)—gi(—a)g'(—=a)],

qui est la limite supérieure obtenue plus haut. Si, en second lieu, a est
dans un des intervalles

Goas 81 s 62)0 (3gy Ba)s vees
on aura a = £, en déterminant ¢ par la condition
g:(—a)—atg(—a)=o,
et la valeur correspondante de v, est

Pi(—a)l—alp(—a) ,
g1 (—a)—atg'(—a) +tg(— a)

ce qui est égal a la limite supérieure
v [g(— g (- Dn—ag(— o+ Lo(—aq—a).

75. Considérons une distribution dans laquelle la masse p. concentrée
au point @ est maxima. Supprimons cette masse u; je dis que le nouveau
systéme qui reste aprés cette suppression est un systéme déterminé. En
" effet, s’il était indéterminé, on pourrait toujours trouver un systéme équi-
valent ayant en a une concentration de masse finie. En rétablissant ., on
aurait donc en @ une concentration de masse supérieure a &, ce qui est im-
possible. On voit aussi qu’iln’y a pas deux distributions différentes qui

donnent le maximum de masse dans un point donné.
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Nous avons vu que le systéme

(V/;) 6/:)!

correspondant a la limite £ ‘E 5 est celui ou la masse v, concentrée a I'o-
'RE

rigine est maxima. On peut caractériser d’une facon analogue la distri-
bution
([u'/.': l"/.')

correspondant a la limite z E ;, en disant que c’est la distribution pour

laquelle l'intervalle (o, 4,), qui ne contient point de masse, est le plus
grand possible. On peut dire aussi que c’est la distribution pour laquelle
le moment d’ordre — 1

'!:

13

2

est minimum. Cela se déduit aisément de certaines formules que nous don-
nerons plus loin (n° 77, 78). Si I'on a plusieurs solutions du probléme des
moments, on peut en déduire une nouvelle en multipliant ces solutions par
des facteurs positifs dont la somme est 1, et en les superposant ensuite. En
partant des solutions

\l

ke

(e &)y (M &r)

qui dépendent du paramétre ¢, on pourra obtenir ainsi des solutions dans
lesquelles la masse est répandue d’une maniére continue sur I'axe. Nous
croyons inutile d’écrire les formules explicites qui renferment évidemment
des intégrales.
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CHAPITRE X.
SUR QUELQUES TRANSFORMATIONS DE LA FRACTION CONTINUE.

76. Supposons qu’a une distribution de masse donnant les moments
Cos " C15 Cay -vvy Cpy

on ajoute une masse y. concentrée a I'origine. Il est clair que ¢, se changera
en ¢, + i; les autres moments ne changent pas. Pour voir ce que devient
la fraction continue aprés cette modification, il suffit de se reporter aux
formules des n° 11 et 12. On voit alors que le déterminant A, devient
An+ 1C,,, les déterminants B,, C, ne changent pas. Il s’ensuit que

A?
. % =58,
deviendra
' (An+pChl))? — A - Crz—-1>2,
B.B.—.  B.B.\ « "TA, )’
or
Coy =a+as+...+a ;
An -_—Gy T U .. 2n~19

donc a,, se changera en
[14+p(a+ as+...+ @spy) ]2 @2n = ay,.
Ensuite, on voit par un calcul analogue que a,,., devient
opr (1 (@4 Q4o o+ Qo )] X [1+ p (@ + Gy . o Gope)] = @iy
Ces relations, on i)eut les écrire aussi

1 I

=M -+ ’
A+ Ay oo Qg # Gy A3+ . .+ Togay

(@) +ay+.. ..+ @) @y = (@ + Gy 4+ o o+ Bogy)® Ao
Sous cette forme, elles sont presque évidentes, puisque

2
k—1

(@4 as ...+ @opy)® Qo = BiBy—, |
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Si le probléme des moments est indéterminé dans le cas des données
Cosy €1y Coy C3y ooy
il sera évidemment aussi indéterminé dans le cas des moments
Co=My Ci5 Cy C3p -one

Mais, si I'on est d’abord dans le cas déterminé, pourra-t-il arriver qu’on
soit dans le cas indéterminé aprés avoir ajouté la masse w 4 l'origine?
Nous avons déja annoncé (n° 65) que cela ne peut arriver que dans un cas
exceptionnel.

En effet, on suppose la série

S «

1
divergente et les séries

L

’ ’
2 Qo femts E, Qs
i

1

convergentes 'une et 'autre. La premiére série est toujours convergente
mais, pour que '

o«

’
E ay,
1

soit convergente, il faut et il suffit que

2 (a1+as+...4 agy1) A
- ,

soit convergente. Il s’ensuit que la série

@

2

1
est convergente aussi; donc

@
E . (227 281
1

sera divergente, tandis que

Z (@14 az+. ..+ Gopy) Aoz
1

Fac. de T. — IX. A[;
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sera convergente évidemment. On est donc dans le cas particulier étudié
au n° 66, et la solution du probléme des moments est donnée par le sys-
téme
’ (Yas %) (k=1,2,3,...).
Mais, en ajoutant la masse i a l’origine, on obtient un systéme indéter-
miné. Mais je dis que la solution formée par les masses et (Y4, ;) estla
solution qui donne la plus grande concentration & l’origine et est, par con-
'séquent, du type
(vas 02) (6°=o, Vo= 1).
En effet, il y aurait autrement une solution avec une masse g + p’ a I'o-
rigine, et, en Otant la masse p, on aurait un systéme équivalent au systéme
(¥x, @x), mais qui ne serait pas identique avec ce systéme déterminé, ce qui
est impossible.

77. Supposons maintenant que I'on remplace ¢, par ¢;.,. De chaque so-
lution (m;, ;) du probléme des moments (c,, ¢,, C., ...) on déduira évi-
demment la solution (m;z;, z;) pour le cas des moments (c,, ¢,, 5, . .).
Ainsi, si 'on est d’abord dans le cas indéterminé, on restera toujours dans
ce cas indéterminé. Mais nous avons annoncé déja (n* 65) que, lorsqu’on
est d’abord dans le cas déterminé, il pourra arriver, dans ur cas excep-
tionnel, que le second probléme soit indétermine.

C’est ce qu'on déduira sans difficulté des formules que nous allons
donner.

Il est clair que, par le changement de c;en ¢4, A, deviendra B,, B, de-
viendra C,. ‘

Donc, si a; se change en a, on aura

, B2 .
Ayp = e = apir (@ + Q3. . o Qopmy) (B + G+ . G2pry ),
Tl |
, Ci.. .
Qop—1 = Ené : X =a (@ + a3+ . .4 A1)’
e

Ensuite, on voit facilement que Q.,(z) devient
Q?n+1(z) .
zQ’le*-' (0’)
Voici maintenant les formules pour la transformation inverse. En ré-

duisant la série
Cy Cs

:
= 3
33 3

o3
lllﬁ
Y1K-3

+
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en fraction continue

a‘z-.—
I
a, + —
ay s+
I
on aura
1
’
a —>
! m
4 — .
Aons1 =0 (M —ay— Q. —...— Qopp) (M — Ay —a, —...— @5,),
’ 3
Ayp = Qapy(M—as—a,—...— Qyp—s).

78. En dernier lieu étudions I'effet d’une translation sur un systéme de
masses. Cela revient a développer, suivant les puissances descendantes
de z, I'expression

Co ¢ + Ce
s4+X2  (s542A)t  (z4+AP

En supposant qu’on obtienne

KN
|
b:&'nﬁ‘
+
3] I o,
A %Y
|

-

on aura

ﬂé—:—f-)- A2Cpog+. ..+ Mg,

, k
Cr=Cr—+ _l- )\C/,-_i-i'-

Un calcul facile montre qu’en remplacant ¢, par c; le déterminant A,
ne change point, le déterminant B, devient B, Q,,(}), d’ou I'on déduit

@opiy = A2n41Q3, (),

@y =zt Qan—s (R) Qan(2).

Si A > o, un systéme indéterminé restera toujours indéterminé, mais un
systéme déterminé peut se changer en systéme indéterminé dans un cas
singulier, comme cela a été déja énoncé au n° 65.
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" CHAPITRE XI.

EXEMPLES PARTICULIERS.

79. Je vais donner maintenant quelques exemples : dans tous les cas la
fraction continue sera convergente.
, } ) ] ) e
Pourabréger, je supprime toujours les artifices qu'il faut employer pour
obtenir la transformation de I'intégrale définie en fraction continue.
Soit A un paramétre positif, je considére d’abord la fraction continue

I

F(z )= -
5+ ——
I -+
e 2
- 22
h 3x
T+
35 +.
On a ici
i W=t
Aspgy = 17,’ azl:“—'T;

I'une des deux séries

. .
2 Qofr1s El 2252
0

1

sera donc toujours divergente, et pour A = 1 elles le sont toutes les deux;
la fraction continue est toujours convergente. Mais il y a lieu de distinguer
lescas A <<1, A >1. Lorsque A<<r1,0na

=T py e
F(z )= Z s+n(1—12)
1

f"d(l)(u)
o S+ u

se réduit ainsi & une série; il y a sur I’axe une infinité de points matériels

L’intégrale

[ =M)2=1 n(1—2)].
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Pour A>1,0na

| -

F‘z’“zg1~[s+<n—x><x—x>]'

L’intégrale définie se décompose encore en série; la distribution de

masse est
[)\;I» (n—l)(l-—l)].

On voit que, lorsque A différe infiniment peu de I'unité, les masses sont
infiniment petites et infiniment rapprochées. Pour A =1, on a une distri-
bution continue de masse, car on retrouve alors la fraction continue de

Laguerre :
F(z,l)zf e“du.
0

S+ u

La distribution de masse doit étre regardée comme variant d’une fagon
continue avec A.
On a encore cette expression analytique

(T (1—1)e=®

F(S, ))= —eh__MT:j dll,
o

d’ou ’on déduit en effet, lorsque A < 1,

<] = ) - A S R (1=\)u ) n—1 — o (1—')\)7.”'_1
F(nl)—‘/o‘ (1—2%)e ;e- . =tdy = ppy el
1
et, lorsque A > 1,

(A—1) 2™
s+ (n—1){A—1)

F(s, 7».)-_—..[5(7\—1)e'~""
[}

L

21— e—(n=3) 0=1)tt Jyy == 2
1

80. On peut rattacher a 'exemple précédent la réduction en fraction
continue de la série

w w? wi
-+ + +...
1+—3  14+2p  1+3p

o(w, p)=1+

considérée par M. Poincar¢ (Les Méthodes nouvelles de la Mécanique
céleste, t. 11, p. 3).
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Si, dans le cas A < 1, on pose

w=1, p.:l;)‘,

il vient

cg(w,p.)::-}—gF(z,l).

Dans le cas A > 1, on posera

et qa(w,p):w—lp-F(z,l).

On obtient ainsi les fractions continues

w
o(w,p) =1+ -
1— W+
1+ o
1—w e — 2B
1+ it 3z
I -
) e ,
o(w, ) = ’
I— w4 ve
O o s
[ — 20
I+ 2e
f— W 3wp
1+

En supposant o <<% <1, elles sont convergentes pour toute valeur

y 3 . : s ) . 1 )
réelle ou imaginaire de i, a I'exception des valeurs u. = — —; On s’assure
facilement qu'il y a encore convergence pour toute autre valeur négative

de p.

81. On peut généraliser I'exemple précédent en introduisant deux nou-
veaux parameétres. Ainsi soit

= 1—A .
F(z,l,a,b):[ (m) e~ dll,

on aura

e—3u ua-—le-bu
F(s1,a,b)= - f
A (u-i—b) F( a) Z4u
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pour A<1,
_ _ . a(a+1)...(a+nr—1) (1 —2)aden .
F(z,2, “’b)—z 1.2.3...n s+ (n+a)(1—1)
0
pour A >1,

F(z, % a,d)= 2

0

a(a-+1)...(a+nrn—1) (Ah—1)21 blr+a)
1.2.3...n s+n(h—1)

H

tandis que la fraction continue est

ma
_ am
°r 1= ———mlb
54 (a+1)m
- 2mde
o (a+42)m
h T 3mb
I+53:zl
. .
ou l’on a posé
‘ 11—
m=r=e

82. Je vais étudier maintenant, au point de vue de leur convergence, les
fractions continues qu’on obtient pour les intégrales

Fi,(s, k)= f cn (u, k)e**du,
()

F.(5, k)= f dn (u, k) e=*du,
: [

(= [ sn (k) ed,
[

F.(3, k) =zf sn?(u, k) e** du.
[}

En substituant pour les fonctions elliptiques leurs développements sui-
vant les puissances de u, on obtient les développements suivant les puis-
sances descendantes de 5. Ces développements sont de la forme
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dans le cas de F, (3, k) et F,(z, k); de la forme

Co ¢y Cs C3
:§ -_ :; :_G —:—s T . e
3 5 5 y-1

dans le cas de F,(z, k) et F, (3, k). Dans tous les cas les coefficients ¢, sont
des polynomes en k & coefficients positifs.
Voici maintenant les fractions continues qui sont de la forme’

1

ou de la forme

-

selon les deux formes du développement suivant les puissances descen-

dantes de z. Dans le cas du second développement les valeurs des a, sont

trés compliquées; mais, en se bornant a considérer les réduites d’ordre

air [voir la forme (I¢) de I'Introduction], on a une fraction continue de
?

la forme .

A

52—{—“1—

M

52+ o —

avec des valeurs simples des A,, a,.
Dansle casde F,(z,k),on a

by=1, bop—y=(2n—1)3 by = (2nK)3,

d’ou
a=1, a,=1,
_[r3...ecrn—0))
Gunt= | o 2n) | B

—[2h(er—2)% e,
@2 —[3.5...(zn—r)] S

Dans le cas de F,(5,k), ona

by=1, bopy=(2n —1)2k2, bon=1(2n)3
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d’ou
I
a =1, ag—_-']?z-’
1.3...(2rn—=1)1]% ,,
a2n+,_[ 2.4...(2n) ] A2y

Dans le casde F,(z, k), on a
=1, IA=(2rn—1)(2r)(2n+1)k,  a,=(2n—1)(1+ K.
Dansle casde F,(z,k),ona
h=2, An=2n(zn-+1)(en+2)k, @, =(20) (1 + K%).

La démonstration de ces formules, au point de vue purement formel, se
trouve dans un Mémoire que j’ai publié dans le tome III de ces Arnales.
J’ai ajouté ici seulement la réduction en fraction continue de F,(z, k).

. 83. Les fractions continues pour F, (3, k), F, (3, k) sont convergentes
pour toute valeur positive de k*. Dés lors elles doivent se mettre sous la

forme
*zd®(u),
A r+u’

mais nous allons voir que cette intégrale définie se réduit encore a une
série. Substituons en effet, aux fonctions elliptiques, leurs développements
en séries périodiques, on trouve sans peine

F,(3, k)= —Kz g+t 2,;‘_*_1)7{ 2?
0 P+ + -
, [ 2K ]
= [1 s
Fz(-',k) - —'K" [2 2 l-i—q:”' R <nﬂ)2],
4 (=
K
. : © 1
(2n+1)g" "2 I
Fi(z, k)= szE Pp——T R [(zn-i-l)fr]g:
i s

l

oo gy 2T nig® 1
F.(5, k)= szLZ [— g s (,”r)z'

Fac. de T. — 1X. A5
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On reconnait ainsi que les fractions continues pour F, (3, k) et F,(z, k)
sont aussi du type que nous avons étudié. C’est ce que nous avons déja vé-
rifié d’une autre facon dans I'Introduction pour F, (s, k).

Mais les réduites des fractions continues pour F, (z, k), F, (3, k) tendent-
elles vers les expressions de ces fonctions que nous venons de donner? Pour
répondre affirmativement, il faudrait savoir qu’on est dans le cas déterminé
du probléme des moments.

84. Supposons k& < 1, ¢ < 1, l'expression de F,(z, k) montre quen
posant

1
g _[(er+1)m72
r)l,,_.m) Pe— T >

le systéme des masses

(mpy x,) (n=o0,1,2,3,...)
est un systéme déterminé. Ensuite le systéme
(MmnZny Zn)
sera aussi déterminé; car, pour qu'il en fiit autrement, il faudrait que la

série

® @
za' —Ea (a;+az+...4+ agpy)?
ep~1 — 2n{ @y 3t ... 2n—1
1 1

soit convergente (voir n°77); or, on constate que la série

L]
E( @285,
1

est déja divergente. |
On en conclut que, M étant une constante quelconque, le systéme des
masses

1
_(2n+1)¢""2 _[r+1)=7? _
m,= —?‘:,}mx_ M, Zp= Y (rn=0,1,2,3,...)

est un systéme déterminé. Or, si 'on prend

2n+1
M>_1_1F9

—— n—o,1,2, ...
2n —+1 1— g2+l ( O )



RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. A.35

on reconnait immédiatement que le systéme

m,

___(2n+1)q”""; z, (2n+1)77*
=7, =|—x—

{— q2n+l

sera aussi déterminé. Cela prouve que la fraction continue pour F,(z, k)
est bien dans le cas déterminé; la limite est bien égale a F,(z, k).
Considérons la fraction continue pour F, (z, k). La série

izz

est convergente (il y a une concentration de masse a I'origine). Si 'on
remplace ¢, par c;.,, on aura (n° 77)

Qan+1

’ 2
Ay > -
2n o2

Qypoy > a5l s,
En changeant de nouveau ¢ en ¢,,,, on aura

. C , .

Aoy =Qa,, ga, -+ Q4. . a,, )3
donc
Alpmy = Ay, Ay > T Qapsey azn

Or la série
2 @snr a-.zm

est manifestement divergente; il en est de méme de la série
2 a;n-l’

ce qui prouve que le systéme des masses

b on 2
m,,:-f—qTM, x,,:('l—ﬂ>
‘1 _+_ q-’b

est un systéme détermiuné. Fn prenant

on reconnait que le systéme

_ n3qn _ nmn 2
M= 1— g+’ =K

est également déterminé, c’est-a-dire la fraction continue e pour F.(5,k)

tend bien vers F, (z, k).
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Nous avons supposé k < 1, mais on voit facilement que

I

>_ k F, (ks, k),

o

k'l

F1 (Z
F, <‘ ’)._k F, (ks, k),
F,,(

>_k2F3(k,..,k),

m-.

F, (z, %) — R*F, (kz, k),
ce qui montre que cette restriction est inutile.

85. Les distributions de masses correspondant aux fonctions F(z, k)
présentent toutes cette particularité que, lorsque & tend vers l'unité, les
masses deviennent infiniment petites, mais aussi infiniment rapprochées.

Pour k=1 on obtient, comme limite, une distribution continue de
masse sur I'axe. Cest le méme phenomene que nous avons rencontré
déja (n° 79).

Il ne semble pas sans intérét d’obtenir directement la distribution cor-
respondant & k=1, comme limite ‘de celle qui correspond & k=1 — ¢,
¢ étant infiniment petit. Faisons le calcul pour F, (z, k). Posons

Tia
_—8 b
log (E)

¢ sera infiniment petit, et I’on aura ¢ = e~° avec une approximation suffi-
sante. Ensuite

o=

S
A
=N
[«7]

|

=~

=
I

)

et la masse ® (u) comprise dans I'intervalle (o, &) sera

14 3 2n41q
—-=-0 -—-0 -— [
Ao\ er e ¢
m\14+e? 1438 777 14 e+ )7

si I'on suppose que 'entier n est déterminé par la condition qu’on doit

avoir sensiblement
_[r+1)r7]?
U= [———2K >
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en sorte que
(2n +1)d =7nVu.

A la limite, ¢ et ¢ tendant vers zéro, on aura

/i 1,

2 e 2
b(u)y== —_dy
(2) T, 1+e* "’

d®(u)= 1_\/—du =
\/;(ein u+e—-5..‘/u>

Fo(s.1)= “5d®u) _ (" zdu [/ 2 \
(5= +u prpyyc) U e
A o mu_ 3T

(4
e 4

A.37

Remarquons que, dans le cas k=1, les fractions continues pour F, (z, k),
F.(3, k), qui sont de la forme (I?), se raménent facilement a la forme (I¢)
ou (I), et I'on reconnait alors qu’elles sont encore convergentes dans

ce cas.

86. Je vais donner maintenant la fraction continue dans quelques cas ot
les moments ¢, s’expriment trés simplement par les polynomes de Ber-

noulli, définis par la relation

e’ —1

e’—1

e =3

en sorte que ¢,(A) = A — 3. On supposera dans ce qui suit 0 < A< 1.

Considérons d’abord la série

o) (M) _es(R) _ es(R)

z6 ] z8

=3 .oy
<

elle donne la fraction continue
b,

2+

ou
b, =1r(1—=12),
n(n—23)(n—14+1)

ban-1= 2(2n—1) ’

_n(n+A)(n+1—4h)
o 2(2n +1)

*
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ou bien

. — o — 2(2n+1)
2n——-n’ 2"+’_(n+7\)(n+1-—7\)

Comme on le voit, la fraction continue est convergente, et elle repré-
sente, tant que la partie réelle de z est positive, l'intégrale

® -
e o udu [e™% 4 e—Tu
4sin? (A%
4 : ( ) A 52 2 - T

o Ty = ’
eneé — g—Tu > eI 4o omATU __ o 005(2/»7.)

qui s’exprime aussi par
1d(s+ A)—Lu( +x—7\)—u( y—d(z+1)],

¢ (z) étant la dérivée de logT'(3).
Une autre expression de cette fraction est celle-ci

" (1) [ 202
2 . 2
fu
\ sh <;>

e—**du,

u __ p—u
oushu= e——-————ze

On trouvera la démonstration de ces formules dans le Quarlerl_y Jour-
nal of Mathematics, vol. XXIV, p. 3703 189o.

Pour A =3, on retrouvera facilement la fraction continue qui nous a
servi-au n° 63.

Considérons en second lieu la série

%) 22(}) () es(})

P 3 z EER]
3 z° 7

elle donne la fraction continue

ni(n—1+2))(n=+1—2%)

bo=1h— b(2rn—1)(2n +1)

) b, =

19|

Les valeurs des a@,,, @,,., sont un peu compliquées, mais on voit encore
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facilement que les séries

z Qsp, 2 a2n+x

sont divergentes I'une et I'autre.
Tant que la partie réelle de z est positive, les réduites tendent vers

® —o2s5du sin(2in)
, S u | e et — 2¢03(24AR)

“Cette limite s’exprime aussi par

9°? .
et par l'intégrale

87. On obtient des formules analogues si 'on considére une nouvelle
suite de polynomes, définis par la relation

.=xo(3)+X1(7~)z+-“+X"(l) 1.2.3...n

2 ed n

es+1

-
~

La série

xe()\)+X2()\)+X6(7‘)+”'

-~

donne la fraction continue

ou
bo==1,  byn==n?  byup=(n+A)(n+1—2).

La fraction continue est convergente, et, puisque
brpy=n(n=+1) + A1 —1),

on voit que (—1)?y.,,(X) est un polynome du degré n a coefficients en-
tiers et positifs en A (1 — A). Ainsi, ce polynome est constamment positif
et croissantde A =0 a A =1.
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La limite de la fraction continue s’exprime ainsi

zdu ert 4 e
45]0(7\ )f [(e'uu_r_e—'"‘) —-4005 ()7’)]

ou encore

/“’ch(gi]-%—j)ue_wduz [L}z<5+l+)\>+¢<f+2-l>

(1o

2 2
o 542 . S41—2
P\ W)

ch (u) = cos(iu)= ﬁ—_'-;e——u

Nous avons posé ici

La série

L ol b

enfin donne la fraction continue

ou

N

1,,—_-,12(“2"‘ +A> (“;Lx),

Gp,=A—At+41(2n—1)%

La limite de la fraction continue s’exprime par

—./;cos(ln')f” :cdu [ er ——e—"'“
o S 4 u? | (eT+ e~ )2 — f cos®(Arw)

ou encore par

sh(A—%4)u o -+ A s42—2
[ 2t [ (52 o (52
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I~
-

on a

d
/'n—l())—- Ln a [ ,en()\)];

par conséquent (— 1)%7.,—,(A) est positif dans intervalle (o, 1), négatif
dans l'intervalle (3, 1).

88. On connait le role que les polynomes de Bernoulli jouent dans la
théorie de la formule sommatoire d’Euler et de Maclaurin. Les polynomes
¥.()) jouent un role analogue dans la formule de Boole (Treatise on diffe-
rential equations, Chap. VI, p. 13; 1859) :

2 (2* ‘)Bl

J(z+h)—f(x [f’(x-'-h)-i-f'(x)]h

’—-(l’%_sig-’[f (@ -+ k) + f7 ()] 1

2(2**—1)B,

(= 1.2.3...(2n)

+ &R,

[f(Zu—i) (x -+ /z) +f(za;a) (x)] h2n—1

han+t

1
R, = —m— f Yan{ &) f22+H) (2 + hu) du,

1.2.3...(2n) ),

( — I)” h2n+1

A= 1.2.3...(2n+2)

4(22 72— 1) Bpuy fO+ ) (2 2 h), 0<E<T.

Fac. de T. — 1X. ] A.

oy
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NOTE.

1. Nous avons vu (nos 68-70) que, lorsque la série
b+ bo+by+. ..

est convergente, la fonction F(z) est égale.au quotient de deux fonctions entiéres de -
t=1.3.

Nous nous proposons actuellement de trouver tous les cas dans lesquels F(s) est une
fonction de ¢ qui est méromorphe dans tout le plan.

Puisque
F(,)_f’d¢(u) _f”td@(u)
VT, Fre ), 1+ut

il est clair que, pour cela, il faut et il suffit que la distribution de masse représentée
par ®(u) se réduise a une concentration de masses

(mi’si) (i=1,2,3,...)
en des points )
L>6>86>8>...>limf,=o,

se rapprochant indéfiniment de l'origine, a laquelle peut s’ajouter encore une masse
finie C placée a I'origine. Les m; sont seulement assujettis a4 la condition que la série

S

1
doit étre convergente.

Nous avons remarqué (n° 48) que, lorsqu'un intervalle (a, b) ne contient point de
masse dans la distribution représentée par ®(u), I'équation

Qu(—3)=0

ne peut jamais avoir deux racines dans cet intervalle : le nombre des racines dans cet
intervalle ne peut étre que o ou 1. Il s’ensuit que, dans le cas actuel, le nombre des
racines plus grandes qu'un nombre quelconque positif  reste toujours fini et ne peut
pas surpasser le nombre fini des nombres

FAN

z z
1 S =32

qui surpassent /.

2. Avant d’aller plus loin, faisons.quelques remarques sur la maniére dont se com-
portent les racines
Ty, Xoy Xy crey T
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de I'équation ;

an(_. z)=o,

et cela dans le cas général. Nous supposons ces racines rangées par ordre de grandeur
décroissante : z, sera la plus grande racine, et z,, «,, ... croissent avec n.

Il peut arriver que z, croit au dela de toute limite, mais alors x,, 3, ..., 2, crois-
sent aussi au dela de toute limite nécessairement.

En effet, supposons d’abord

imz,= oo, limz,= 1,

A étant un nombre fini. Il est clair d’abord que la masse M, correspondant a la racine z,
tendra vers zéro, car

Mz, <g¢.

D’autre part, xs, 2, . .. restent toujours inférieurs a A : on aurait donc
o, (2) = ! M
TR\N ) — a, 1

et

limo,(M) =& (1) = ai
1

La fonction ¢ (u) serait donc constante dans tout I'intervalle (), ®), mais alors aucune
racine de

Qun(—3)=0

ne peut éire plus grande que ). Cette contradiction montre qu'il n’est pas possible que
x, seule croisse au dela de toute limite. Et, de la méme facon, on verra qu'’il est im-
possible qu'un nombre fini de racines croisse au dela de toute limite, en sorte qu'on
aurait
limz,=limz,=... =limz;=c».
limag,.,=).

Nous pouvons donc dire que le nombre des racines qui croissent au dela de toute
limite ne peut étre que o ou co.

Supposons maintenant
limz, =),

) étant un nombre fini. Il peut arriver que z, soit la seule racine qui tende vers X, en
sorte queé
limz,= M <.

Mais nous allons montrer que, lorsque
limz,=),

alors nécessairement z3, z,, Zs, ..., tendent aussi vers ).. Autrement, le nombre des
racines qui tendent vers A ne peut étre que 1 ou co.
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Supposons en effet
imzy,=limz,=...=limz, =),
limxk_,_l: )\’< A

On peut prendre d’abord » assez grand pour que les & plus grandes racines de
an (— z) =0

soient toutes comprises entre )’ et 2. Ensuite on pourra prendre n’ assez grand pour
que les £ plus grandes racines de

Q2n+2/z'(— z)=o

soient comprises entre la plus grande racine de

Qen(—3) =0
et A. Mais il est clair qu’alors les 4 plus grandes racines de
Q:n(—3)=0

seraient toutes comprises dans I'intervalle de deux racines consécutives de

Qznten(—3)=o0.
Or nous savons que cela est impossible, 2 moins qu'on n’ait k=1.
Si z; est la seule racine qui tend vers 1, on aura
Ihmz,= 1<},

et I'on verra de la méme facon que le nombre des racines qui tendent vers 1’ ne peut
étre que 1 ou . Dans le premier cas, on aura

limz, =M<V,

et 'on voit encore que le nombre des racines qui tendent vers 1 ne peut étre que 1
ou o, et ainsi de suite. .

3. Revenons maintenant au cas du n° 1, c’est-a-dire supposons que la fonction @ («)
affecte la forme particuliére que nous avons indiquée. Nous allons montrer qu'on a
alors nécessairement

limb,,.;=lmb,,=o.

Soit, en effet, = un nombre positif aussi petit qu'on voudra. Parmi les nombres

5%, &
Sty =2 33 LR}

il y en a seulement un nombre fini & qui soient plus grands que :. Parmi les racines

de
Qan(—3)=o,

Zy, Ty, ..., X seules peuvent surpasser =, mais z;., est certainement inférieur i
&x+1<:. Ensuite ces racines z,, z,, . .., z; en nombre fini tendent certainement pour
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n = o vers des limites finies. Désignons maintenant par ', Z,, ..., Z,,, les racines
de
Q2u+2(— 5) =0,

on aura
X+ Tyt L = b+ O+ 5 Dapry,s
)+ Tg=+...+ T, =b1+b2+...+b2n_1,
donc
k n
2 () — x,) +}:(.r;.— X)) + Ty = byn+ baney.
1 k41

Or, si I'on se rappelle que les racines z), sont séparées par les racines zy, il est clair
que

n .
Z(x;—‘ Zy) 4+ 2, <,

ka1
car _
n n
’ ) ’ ’ — . -
E (z,—z,)+ E (Lr—Zp) + Xy =Ty < %5
ka1 k=1

et x,— z,,, est positif. D'autre part, la somme
k
Z('T:'_ xr)
1

peut étre rendue aussi petite quon voudra, par exemple inférieure a <, en prenant n
suffisamment grand; il vient donc

by + bypry < 2%,

et les quantités 4, tendent vers zéro.
Ainsi, pour que la fonction F(s) soit méromorphe en ¢ = -, il faut certainement

que b, tende vers zéro.

k. Nous allons montrer maintenant que cette condition est aussi suffisante et que,
toutes les fois quon a
limb,,—,=limb,,= o,

F(z) est bien méromorphe en 5-!.

Pour cela, nous allons faire voir d’abord que ces conditions entrainent cette.consé-
quence :

Le nombre des racines de

Qin(" 3)=o,

qui surpasse un nombre positif quelconque /, ne croit pas au dela de toute limite, mais
reste invariable dés que n surpasse une certaine limite.
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Considérons la suite des fonctions

(1) Qo(z): Q2(5): Qb(:)7 oy Qin(s)y ceey
il s’agit de faire voir que le nombre des racines d’une équation
Q22(3) =0,

qui sont comprises entre — [ et — oo, finit par étre constant. _
Or, ce nombre est égal au nombre des variations perdues, en posant, dans la suite,

Qu(3), Qu(3)y ..wy Q2. (5), .

d’abord 5 =— o, ensuite s =— /. Mais, pour 5=— o0, on n’a que des variations;
tout revient donc a montrer que, pour 5 =—/, la suite (z) n’a qu'un nombre fini de
permanences, c'est-a-dire qu'on ne rencontre que des variations dés que n surpasse
une certaine limite. )

Pour cela, revenons a la relation entre trois fonctions conséculives; on peut I’écrire

bon—y an(:) =(5+ bon—2+ bspny) an—z(z) — bgp—s an—'.(z)-

Posons :
N Qan-z(— l)’
o e " . Q‘zn(_ l)
il viendra .
1 =42 ) by
)‘_n Ti= bzn—l )

D’aprés 'hypothése, on a
limby,_y=limb,,_,=o;

donc, dés que n surpasse un certain nombre v, on aura certainement

l—2by,

2n—2 > 2,

,bzn'—x

parce que le nombre positif / n'est pas nul. Nous supposerons maintenant n > v. On

voit alors que si A,_,<1 certainement }, sera positif et compris entre o et 1, c'est-
a-dire qu’on aura aussi A, <1, et, par suite, tous les nombres

) )‘fu )‘n+17 )‘IL+2$ ..
seront positifs, plus petits que I'unité.
Mais supposons la valeur de X,_; quelconque et calculons la suite des quantités
)\Il—ij kﬂ, )\Ilﬂl"l.‘ )‘n+27 A

Nous distinguons divers cas qui épuisent tous les cas possibles.
L’un des nombres A, est infini, 2,, = oo, alors X,y = 0 <71, et, par conséquent, fous
les nombres :

)\m-l-‘:) )‘m+3) )‘In+57 ...

sont positifs, plus petits que I'unité.
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Si aucuu des nombres %, n’est infini. ils seront tous finis, et ils seront :
Ou bien tous > 1; alors il est évident qu’ils sont aussi tous positifs.
Ou bien on en trouvera un 2,51, et alors nous avons vu que

)‘m+17 Lm+25 )‘m+37 ..

sont tous positifs, plus petits que l'unité.

* Ainsi, dans tous les cas, les nombres ), sont conslamment positifs dés que & sur-
passe une certaire limite. 1l est évident, d’aprés ce qui précéde, que nous avons établi
ainsi la proposition que le nombre des racines de

Q:(—3z)=0o,

qui surpassent un nombre positif quelconque /, ne croit pas au dela de toute limite,
mais reste invariable dés que » surpasse une certaine limite.

5. Il est facile maintenant d’achever la démonstration. La racine x, tendra vers une
limite finie £, et c’est la seule racine qui tend vers cette limite, car le nombre des ra-
cines qui tendent vers %, est 1 ou oo, mais il ne peut étre oc, parce que nous savons que
le nombre des racines qui surpasse un nombre / est fini. Ensuite z, tendra vers une
limite £, << §,, €t ce sera la seule limite qui tend vers %,, et ainsi de suile. Généralement,
on a

) limz;,=%;
et

Ek> Ek+l'

La masse M, correspondante a z, tendra vers une limite m,;20 en diminuant tou-
jours, mais il est facile de voir qu’on ne peut pas avoir n;=o.

En eflet, on voit facilement que, dans ce cas, la fonction ®(x) serait constante a
partir de « =%, < §;, mais alors aucune racine ne surpasserait &, et la racine qui tend
vers £, n’existerait pas. De méme, la masse M. correspondante a z, tendra vers une
limite m, qui n’est pas nulle. En effet, nous savons que M;+ M, dimioue toujours;
cette somme tend donc vers une limite, et il en est donc de méme de M,. On ne peut
pas avoir m,= o, car, alors,il est aisé de voir que la fonction ®(u) serait constante
dans tout l'intervalle (&, §,), et cet intervalle ne pourrait pas renfermer les deux ra-
cines z, et z, qui tendent respectivement vers &, et £,, et ainsi de suite.

11 est clair que ¢, («) tend toujours vers une limite finie pour n = co. et cette limite
est dés lors = @ (u). Et cette fonction ®(«) affecte bien la forme particuliére indiquée
plus haut (n° 1), en sorte que F(%) est une fonction méromorphe de ¢.

Ainsi, pour que F<é> soit une fonction méromorphe dans tout le plan, il faul et

il suffit qu’on ait
: limb,,_,=limb,,=o.



