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Opérateurs hypergéométriques réductibles :
décompositions
et groupes de Galois différentiels*)

KATY Bousser(l)

RESUME. — Nous classons les opérateurs hypergéométriques réductibles
suivant, d’'une part, leurs différentes décompositions dans ’anneau des
opérateurs différentiels et, d’autre part, des conditions paramétriques
obtenues sous forme algorithmique. Cette classification nous permet &
partir des travaux antérieurs de N. Katz sur le cas irréductible de calculer
la partie unipotente du groupe de Galois différentiel grace & des méthodes
de cohomologie galoisienne et des considérations sur les groupes affines.

ABSTRACT.— We classify the reducible hypergeometric operators
according to their different decompositions in the ring of differential ope-
rators in the one hand and to their parametersin the other hand. Starting
from the work of N. Katz on the irreducible case, we derive from this clas-
sification a computation of the unipotent part of the différential Galois
group, based on Galois cohomology methods and on considerations on
affine groups.

Introduction

Cet article comprend deux parties : la premiére est consacrée aux
différentes décompositions a isomorphisme prés d’un opérateur différentiel
hypergéométrique réductible; et la deuxiéme, qui s’appuie sur la premiere,
comporte I’étude du groupe de Galois différentiel de ces opérateurs dans
deux cas significatifs.

(*) Regu le 4 novembre 1993 -
(1) U.R.A. 763 “Problémes diophantiens”, Mathématiques, T. 45-46, 5&me étage,
4 place Jussieu, F-75252 Paris Cedex 05 (France)
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Katy Boussel

Rappelons que pour ¢, p deux entiers > 0, on appelle opérateur hyper-
géométrique l'opérateur :

L:L({“i}iv{”j}ﬁp’q) = (-1)*"2 H (04 pi) — H 0+v;-1)

1=1,...,p 7=1,..,q

ot § = z(d/dz); les p; et les v; étant des nombres complexes.

A la premiére section, nous classons les opérateurs réductibles. Les
opérateurs irréductibles hypergéométriques ont été étudiés et classifiés par
N. Katz [Ka], et aussi par F. Beukers, D. Brownawell et G.Heckmann [BBH].
Le paragraphe 1.1.2 rappelle certains de leurs résultats.

Le théoreme 1.2.1 donne le lien entre le type de décomposition de
Iopérateur et les paramétres. Ceci est complétement régi par les conditions
C(r,m,n) (déf. 1.2.3). Lorsque r = m + n, toutes les décompositions ont
alors la méme “forme”. Les conditions C(r, m,n) dépendent du nombre de
parametres p; et v; vérifiant p; — v; € Z et du signe des différences u; —v;.

Le théoréme 1.2.2 étend au cas réductible “non dégénéré” (c’est-a-
dire sous les conditions C(m + n,m,n)) les critéres d’équivalence du cas
irréductible (théoreme 1.1.2).

Dans cette section, nous obtenons ainsi un “dictionnaire” entre les
conditions paramétriques et les propriétés d’algebre différentielle dans les
cas réductibles.

A la deuxiéme section, nous calculons le groupe de Galois dans deux cas
réductibles “non dégénérés” illustrant bien la méthode algébrique employée
ici. Celle-ci permet en fait de traiter tous les opérateurs hypergéométriques
([Boul] pour le cas général).

Pour simplifier, nous nous limitons au cas confluent ot ¢ # p. Sans perte
de généralité, on peut supposer ¢ > p > 0.

Les groupes de Galois des opérateurs hypergéométriques irréductibles ont
été complétement déterminés par F. Beukers, D. Brownawell et G. Heck-
mann [BBH], par O. Gabber et N. Katz [Ka] dont nous rappellerons les
principaux résultats au paragraphe 2.1.2.

Par des méthodes analytiques, notamment, par le calcul des matrices
de Stokes, et sous la seule hypothése que les paramétres u; sont distincts
deux a deux modulo Z, A. Duval et C. Mitschi [DuMi], généralisant des
travaux de Ramis [MR], ont déterminé le groupe de Galois de tous les
opérateurs hypergéométriques réductibles ou irréductibles avec ¢ = 3 et
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Opérateurs hypergéométriques réductibles

p € {1,2}. C. Mitschi [Mi] a complété cette étude par le calcul d’opérateurs
irréductibles d’ordre 4 et dans quelques cas d’ordre quelconque.

Décrivons maintenant la technique employée dans cette deuxiéme section.

Pour un opérateur @, notons Fy une extension de Picard-Vessiot qui
lui est attachée, Gg le C-espace vectoriel de ses solutions et Gg =
Galgif (Fg/C(2)), son groupe Galois différentiel. Soit I’opérateur hyper-
géométrique “non dégénéré” :

L=PLR=]]PL]] P
i€l J€J
avec P; = 0+ «; — 1 et L, Lie-irréductible (déf. 2.1.3).

On calcule le groupe de Galois de L par des extensions successives. On
note G*°(L) 'image de I’homomorphisme canonique de G, dans

H Aut Vp, x Aut vy, .
t€IUJ

Le groupe G, est ainsi une extension de G*°(L) par le groupe :

G*(L) = Galgify (FL/ I1 7» x FL) ;

1€IUJ

lui-méme extension du groupe :

I{u(L) = Gald_iff (FLFPFR/ H FPi X FL) y
telud

par le groupe :
HY(L) = Galdiﬂ(FL/FpFLFR) .

On montre que, sous les conditions C(m+n, m,n), ces groupes ne dépendent
pas de la décomposition de I’opérateur L.

On obtient G**(L) par des considérations standard sur le compositum
d’extensions de Picard-Vessiot.

Le groupe K“(L) est isomorphe & C si logz appartient & Fp ou a FR,
c’est-a-dire si P’application ¢ — «; n’est pas injective sur I ou sur J, et,
sinon, il est nul.

La partie importante est donc 1’étude du groupe H*(L).
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Le premier cas étudié est celui o » = m (ou de fagon duale r = n).
Nous déterminons d’abord le groupe H%(L) = Galgg(Fpr/FpFL) par les
techniques de cohomologie galoisienne de [Be2], inspirées par la méthode
de Kummer. Le point crucial est ici que L étant Lie-irréductible, le groupe
Galgig(FL, Fp/Fp) opére irréductiblement sur I’espace des solutions de L.
Les résultats obtenus pour le calcul de H%(L) resteraient d’ailleurs valables
tant que cette condition est réalisée et ce, méme si p = q.

A cause de I’hypothése 7 = m, on montre ainsi que le groupe H (L)
est aussi “gros” que possible; par exemple, sous les conditions C(2,2,0)
(qui implique en particulier que L est isomorphe & un produit du type
(6 + @)(8 + o')L = PL avec @ — ¢’ nul ou non entier), le groupe H%(L) est
isomorphe & C2(4-2)

_ Le deuxiéme cas “non dégénéré” étudié est celui ou I'opérateur vérifie les
conditions C(2,1,1), ce qui implique qu’il est isomorphe 4 :

L=PLR=(f+a~ DLl +a —1).

On suppose L Lie-irréductible. Le groupe Gy, est ainsi une extension de
G**(L) par le groupe :

G*(L) = Galgig(FL/FpFyLFR).

Pour déterminer ce dernier groupe, on applique les résultats précédents aux
calculs de H*(PL) et de H*(LR) et on obtient alors G*(L) grace aux
propriétés que l'on a rassemblé dans I’appendice sur les groupes affines : si
les extensions Fpy,Fr et FL,rFp ont une intersection réduite & FpFR, le
groupe G*(L) est le plus “gros” possible sinon, il existe 3 tel que ’opérateur
“tordu” L(6 + B) est isomorphe & son dual et la dimension de G%(L) est
g — 1 ou ¢ — 2 selon que L(f + 3) a un groupe de Galois contenu dans un
groupe symplectique ou orthogonal. Par exemple, si le groupe de Galois de
L contient le groupe SL,_5(C), alors H¥%(L) est isomorphe a C2473.

La section 2 se termine par quelques remarques concernant le cas ol
Iopérateur vérifie les conditions C(m + n,m,n) avec mn > 1 et le cas
“dégénéré” .

-302 -



Opérateurs hypergéométriques réductibles

1. Classification paramétriques
des opérateurs hypergéométriques réductibles

1.1 Rappels et notations

On désignera, dans toute la suite, I’ensemble des entiers rationnels par
Z, Pensemble des nombres réels par R, ’ensemble des nombres complexes
par C et le corps C(z) des fractions rationnelles & coefficients dans C par K.

1.1.1 Généralités

DEFINITION 1.1.1.— Un corps différentiel est un corps commutatif K
muni d’une application § : K — K vérifiant :

bx+y)=bcx+by et b(ry)=zdy+yéz.

On le note (K, 6).

St (K, 6) est un corps différentiel, alors {x € K | 6z = 0} est un sous-
corps de K noté Cg el appelé corps des constantes.

DEFINITION 1.1.2.— On appelle dual (ou adjoint) de I’opérateur L(8) =
2i=0,..,m %" et L'on note L*(6) l'opérateur :

@)=Y (-1)'6a.
=0, ...,m

DEFINITION 1.1.3.— Etant donné un opérateur différentiel L d’ordre
n, on appelle matrice fondamentale de solutions toute matrice de la forme

(fk(:Z))1<k<n'0<i<n—1’ ot f1, ..., fn désignent une base de solutions de
Ly =0 dans Fy, et ) = 6 fy.

DEFINITION 1.1.4.— Soient M et M' deuz éléments de K[6§], et A
une matrice fondamentale de solutions de Uopérateur M. On dira que les
opérateurs M et M’ sont équivalents s’il existe une matrice N a coefficients
dans K telle que NA est une matrice fondamentale de solutions de M'.
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PROPOSITION 1.1.1.— Les opérateurs M et M’ de K[8] sont équivalents
st et seulement s’il existe un opérateur P de K|[6] tel que Uapplication :
y +— Py est un isomorphisme de l’espace des solutions de M sur celui de M’.

1.1.2 Opérateurs hypergéométriques

Notations. — Soient ¢, p deux entiers telsque ¢ > p > Oet {1, ..., tp},
{11, ..., vq} deux familles de nombres complexes.

On appelle opérateur hypergéométrique associé a ces données ’opérateur
différentiel d’ordre g :

L=r({m}p (v} 5m0) = ()77 [ G+m)- [T 6+v-1),

i=1,...,p i=1,...,9

ou 8 = z(d/dz).

On posera pour ces mémes données :

L'({ui},-,{vj}j;p,q)=(—1)q [T @+w)- [I G+vi-1)

1=1,..,p 7=1,..,q

Remarque 1.1.1.— Si p — ¢ est pair, les opérateurs

L'( pito {vi j;p,Q) et L( “i}i’{l’j}j3p’q)

désignent le méme opérateur au signe preés et si p— ¢ est impair on passe de
I’un & Dautre, au signe pres, par le changement de variable z en —z.

Nous reproduisons maintenant les résultats de [BBH] et [Ka] qui seront
nécessaires pour la suite.

LEMME 1.1.1 ([Ka, sect. 3.1]).— Le dual de lopérateur

L({m}; {5 pra)

par rapport a la dérivation 6 est lopérateur :

L ({-pi +1}, {-v; +2};3p0) -
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THEOREME 1.1.1 ([BBH, lemme 4.2] ou [Kal]).— L’opérateur L (ou L')
est irréductible sur K si et seulement si pour tout couple {i,j} d’indices, le
nombre p; — v; n’est pas un entier rationnel.

THEOREME 1.1.2 ([Ka]).— Si l'opérateur L est irréductible, sa classe
d’isomorphisme ne dépend que de la classe modulo Z de ses paramétres.

1.2 Décompositions d’un opérateur et conditions C(r,m,n)

1.2.1 Définitions et énoncé des résultats

Soit

L=L({m} v} ipa) = (0P I @+u)— ] @+v-1)

i=1,...,p 7j=1,..,¢q
un opérateur hypergéométrique généralisé.

DEFINITION 1.2.1.— Soient P et Q deuz opérateurs différentiels, on dit
que P divise Q d gauche (resp. & droite), d isomorphisme prés, si P divise
@ gauche (resp. d droite) un opérateur équivalent & Q.

Remarque 1.2.1.— A un opérateur différentiel L € K[f], on peut asso-
cier un D-module ou un sous-module sur ’anneau K[f] : K[0]/K[6]L ([Bel],
[De], [Kal]). Si l'opérateur L se décompose en produits d’opérateurs ir-
réductibles; [] L;, on obtient une suite de Jordan-Holder dont les quo-
tients sont isomorphes aux D-modules associés aux opérateurs irréductibles
K[0)/K[f]L;. Deux suites de Jordan-Holder étant isomorphes [Bo], on en
déduit que la collection des classes d’équivalences des opérateurs irréduc-
tibles entrant dans la décomposition d’un opérateur donné est unique mais
il n’y a pas unicité des facteurs (voir Exemple).

DEFINITION 1.2.2.— Soit lopérateur hypergéométrique :

L=r({u}, {v};spa) -
On désigne par rr,, mr, np, r;, mp, np, nf, les entiers tels que :

o lopérateur L est produit de r;, + 1 opérateurs irréductibles;

e my est le plus grand des nombres entiers vérifiant : il existe my,
éléments a; de C tels que Hz’e{l ...,n}(g + «;) divise lopérateur L d
gauche, d isomorphisme prés;
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e nj, est le plus grand des nombres entiers vérifiant : il existe ny, éléments
a; de C tels que Hie{l,...,n}(e + «;) divise lopérateur L d droite, d
isomorphisme prés;

o 7l est le plus grand des nombres entiers vérifiant : il eziste ry, indices
distincts i dans {1, ..., p} et indices distincts jj, dans {1, ..., q}
tels que p;, —vj, est un entier;

e m} est le plus grand des nombres entiers vérifiant : il eziste m}, indices
distincts iy, dans {1, ..., p} et m} indices distincts ji, dans {1, ..., ¢}
tels que p;, —vj, est un entier posttif ou nul;

° n’L est le plus grand des nombres entiers vérifiant : il eziste n}J indices

distincts i), dans {1, ..., p} et n indices distincts ji, dans {1,..., 4}
tels que p;, — v, est un entier strictement négatif.

° n'i est le nombre ezact de solutions linéairement indépendantes de
Uopérateur L dans la K-algébre engendrée par log z et les 2% ot les oy
parcourent C.

On suppose désormais q — r’L > 1. Dans le cas contraire, on adapte
facilement les résultats qui suivent & ce cas dégénéré.

D’apres le théoréme 1.1.1, 'opérateur hypergéométrique :

L({ui}iofvi} ;i poa)

est irréductible si et seulement si, pour tout couple (¢, j) d’indices, p; — v;
n’est pas entier. Dans le cas ol il est réductible, nous obtenons le résultat
suivant.

THEOREME 1.2.1.— Soit Uopérateur hypergéométrique :
L= L({ui}i, {vi};s p,q) :

! ! ! n
rL=Tyg, mp =myp,, anannL.

Ceci conduit & poser les définitions suivantes.

DEFINITION 1.2.3.— Etant donnés les entiers positifs r, m, n, on di
que L vérifie les conditions C(r,m,n) st et seulement si :

r=r;, m=mp, n=nf.
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Remarque. — Soit L un opérateur hypergéométrique. On a évidemment
les relations :

mp <rp, np<ryp, mp+np2>rr.

Fzremple. — Considérons les opérateurs :
L = L({0,0,0’}, {07 1)ﬂy776} a 3)5)

et
L' =L({-1,0,0},{0,1,8,7,6};3,5)

ou a, 3, v et 6 sont des nombres complexes non entiers et distincts deux a
deux modulo Z.

L’opérateur L vérifie les conditions C(2, 1,1) et admet la décomposition :
L=(0-1)L({a},{8,7,6}; 1,3)8.

L’opérateur L’ vérifie les conditions C(2, 1, 2) et admet les décompositions :
L' =L({e},{B,7,6};1,3)8(6 — 1)

et
L'=0-1)L({-1,a},{1,8,7,6};2,4).

La démonstration du théoréme 1.2.1 fait 'objet des deux paragraphes
suivants 1.2.2 et 1.2.3.

1.2.2 Lemmes préliminaires

LEMME 1.2.1

1) L’opérateur hypergéométrique

L=L({m}; {vi};5 p9)

est divisible d droite par 0 + a si et seulement s’il existe (3, j) tel que
(i, vj) = (@, + 1),

) L’opérateur L est divisible a gauche par 0+« si et seulement s’il existe
(4,7) tel que (u5,v;) = (@ +1,a +1).
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Démonstration. — S’il existe (4, 5) tel que (p;,v;) = (o, + 1), Popéra-
teur L est clairement divisible & droite par § + a.

Supposons que 'opérateur L est divisible a droite par 6+ c. Cela signifie
que z~% est une solution de L.

Comme pour tout 3 de C, (8 + B)(z7) = (—a+ B)(»~%),on a:
L(z"%) =

=q (=) H (—o+p) - H (—a+v;j—1)3(27%)=0.

t1=1,...,p 1=1,..,¢q

D’ol pour tout z de C :

(-1)¥772 H (—a+ ;) — H (—a+v;-1)=0.

i=1,...,p 7j=1,...,q

En prenant z = 0, on obtient [[;—y  (-o +v; —1) = 0, puis
[Tiz1, ... p(—a+ ps) = 0. Il existe donc 7 et j tels que —a+v; —1 =0
et —a + p; = 0, donc tels que (p;,v;) = (o, +1).

On déduit ii) par dualité d’aprés le lemme 1.1.1 et la remarque 1.1.1 qui
le précede. O

Notation. — Etant donnés les nombres complexes a et 3, on note
[a, 8]
{AeC, A—a€Z,A-B€ELet R € [Ra, RB]}.
On définit de maniére analogue ]| a, 8]], [«, 8 Met]ea,s[.

LEMME 1.2.2.— La classe d’équivalence d’un opérateur hypergéoméir:-
que reste inchangée sous les opérations suivantes :

1) en remplagant py, par pi + 1 si pour tout j, v; #pr+1;

2) en remplagant py par py — 1 si pour tout j, v; # pr;

3) en remplagant vy par v +1 si pour tout i, Wi F Vi

4) en remplagant vy, par v — 1 si pour tout i, p; Fuvp—1;

5) en remplagant puy, par p +1, ou t est un entier > 0, st pour tout j,
vi & ok, pe 4t

6) en remplagant vy, par v +1, ol t est un entier > 0, st pour tout ¢,
i & [[Vk, vip+t [[
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Démonstration

1) (Voir aussi [Ro, lemme 2.2] et [BH, p. 329]) De la relation : (6 + pi)z =
2(0 + pr + 1), on déduit :

(0 +pp)L =

=O0+p) (=D JI 0+w)- I 6+v-1)

i=1,..,p 7=1,..,q
soit :
(0 +pp)L =
= q(=D)"P2(0+ e+ 1) JJ (0 + i) - H (0+v]—1) (6 + 1)
i#k =1,
=L+ pp).

Il suffit de montrer que I’application linéaire qui, & Y, associe @+ pr)Y
envoie de fagon injective les solutions de L sur les solutions de L'.

Il s’agit donc de voir que #+p, n’annule aucune solution de L. Si c’était le
cas, L serait divisible & droite par 6+ . Or, 6+, divise [],_ =1,...,p(0+14),
donc 6 + pj diviserait J[,—; ,q(0 +vj — 1), ce qui est contralre a notre
hypothése qui entraine que, pour tout j, on a :

vi#Fpr+1.
Donc 6 + pj, ne divise pas a droite L. Les opérateurs L et L’ sont bien
équivalents.
2) 1l suffit d’appliquer 1).
5) Il suffit d’appliquer 1) successivement & gy + 1, ...pp +¢ — 1.

6) Remarquons que la démonstration n’a pas fait intervenir la relation
P < g et que le résultat est valable pour les opérateurs hypergéométriques :

L ({m} i fmid s pra)

d’aprés la remarque 1.1.1. Aprés le changement de variable z en 2/ = 1 /z,
si 0 = 2/(d/dz’), I'opérateur devient :

| R ZYRE ; QP

i=1,..,p I=1,..,q
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soit

L=(-1% JI @-w)-2 II @-vi+D)

1=1,..,p ji=1,..,9
soit

relativement & ’opérateur .

D’aprés 5), si pour tout ¢, on a

—pi+1¢{—vp—t+2, ..., —y+1},
c’est-a-dire, si pour tout ¢, on a p; ¢ {I/k, eVt — 1}, alors les
opérateurs :
r ({_Vj + 1}]‘7 {—”i + 1}2 ) q,P>
et

L ({{—I/k -1+ 1}, {—Vj + 1}j¢k} , {—u,‘ + 1}2.; q,p)
sont équivalents.
3) et 4) 1l suffit d’appliquer 6). D

LEMME 1.2.3.— Soient les opérateurs :

Ly=0+a- 1)”'(0 +a)?'L ({F‘i}iel*’ {vitjeses 1’1"11)
et

Ly=0+a— 1)p” 6+ O‘)pIL ({/‘i}iel*’ {Vj}jeJ* ; Pl,’h) :

Si pour tout i € I*, p; # a el, pour tout j € J*, v; # a+ 1 alors les
opérateurs Ly et Lo sont équivalents. Autrement dit, soit lUopérateur :

L=L({pi,a, oo, a4+ 1 .‘.,a+1},
{Uj,a,...,a,a+1, ...,a+1};p,q)
avec a répété p' fois et o+ 1 répété p’' fois.

Sz’,‘ pour tout i, p; # a et, pour tout j, v; # o+ 1 alors on obtient un
opérateur équivalent en répétant a et a + 1 respectivement p' et p' fois.
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Démonstration. — On peut supposer pour fixer les idées que p” > p'.

L’opérateur Ly est clairement divisible & droite par (6 + a)p " 1l admet

!
donc, comme solutions, les solutions de (6 + a)” et de

L,l = (0+a)p L ({ﬂi}iel.,{l/j}je‘]t;plaQ1) .

Comme on a

L= (-1)"Pz(0+ a+ 1) [T +r)- 6+ )™ | RCERZEE))
el jeJ*

et que, pour tout ¢ € I*, y; # «, 'opérateur L] n’est pas divisible & droite

par 8+ a. On en déduit que la réunion d’une base de solutions de (0 + a)p ,

et d’une base de solutions de L'1 forme une base de solutions de Lq.

!
De méme, 'opérateur Lo est clairement divisible & droite par (0 + a)p

’
et admet, comme solutions, les solutions de (6 + a)” et de

12 = (0+a— l)p L ({ui}iEI” {I/j}je.]t ; Pl,QI) .

Comme on a

Ly=(-1)"Pz(0+ )" J[O+u) - (0+a-1)? [ @+v;-1)
1€l* JEJ*

et que, pour tout j € J*, v; # a + 1, Popérateur L’2 n’est pas divisible a
droite par  + a. On en déduit que la réunion d’une base de solutions de

(6 +a)? " et d’une base de solutions de LY, forme une base de solutions de
L.

D’apres le lemme 1.2.2, les opérateurs L] et L! sont équivalents. On en
conclut que les opérateurs Ly et Lo sont équivalents. O

LEMME 1.2.4.— Soient p’ et p” deuz entiers > 0 tels que p” > p’ et
sotent les opérateurs :

Li=@+a—1)"(0+0)"L ({ui}iep,{a+l, {Vj}jej*} ;pl,q1)

et
Ly=(0+a-1"0+a)" L ({uhigr {o witiep} sp101).
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Si pour tout i € I*, p; # a, alors les opérateurs Ly et Ly sont équivalents.
Autrement dit, soit Uopérateur :

L=L({p a ...,a,a+1, ..., a+1},
{uj,a,...,a,a+1,...,a+1};p,q)

avec o répété p fois, a + 1 répété p” fois comme paraméire p et p” +1
comme parameétre v.

Si p!" > p' et si, pour tout i, p; # o, alors on obtient un opérateur
équivalent @ L en remplagant un paramétre v égal ¢ a+ 1 par a.

Démonstration. — L’opérateur Ly est clairement divisible & droite par
! ’
(6 + a)p . Tl admet donc, comme solutions, les solutions de (6’ + a)p et de

L, = (0+a)p”L ({“i}ie]t){a-*_l) {Vj}jej*} §P1"11> .
Commeon a :
L= ()P0 +a+1)" [16+m)- (0 +a)" [Te+v-1
tel* jEJ*

et que, pour tout ¢ € I*, p; # «, opérateur L] n’est pas divisible a droite

!

par § + a. On en déduit que la réunion d’une base de solutions de (6 + a)p
et d’une base de solutions de L’1 forme une base de solutions de L.

!

De méme, 'opérateur L est clairement divisible a droite par (0 + a)p

!
et admet, comme solutions, les solutions de (6 + a)p et de

L= (0+a)”"L ({“i}iel* ,{a, {Vj}jeJ.} ;Pl,fh) :
Comme on a :
L = (1) P2(0+a+1)?" [ O+ui) - (0+a=1) (6+2)” ] 0+v;-1)
iel* jEJ*
et que, pour tout i € I*, y; # a, Vopérateur L) n’est pas divisible & droite

/
par 8 + . On en déduit que la réunion d’une base de solutions de (0 + a)p
et d’une base de solutions de L'2 forme une base de solutions de L.

D’aprés le lemme 1.2.2, les opérateurs L] et L sont équivalents. On en
conclut que les opérateurs Ly et Ly sont équivalents. O
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LEMME 1.2.5.— Soit s un entier > 0 et {p1, ..., ps} une suite décrois-
sante d’entiers > 0. Considérons les opérateurs

Li= J] (0+a-0)"L ({a {ui}iel,}, {a -s541, {uj}jeJ,} ; p’,q')

tef1,..., s}
= H (0+a—t)p' X
tef{1,..., s}

x ¢ (=17 20+ ) L0 +p) = (0 + 0~ 5) [ +v;-1)
el JjeJ!

et

Lo=(0+a-1)"* T (6+a—1)"x
te{2,..., s}

x L <{‘ui}i€I" {Vj}je‘]l;pl_ 1)q/_ 1)

=(@+a-1)"* J] 0+a-1)" x

te{2,...,s}
x 4 (=1)9""; [Te+m)-TJ@+v;-1)
i€l jed’

Si, pour tout i € I', p; ¢ {a —s+1, ..., o — 1}, alors les opérateurs Ly et
Lo sont équivalents.

Démonstration. — L’opérateur Ly est clairement divisible & droite par
H (0+a—t+1)pt.
te{2,...,s}

Donc, les solutions de [[;c . 5 (0+a—t+1)" et de

t=@+a-0"L ({afudicn} {a=s 41,05} j00} 190

sont des solutions de L;. Comme pour tout i € I, p; ¢ {a—s+1, ..., a—1},
alors, d’apres le lemme 1.2.1, I’opérateur L) n’est pas divisible par § + o —
t+1,t€ {2, ..., s}. On en déduit que la réunion d’une base de solutions
de Ht€{2,...,s} (9 +a-—-t+ 1)1" et d’une base de solutions de L} forme une
base de solutions de L.
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De méme l'opérateur Ly est divisible a droite par Ht€{2,.‘.,s} (0 +a—
t+ 1)p ‘. Comme précédemment, on montre que la réunion d’une base de
solutions de Hte{2 ey 8} (64 a —t +1)"" et d’une base de solutions de

Lh=(0+a—- )" ()P[0 +m) - [ +v;-1)
el’ JEJ!

forme une base de solutions de L.

D’apreés le lemme 1.2.2, on obtient un opérateur équivalent & L) en
remplagant un parameétre v égal & a — s+ 1 par o. Les opérateurs L] et L
sont donc équivalents. Il en résulte que Ly et Ly le sont aussi. O

Rappel. — On appelle fonction hypergéométrique une fonction de la

forme :
oo

pFa({e}, {v}|2) = Z _@n____(f_p_)_& "

n=0 (Vl)n (VQ)n n!

avec pour tout j, v; ¢ {0, -1, =2, .. .}, et o (a)n =a(a+l) ... (a+n-1)
et (a)o =1

LEMME 1.2.6.— Soit L = L({p;},{v;}); p,q). Si L est divisible a droite
par un opérateur Ly a coefficients dans K, alors L1 a une solution de la
forme :

A7 (P(2) 4+ CpF({p; + 1= wi ), {v; +1 -1} | —2)) ,

avec pour tout j, v; + 1 — v ¢ {0, -1, =2, ...}, C constante, v; — v}, un
entier > 0 et P un polynéme.

Démonstration. — Soit Vj D’espace des solutions de Ly et soit f € 1}
un vecteur propre sous l’action de la monodromie en 0 (comme V; est
stable sous l’action de la monodromie en 0, un tel vecteur propre existe
nécessairement). Alors f(z) = 2%g(z) ol « est un nombre complexe et g une
fonction holomorphe en 0 avec g(0) = 1. Puisque f est aussi une solution
de L, on a que « est une solution de ’équation indicielle en 0 de L et par
conséquent, il existe ¢ tel que a = 1 — v4.

Soit v, un des parameétres de L de plus petite partie réelle parmi les
parameétres v; congrus & v; modulo Z. Posons m = v; —vg. On am € Z,
m > 0.
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La fonction hypergéométrique

F=pF({pj+1—w}, {vj+1—v}|—2)

est bien définie. Posons
o0

g(z) = Z anz™

n=0
et

[e.e]
qu({/tj +1—wi}, {v;+1—-v}| —z) = E bp2"
Comme f est solution de L, on obtient pour s > 1 :

)P [IGs + 5 = ve) (=151 = [[(s + v —ve)(=1)%as = 0. (1)
J

J

De méme pour s > 1,0n a :
)" PH(s+u]—vk)( bs- I—H(s+vj—uk)( D)%s=0. (2)

Dés que s > m+1, s+v; —v; > 0 pour v; —vs € Z et les suites (as+m)s>0

et (bs) s>p Vvérifient la méme relation de récurrence d’ordre un. Elles sont
donc proportionnelles.

Si (bs)s>0 n’a aucun de ses termes nul, il existe donc une constante C
telle que la fonction g — C'F soit égale 4 un polynéme.

Supposons maintenant qu’il existe un entier n’ (choisi minimal) tel que
by = 0 (comme bg = 1, n’ > 1). Alors d’aprés (2) on a, pour tout n > n/,
bn = 0 et le coefficient de b,,/_; est nul. Par conséquent, d’aprés (1), a,sym,

est nul ainsi que les a5 suivants. Dans ce cas g et F' sont des polynomes.

Dans les deux cas, on obtient ainsi I’énoncé du lemme. O

Remarque. — La preuve ci-dessus s’inspire de la démonstration du lemme
4.2 de [BBH], modifiée pour tenir compte des cas de dégénérescence de F.
Nous remercions le referee de nous avoir signalé ce type d’énoncé.
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1.2.3 Décomposition d’un opérateur et conditions sur les paramétres

ProrosiTioN 1.2.1

i) Si Uopérateur hypergéoméirique L posséde des paramétres tels que
Wi, —vj, est un entier > 0, et si l'on choisit les indices de telle sorte
que :

Ryj, = SuP{%Vj | pi, ~V; €L, piy —v; 2 0} ,

alors Uopérateur L est équivalent a
L'=0+v;, -1L <{”i}i¢i1’ {Vj}j;ejl sp—1,q9- 1) .

1) Si Uopérateur hypergéométrique L posséde des paraméires tels que
Wiy — v, est un entier <0, et st l'on choisit les indices de telle sorte
que :

Ry, = inf{%l/j, Wiy —V; €L | piy —v; < 0} ,
alors Uopérateur L est équivalent a

L= L ({} gy (03 3P = 1 0= 1) @4 w5 = 1),

et donc au dual de :

O-vi + D)z [[O+pi+1)- [J(O-vi+1)
i#i J#En

Démonstration

i) 1l est clair que si p;; = v}, alors :
L=0+v;, -1)L ({“i}i;éil’ {Vj}].#jl ;p—1,¢9- 1) .
De maniere générale si p;; — v, est un entier > 0, et si
Ruj, =sup{Rv; | i, —v; €Z, piy —vj > 0},
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alors : {l/j € ]] Vi, Miy ]]} est vide et d’apreés le lemme 1.2.2, en remplagant
Miy par vj;, on obtient que 'opérateur L est équivalent  :

L ({le, {W}#ix}’ {w J';p’q) -

= 0+vj, = DL ({m} g, {vijpnip—La—1).
1) Ilest clair que si p;, = vj — 1, alors :

L= ({ni}igiyr {93} jgse 1P~ 10 - 1) (0 +vj, —1).
Plus généralement si p;, — v;, est un entier < —1, et si
Rvjy =inf{Rv; | pi, —v; €Z, piy —v; < 0},

alors {l/j € ]] Hiy , Vi, — 1]]} est vide et d’aprés le lemme 1.2.2, en
remplagant u;, par v; — 1, on obtient que l’opérateur L est équivalent

L ({Vh -1, {/"‘i}i#il}’ {iljsp q) -

=L ({mihigy> (w3} 19— 10 - 1) (0 +vj, ~1).

PROPOSITION 1.2.2. — Considérons l’opérateur hypergéométrique :

L=1 ({u; {vi};im.0) -

Sl existe s indices distincts i1, ..., is et s indices distincts J1s ---y Js tels
que :
Hiy = Vi, €Z, iy —v;,, 20,

et si les paramétres sont choisis de telle sorte que :
iy —viy =inf{p; —v; | pi—v; €2, p; —v; >0}
et plus généralement pourt < s,

Miy — Vj, = inf{,ui—Vj|i¢{i1, coey G-},
J¢{ g}, mi—v; €2, pi—v; >0},
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alors il existe s nombres oy, tels que oy —v;, € Z et tels que Uopérateur L
est équivalent a :

U= I @+ai-DL({uikigg, iy Witigi,pip=54-3)-
i€{1,...,s}

Démonstration. — Démontrons la proposition par récurrence sur s.

Pour s = 1, on obtient le résultat grace a la proposition 1.2.1. Supposons
que I’on ait prouvé que l'opérateur L est équivalent a :

Ly =[]0+ i — 1)L,
1€l

ou card ] = s — 1, ol pour tout ¢ de I, ap — v, € Z et

L = L ({}iggis,cmivoap 00,y P =5+ L= 1)

Ona:
Ly=L({ui}, {35 p09)

o{lypouri¢ {i], ) is—l}:”:’ :”i’pourj ¢ {jl’ ] js-—l}vu‘;' = vy, pour

ke{l,...,s—1},onap; =v] =ag.

Premier cas.— Ry} = sup{iRV;- \pi, —vi€Z, pi, —v;> 0}, c’est-a-
dire que {I/; | V;- €] V;s , ”:'s ]I} est vide, alors, d’aprés le lemme 1.2.2, on
peut remplacer ;11-5 par v;, = V;S et opérateur L, est équivalent a :

L'=0+ v, —1) H(9 +a; - 1)L ({M}i¢{i1,m,is}’ {Vj}jé{jh...,js}) .
i€l

La proposition est alors démontrée au rang s dans ce premier cas.

Deuziéme cas. — §RV§3 + sup{?RV;- | ul, — V;- €L, pi, — V;' >0}, clest-
a-dire que {1/; | 1/§ €| V.;-q , ]|} n’est pas vide, alors, d’aprés le choix des
paramétres v;, (= V;s) et p;, (= p ), on en déduit pour j € {j1, ..., js—1},

!

vi=v; ¢ | Vi B ]|- I existe donc des oy, € [| Vi, m, || et on peut

écrire :

H(6+ai—1)= H (€+akn—1)p”H(6+ai——1)

i€l ne{l, ..., k} i€K
avec pp, > 0 et Ryu;, > Ray, > Rag, > --- > Ray, > Ry;, et, pour tout
i€K, a; ¢ [V, pl]]
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Pour tout n € {1, ..., s}, 'opérateur Ly posséde donc p, (p, > 0)
parametres p égaux a ay,, et p, paramétres v égaux i a k,- D’aprés le lemme
1.2.2, on peut remplacer le paramétre y;, par o k; » PUis successivement, pour
tout n € {1, ..., h}, les p, paramétres p égaux 2 ag, et les p, paramétres
v égaux a oy, par ap, —n+1 et finalement, le paramétre vj, par ap, —h+1.

Soit Ly I'opérateur ainsi obtenu et posons a = ay. , on a alors :
2 L'op p k1

L= JI (+a=n)P [[(0+e-1)L}

ne{l, ..., h} ieK

ou

Ly=1 ({a’ {W}i¢{i1,...,z’3_1}} ’
{a =h+ 1 b e P st La—s+1).

Pourtout i€ K,onaa; ¢ [a—h+1, o] pour tout i ¢ {4y, ..., is—1},
on a y; ¢ [[a— h+1,a— 1]] et pour tout ¢ ¢ {j1,..., js—1}, on a
v; ¢ [[ a—h+2, a]]. Alors, d’aprés le lemme 1.2.3, on obtient un opérateur
équivalant en remplagant (py, ..., py) par une suite décroissante d’entiers

(p1s -, p}) vérifiant {p}, ..., pi} = {p1, ..., pn}.

Soit L3 'opérateur ainsi obtenu, on a :
L3 = H (9+a—n)p”H(0+ai—1)L'2.
n€{l,...,.h} €K
D’apres le lemme 1.2.5, 'opérateur L3 est équivalent 4 :
'=(@+a-n)"* T (0+a—n)" J[(6+ai—1)L°
n€{2, ...k} i€K
ou

0 __ . . .
L"=1L ({“Z}&{il,m,is}’ {”J}M{jl,...,js} P=85 a9 S) :

L’opérateur L est donc équivalent & L’.

L’hypothése de récurrence est bien vérifiée dans ce deuxiéme cas. Donc
la proposition est démontrée. O
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ProOPOSITION 1.2.3.— Considérons l'opérateur hypergéométrique :

L=1L ({m}i, {vi};s p, q) :
Sl existe s indices distincts 11, ..., is et s indices distincts jq, ..., js, tels

que p;, — Vi, € Z, pi, — vj, <0, et si les paramétres sont choisis de telle
sorte que :

piy — vjy = sup{pi—v; | pi—v; €L, pi —v; < 0},
et plus généralement, pourt < s,

Hiy — V3, =sup{,uz—1/]|z¢{zl, "‘)it—l}a
j¢{j11"'yjt—1})“i_‘VjGZ,Hi—Vj<0},

alors il existe s nombres ay, tels que o — vj, € Z et tels que Uopérateur L
est équivalent a :

L= L({midigpa, iy {idigtin, iy i P S’q‘s) IT ¢+ei-1).
i€{1,...,s}

Démonstration. — Il suffit d’appliquer la proposition précédente a l’opé-
rateur dual de L en utilisant le lemme 1.1.1 et la remarque qui le précede.

COROLLAIRE 1.2.1.— Pour tout opérateur hypergéométrique :
L=L({m}s {};ip0) -
on amp > mh et np >nf.
PROPOSITION 1.2.4.— Considérons l'opérateur hypergéométrique :
L=L({m} {vi};im0).

S’il existe s indices distincis 11, ..., is et s indices distincts jq, ..., js, tels
que pt;, — vj, € Z et si les paramétres sont choisis de telle sorte que :

iy = vy | = inf {|p; — vj| | i —v; € 2}
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et plus généralement, pourt <s,
|wi, = vje| = inf {|w; —vs] | & {in, ..., i1},
j¢{j1a "‘)jt—l}a uz_VJEZ},

alors 1l existe s nombres oy, tels que oy — v, € Z et tels que U'opérateur L
est équivalent a :

TTO+ei-DL ({nihigpi, iy ¥iYig, iyip = 59— 5) [L 0+ai-1)
i€l i€J
avec IUJ ={1, ..., s}.

Démonstration. — Démontrons la proposition par récurrence sur s. Pour
s = 1, on obtient le résultat grace a la proposition 1.2.1.

Supposons que l’on ait prouvé que l'opérateur L est équivalent & :
Ly=[[0+ei-DL [T+ —1),
iel! 1€J’
ou card(I’UJ’) = s — 1, ou pour tout i de I'U J', a; — vj, € Z, et ou :

, — . . .
Ly = L({ul}igé{il,...,is_l} ; {Vj}jg{jl,...,js_l} sp—s+lg—s+ 1) :

On a:
Ly=1L ({MQ}Z-,{#}j;p,q)

ou :
e pour i & {iy, ..., i5-1}, i = pi,
b pOUI‘j¢ {jla cey js—l}> V; = vy,
e pour i € {iy, ..., 151}, il existe k € I’ tel que p} = a ou k € J' tel

que p) = ap —1
e pour j & {j1,..., js—1}, il existe h € I’ U J' tel que 1/; = ay,.

On peut supposer ,uL —u; > 0 car sinon, on se ramene a ’équation duale.

Premier cas. — §RUJ’-5 = sup{%u; |y, — I/J'~ €L, pi, — 1/;- >0} clest-a-
dire que {v}|v} € | Vi, ul, ||} est vide, alors, d’aprés le lemme 1.2.2, on

peut remplacer y; par v;, = V;Q et 'opérateur L; est équivalent a :

O+vi, =D [[O+ei=DL ({1} g, ...y (W3} igir,.iy) [IOFei=1).
iel’ ieJ’

La proposition est alors démontrée au rang s dans ce premier cas.
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Deuziéme cas. — Rv} # sup{%u} | pl, = ViEL, p; — 1/;- >0}, clest-
a-dire que {V; |1/; €]l 1/’;-‘ , 1t ]|} nest pas vide, alors d’aprés le choix
des paramétres v;, (= v} ) et p;, (= ugs), comme dans la démonstration

précédente, on peut écrire :

H(9+ai—1)= H (6’+akn—1)p"H(0+ai——l)

el n€{l,.., h} ieK
H(@—{—ai—l): H (9+akn—l)q"H(0+ai—-l)
ieJ’ ne{l, ..., h} ieK'

avec pp + gn > 0 et Ry, > Rog, > Rog, > -+ > Ray, > Ry;, et, pour
tout i€ KUK', o; ¢ [[1#3 , ”;'s Il

Pour tout n € {1, ..., s}, lopérateur Ly posséde donc p, (prn > 0)
parametres p égaux a oy, , ¢n (qn > 0) paramétres p égaux & ap, — 1 et
Pn + qn (Pn + qn > 0) paramétres v égaux a ay,,.

D’apres le lemme 1.2.2, on peut remplacer le parametre y;, par oy,
le parametre v;, par ay, et, successivement, pour tout n € {2, ..., h}, si
pn > 0, les p, parametres p égaux a ay, puis les p, + ¢ parameétres v
égaux a ay, par ap, —n+ 1 et enfin si g, > 0, les ¢, paramétres p égaux
a ap, — 1 par ay, — n. Puis, si g, > 0, on remplace le parametre v;, par
ap, — h et si ¢ =0, on remplace le parametre v;, par a, —h+ 1.

Soit Lz l'opérateur ainsi obtenu et posons dans toute la suite a = ay, ;
P' =Tliex(0+a;) et R =T[;cx(0+ ;). Ona:

L= [ @+a-mmPry J[ (b+a-n)”r
n€é{l,....,h} n€{l,...,h}

avec st g, =0 :
Ly =L ({CV, {ui}i¢{i1,...,is—1}} ’

{o=ht 1, wigq, g} ip-s+la-s+1)

et st g, >0

=1L ({a’ {ui}igé{il,...,is_l}} ;
{a —h, {Vj}i¢{jl,,__,js_1}} ip—s+1,q—s+ 1) .

Ensuite, on peut remplacer, d’apres le lemme 1.2.3, 1a suite (py, ..., p;) par
(P}, - .., py) vérifiant {p], ..., pi} = {p1, ..., pn} et telle que si ¢; = 0, on
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apl > pl +1 Puisque l'opérateur La posséde exactement p;+; parameétres p
égaux a o — i et p; parametres v égaux A o — ¢ + 1.

Enfin d’aprés le lemme 1.2.4, si ¢; = 0, on peut remplacer un paramétre
végalaa—ipara—i+ 1.

Soit L3 I'opérateur ainsi obtenu et soit J” = {i/qi # 0}. On a alors :

Ly=(0+a-)"* J] (0+a-0)% x
2<i<s

x [T +a-i-1)P' LR J[ (0 +a—i-1)%"
'iEJII Z'GJII

ou

Ly=1 ({”i}ie{u,...,z‘s}’ Wiligtin, iy i P80 - S) '

L’hypotheése de récurrence est bien vérifiée dans ce deuxiéme cas. Donc la
proposition est démontrée. O

COROLLAIRE 1.2.2. — Pour tout opérateur hypergéométrique :
L=1L ({l‘i},w {vi};:p, q)
onarp=rr.

Démonstration. — Appliquons la proposition précédente a s = r’L. Alors

[[(6+e:i-1)L ({ﬂi}i¢{i1,...,is}’

el
(il igti, i ip=sa=5) [160+ai=1)
i€J
avec TUJ = {1, ..., s} est un produit de r} + 1 opérateurs irréductibles
puisque d’aprés la définition de r}, pour tout i ¢ {iy, ..., i"},} et tout
i ¢ {n,- -, jT'L}’ on a u; —v; ¢ Z et donc d’apreés le théoreme 1.1.1,

Popérateur

L <{“i}i¢{i1,...,is}’ Wil ig iy P54 S)
est irréductible.
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D’apres la remarque 1.2.1, la collection des classes d’équivalence des
opérateurs irréductibles divisant un opérateur donné est unique et donc
leur nombre aussi.

Remarque. — Katz [Ka] a montré le résultat de ce lemme sans donner
de construction effective de décomposition de l’opérateur.

PRoOPOSITION 1.2.5.— Soit

L ({I»‘i}iel’ Witjes; p’q) ’

un opérateur hypergéométrique. Si Uopérateur L admet k solutions linéasre-
ment indépendantes dans la K-algébre engendrée parlogz et les 2% ot les o
parcourent C, alors il existe k indices distincts i1, ..., iy dans I et k indices
distincts j1, ..., Ji dans J tels que pour tout s, 1 <s<k:

Mi, =V, €L, p;, —v;, <0.

Démonstration. — Soit V la K-algébre mentionnée dans la proposition.
Démontrons le résultat par récurrence sur k. Supposons k = 1.

Comme V est invariant sous la monodromie, I’opérateur L est divisible
a droite par un opérateur Ly & coefficients dans K dont toutes les solutions
sont dans V. En effet, le C-espace vectoriel de solutions de L engendré
par l'orbite de la solution sous P’action de la monodromie est contenue
dans V et est stable sous la monodromie donc cet espace est 1’espace de
solutions d’un opérateur a coefficients dans V' et stable sous la monodromie
et donc a coefficients dans K. D’apres le lemme 1.2.6, ’opérateur Ly possede
une solution f de la forme z*[P(z) + CF(z)] ou F est une fonction
hypergéométrique, C une constante et P un polynéme.

Puisque f appartient 4 V,si C # 0, F est aussi un polynéme et ceci n’est
possible que s’il existe i et j tels que p; —v; € Z, p; — v; < 0.

Si C' = 0, alors 'opérateur

'=L ({,Ui"'a}z'ep {Vj —'CY}JEJ;P,Q)

admet une solution polynomiale et on aboutit & la méme conclusion en
considérant les équations indicielles en zéro et en l’infini de L.

La propriété est donc démontrée pour k = 1, supposons la prouvée a
Pordre k£ — 1. Si L admet k solutions dans V, elle en admet k& — 1.
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D’aprés I’hypothése de récurrence, il existe k—1 indices ¢q, ..., i;_1 dans
I et k—1 indices j, ..., jr—1 dans J, tels que pour tout s, 1 <s<k-—1:
i, = Vj, € L, pi, — v, < 0.

D’aprés la proposition 1.2.3, si les indices sont choisis de telle sorte que :

;Ais—ujszsup{;z,-——uj[igé{il, ceeyBs—1},
j¢{j1,-.-,js_1},Hi—l/jezyﬂi_uj<0})

il existe £ — 1 nombres complexes v; tels que ’opérateur L est isomorphe a :

ie{l,...,k—1}

ou I* = I\{i1, ..., 41}, J* = I\ {j1, ---, Jg—1}- Les opérateurs L et
Ly étant équivalents, ’opérateur L admet aussi k solutions linéairement
indépendantes dans V' dont une n’est pas solution de [[;c(y, .. k—1}(0 +7)-

Soit f cette solution, et soit ¢ = [lic,.. k—13(6 + %)(f), alors g
appartient a V et il est solution de I'opérateur

L <{/‘i}¢e1~ itjeriP—k+1la-k+ 1) :

On est ramené au cas ot k = 1. Il existe donc i, & {7, ..., ix_1}, Jr ¢
{4, -+, Je—1} tels que p;, —v;, < 0. La proposition est donc démontrée. O

COROLLAIRE 1.2.3. — Pour tout opérateur hypergéométrique :

L=L({ui}; {v};i p0)
on any >nj.

COROLLAIRE 1.2.4.— Pour tout opérateur hypergéoméirique :

L=L({p}; {i}; 2.0
on ang =np =nf eemp =mf.

Démonstration. — D’apres les corollaires 1.2.1 et 1.2.3, on a ng, > n'L >
n . Mais n] > np, carsi L est isomorphe & un opérateur L’ divisible & droite
par (f +ay)---(0+ ayn,) ol les ; sont des nombres complexes, I’opérateur
L' admet nj, solutions indépendantes dans 1’espace V de dimension infinie
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engendré par {za"} et log z et par conséquent 'opérateur L aussi. On en
déduit que ny, = n'L = nﬁ. En appliquant ce résultat & I'opérateur dual de
L, on obtient my, = m .

Remarque. — La difficulté d’obtenir une décomposition d’un opérateur
L (voir [Kal]) provient du fait que, si ’on a déja décomposé 'opérateur L en
produit de plusieurs opérateur [ L; dont I’un L; est réductible, on ne peut
pas, pour poursuivre la décomposition de L & équivalence pres, décomposer
a équivalence pres ’opérateur L; sans considérer tout le produit I1L;. Par
exemple, considérons opérateur (62 —6)d. L’opérateur 62 —f = (8 —1)8 est
isomorphe & (§—1)(§—2) mais (62 —6)6 n’est pas isomorphe & (§—1)(6—2)8.
Considérons de méme les opérateurs de I’exemple du paragraphe 1.2.2. On
a:

L=(6-1L({e}, {8,7.6};1,3)

et
L'=(6-1L({-1,a}, {1,8,7,6}; 2,4)

avec d’aprés le lemme 1.2.2, L({~1,a}, {1,8,7,6}; 2,4) équivalent 2
L({a}, {8,7,6}; 1,3)8 alors que les opérateurs :

L'= L({O‘}) {ﬁ;'%&}; 1:3)6(0 - 1)

et
L=(0-1)L{a}, {8,7,6};1,3)8

ne sont pas équivalents car ny # np.

1.2.4 Propriété des opérateurs vérifiant les conditions C(m + n,m, n)

PROPOSITION 1.2.7.— Si lopérateur hypergéométrique

L= ({u}; (v} p.0)

vérifie les conditions C(m + n,m,n) et s’il est équivalent au produit d’opé-
rateurs irréductibles :

L' = H(9+a,~ -1)L ({“i}iel*’ {uj}jeJ. ; p’,q’) H(a+aj -1)

i€l jeJ
alors :
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a) pour tout couple (i,5) de I x I ou de J x J, soit a; = aj, soit

a; — aj ¢Z,

b) pour tout couple (¢,5) de I x I* ou p; —a; € Z et pj —a; > 0 ou
pi—oai Z;

¢) pour tout couple (¢,5) de I x J* ov a; —v; € Z et a; —v; > 0 ou
o —Vj ¢7Z,;

d) pour tout couple (i,j) de I* x J ou p; —a; € Z et p; — a; < 0 ou
pi—o; EL;

e) pour tout couple (i,j) de J* x J ou aj —v; € Z et oj —v; < 0 ou
a; —v; ¢ Z.

Démonstration. — On peut supposer, si la conclusion n’est pas réalisée,

en se ramenant a ’autre cas par dualité, qu’il existe un couple (7,j) de
I x I tels que o; # oj et a; — a; € Z. On aurait alors Ra; < Ra; ou
Ra; < Ra;. Du théoréme 1.2.1, on déduit que le nombre d’opérateurs
de la forme (@ + a) qui divisent L’ est strictement plus grand que n.
Ce qui contredit évidemment que l’opérateur L’ vérifie les conditions
C(m+ n,m,n). L’assertion a) est donc prouvée.

On démontre de la méme maniere les autres assertions.

THEOREME 1.2.2.— Soient
L=L({u}, {v};ima) e L'=L({ul}, (};5p9)

des opérateurs hypergéométriques vérifiant les conditions C(m +n,m,n) et
respectivement isomorphes auz opérateurs

[[6+ai-DL][(#+;—1)=PLR
iel j€J
et

[T6+ai-1)L [[(6+0}-1)=PL'R
el jeJr
ou L et L' sont des opérateurs hypergéoméiriques irréductibles d’ordre
g—m-—n.
Alors les opérateurs L et L' sont isomorphes si et seulement si, d’une

part, les opérateurs P, L, R sont respectivement isomorphes auz opérateurs
P!, L', R et, d’autre part, pour tous paramétres o;, aj, o) , of, od
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(2,7, h, k) appartient a IxJxI' xJ', de la méme classe de congruence modulo
Z, les différences a; — o et o — o), sont de méme signe, en convenant que
0 est de signe positif.

Démonstration

e Montrons que les conditions sont suffisantes. Posons L; = PLR et
L} = P'L'R' ou

L=1L ({I‘i}iezn {Vj}jeJ* ; p—r,q—r)

L, =L ({Hg}iellu {y‘;}jEJ’* y P — r,q—r) .

Soit {'”}ieS’ un systéme de représentants des classes modulo Z des
parameétres de Ly. Soit :

{aily ey aifa ,“hl) cees Hpg s Vkla ceey Hky oy gy -eey O!]‘g}
I’ensemble des paramétres de Ly de la classe de v ot ¥ € {7i}i€S‘ On a
st = 0 car L est irréductible.

On dira :
a) v est de typey(f, s, t,¢) si un seul élément de {f,s,t, g} est non nul;

b) v est de typea(f, s, g) si ¢ = 0, deux éléments au moins de {f, s, g} sont
non nuls et si, lorsque fg # 0 alors la relation suivante est satisfaite :

Rai, = = Ray, <R, = =Reyj 5

c) 7 est de types(f,t, g) si s = 0, deux éléments au moins de {f,¢, g} sont
non nuls et si, lorsque fg # 0 alors la relation suivante est satisfaite :

Rayy == Ray, > Rayjy = = Raj, .

D’aprés la proposition précédente, I’opérateur Ly vérifiant les conditions
C(m + n,m,n), ¢’il existe des paramétres o;, o, a}, o} ou (i,j,h,k)
appartient & I x J x I’ x J', dans la méme classe de congruence modulo
Z et congrus & au moins un parameétre de L, alors les différences a; — o;
et o} — o) sont nécessairement de méme signe. On en déduit que chaque
élément v € {7i}i€S est d’un type et d’un seul.
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Les hypothéses du théoréme entrainent que les opérateurs Ly et L] ont
méme systéme de représentants des classes modulo Z des paramétres :
hi}ies et chaque élément v € {7i}ies est du méme type pour L; et
L.

Montrons en utilisant le lemme 1.2.2 qu’on obtient un opérateur équiva-
lent a Ly en remplacant tous les parametres de L; congrus a v modulo Z
par les paramétres de L] correspondants.

Supposons que ¥ est de types(f,s,g). On a :
oy, :~~-:§Ra,-f <Rpp, < < Rpp, < Reyy =~~:§Rajg
et, on a de méme :

éRCY/'/ :“':éRC&’, R[Jh/ S?Ru;zls<§Ra;{==§Ra3/

’L} A
On obtient d’abord un opérateur équivalent & Lq, grace au lemme 1.2.2, en
remplagant sucessivement les s parametres p); respectivement par “Z.‘ =
aj, — 1 puis les f parameétres y égaux a a;, par a; — 1 et enfin les f
parameétres v égaux a a;, par oj, — 1. Ainsi les f parametres o;, pour ¢ € I
sont remplacés par o) = aj, — 1. Soit Ly , Popérateur ainsi obtenu.

Dans ces conditions, on a soit Ra;, < §Ra;.,, soit Ra;, > ?Ra;, et alors

1 1

%a,'l < %a:', .

Sl Ra;, < §Raj,, on obtient, d’aprés le lemme 1.2.2, un opérateur
équivalent & Lo, et donc a L, en remplagant successivement les g parametres
v égaux a o, par aj{, les g parametres p égaux & a;;, — 1 par aj{ —1,les s
parameétres g, , ..., {y_Tespectivement par u;bﬂ’ ey ,uz,s, les f parameétres

p égaux a o par a'., , et finalement les f paramétres v égaux a o] par a’.,.

Si Ray > Ra'. j on obtient, d’aprés le lemme 1.2.2, un opérateur

équivalent a Lz, et donc a L1, en remplacant sucessivement les f parametres
v égaux a ail par ai,, les f parameétres u égaux a ozl-1 par ozi,, les s
1 1

paramétres ,uZl Y e ,ugs respectivement par p1}, , ..., iy, , les g parameétres
1 s
P . . 7 N » N .
p égaux a aj, — 1 par cxji — 1, et finalement les g parametres v égaux a o,
!
ar o', .
p il

On a montré ainsi que, si ¥ est de type 2, on obtient un opérateur
équivalent & L; en remplagant tous les parameétres de L; congrus a 7
modulo Z par les paramétres de L] correspondants. Les mémes arguments
permettent de conclure dans le cas ou v est de type 3 ou de type 1.
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En réitérant I’opération pour toutes les classes de congruence, on montre
ainsi que les opérateurs Lp et L'1 sont équivalents. On a donc prouvé que
les conditions étaient suffisantes.

e Montrons qu’elles sont nécessaires. Il est évident que les opérateurs P, L,
R doivent étre respectivement isomorphes aux opérateurs P/, L', R'. Posons,
comme précédemment, L1 = PLR et L} = P'L’R’. On montre, en utilisant
le lemme 1.2.2 et les mémes arguments que ceux de la démonstration ci-
dessus, que ’on peut se ramener au cas ou L = L/, R = R’. Supposons qu’il
existe des parameétres a;, a;, a%, a;c dans la méme classe de congruence
modulo Z, ou (i, j, h, k) appartient & I x J x I' x J', tels que les différences
a;—aj et az - aﬁc ne sont pas de méme signe. La seule possibilité est que o;
est du typea(s, 0,t) pour 'un des opérateurs et du types(s,0,¢) pour I’autre.

Supposons que a; — a; > 0, tandis que o}, — a}, < 0.

On peut remplacer, d’aprés le lemme 1.2.2, dans P'opérateur Lq, les
parametres v égaux a o; par oj, puis, les parametres p égaux a o; par
aj.

De méme, puisque aﬁc = «;, on peut remplacer dans l’opérateur L] les
parameétres p égaux a a’h par j — 1, puis, les parametres v égaux a a’h par
a; — 1.

On est donc ramené au cas ou :
Li=P"0+a;-1)°L(0+a;-1)'R"

et
Ly=P"(0+0a;-2)°L(0+a;—1)'R"

avec aucun paramétre de P”, R" et L congru & a; modulo Z.

Nous allons montrer qu’il existe au moins une solution de ’opérateur Ly
qui ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire a coefficients dans K
des solutions de L) et de leurs dérivées. Cela prouvera que les opérateurs
Ly et L) ne sont pas équivalents.

Comme —q; +1 est la seule racine congrue & —o; modulo Z de I’équation
indicielle en zéro de Ly, 'opérateur L1 admet s+t solutions F;, 1 < 7 < s+t
de la forme Yy, Y7 log z + Y5, Yy (log z)2 + 2Y5logz + Y3, etc., ou Y; est le
produit de ¢ par une fonction holomorphe en zéro oli I’on a posé [Po] :

aJ.

p(z) = 2=
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Comme (g, ..., ¢(logz)I™1) est une base de solutions de (§ +a; —1)*. Ces
t solutions sont donc ¢ solutions linéairement indépendantes de L; et on
peut choisir

(F1, -, Ft) = (50, S So(logz)t—l)

et
Fep1 = ¢(log2)t + pA1

oul Ay 1 est une fonction holomorphe en zéro puis jusqu’a :

Fiys = p(log2)"t*~ 1 4 ¢ Z (log 2)? As g
0<g<s—-1

ol les A; ; sont des fonctions holemorphes en zéro.

Comme —a; + 2 est la racine congrue a —a; modulo Z de I’équation
indicielle en zéro de L] admettant la plus grande partie réelle, I’opérateur
L} admet s solutions linéairement indépendantes Grr, 1 < m < s, de la
forme [Po] : Zy, Z1log z + Z3, Z1(log 2)? + 275 log z + Z3, etc., ol Z; est le
produit de z¢ par une fonction holomorphe en zéro.

D’autre part, (Fy, ..., Ft) = (go, ..., ¢(log z)t‘l) est une base de solu-
tions de (6 + a; — 1)! et forme donc ¢ solutions linéairement indépendantes
de L}. Les F;, 1 < i < t et les Gy, sont clairement linéairement indépen-
dantes sur C. De plus, comme ’équation indicielle en zéro de I’opérateur L
admet exactement ¢ + s solutions congrues & —a; modulo Z, toute solution
de L d’exposant congru & —a; est une combinaison linéaire & coefficients
dans C des F;, 1 <1<t et des Gp.

Si Fi4s était une combinaison linéaire a coefficients dans K des solutions
de L] et de leurs dérivées, comme son exposant est —aj, elle serait une
combinaison linéaire a coefficients dans K des F;, 1 < i<t , des Gy, et de
leurs dérivées. On aurait alors :

pllog2)"**"1=¢ > z(logz)'Cy+¢ >, (logz)?Dy
0<g<s-1 0<g<i-1

ol les Cy et les Dy sont des produits d’un éléments de K par une fonction
holomorphe en zéro. Or, cette relation est impossible (il suffit de considérer
la cléture de Zariski du groupe de monodromie en zéro), donc le théoréme
est démontré. O
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2. Calculs de quelques groupes de Galois
d’opérateurs hypergéométriques
vérifiant les conditions C(m + n,m,n)

2.1 Rappels et notations

2.1.1 Généralités

DEFINITION 2.1.1.— Si F est un corps différentiel et K un sous-corps
de F, on appelle groupe de Galois différentiel de F/K, Uensemble des
automorphismes de (F/K) qui commutent avec la dérivation § de F. On
note :

Galgg(F/K) = {c € Awt(F/K) |V z € F, §(o(z)) = o(bz)} .

DEFINITION 2.1.2.— Etant donné un corps différentiel (K,8) et une
extension différentielle (F/K), on dit que F est une ertension de Picard-
Vessiot de K, s’il eriste un opérateur différentiel L € K[é] :

L=an6" +a,—16" 1+ - +a16+ao

avec a; € K, 1 =0,...,n, et un ensemble de solutions yy, ..., Yyn, dans
F, de Uéquation Ly = 0, linéairement indépendantes sur le corps Cr des
constantes de F et vérifiant :

i) Cx =CF,
i) F=K(%y;),i=1,...,n etk €N).

ProPosITION 2.1.1 (Kolchin [K, chap. 3]). — Si K est de caractéristique
nulle, et si Ci est algébriquement clos, il existe, pour tout L € K[§], une
extenston de Picard-Vessiot associée ¢ L , unique @ K-isomorphisme prés.

Pour toute extension différentielle intermédiaire N D M O K, on pose
M' = Galgig(N/M) et pour tout sous-groupe H de Galgiyg(N/K), on note
H' le sous-corps différentiel de N formé des éléments fixés par H :

H={zeN|VueH, uz)=z}.
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On dira que H (resp. M) est fermé (au sens galoisien) si (H’)' = H (resp.
(M )/ = M). On dira que ’extension N/K est normale si K est fermé dans
N/K.

THEOREME 2.1.1 [K, théoréme 5.9].— Soit K un corps différentiel de
caractéristique 0 avec un corps des constantes algébriquement clos et N une
extension de Picard-Vessiot de K.

i) Le groupe G = Galgig(N/K) est un groupe algébrigque et la correspon-
dance de Galois usuelle établit une bijection entre les sous-groupes al-
gébriques de G et les extensions différentielles intermédiaires de N/ K.
En particulier les sous-groupes fermés de G au sens galoisien en sont
les sous-groupes algébriques.

i) Un sous-groupe fermé H de G est normal si et seulement si le corps
H' est normal sur K et dans ce cas G/H = Galgg(H'/K) et H'/K
est une extension de Picard-Vessiot.

Pour tout opérateur différentiel M a coefficients dans le corps K, on
désigne par F)s l'extension de Picard-Vessiot de M, par Vjs son espace
de solutions dans Fjy, par Gpy = Galg;g(Far/K) son groupe de Galois
différentiel. C’est & un sous-groupe algébrique de Aut(Vas) que le groupe
G s’identifie naturellement.

La composante neutre du groupe algébrique Gy, c’est-a-dire la compo-

. . - . , 0

sante connexe qui contient 'identité sera notée (Gps)" .
On notera (G M)O’der le groupe dérivé de (G M)O, c’est-a-dire le plus petit
sous-groupe normal de (G M)O tel que (G M)O/ (GM)O’de]r est commutatif.

Si My, ..., M, désignent n opérateurs différentiels & coefficients dans le
corps K, on notera

Il Fv.=Fm, - Fu,,

i=1,..,7n

le compositum des extensions Fy,, 1 < i < n, ¢’est-a-dire le plus petit corps
contenant les extensions Fps,, 1<i<n (Hi:l,...,n Fyy, est une extension
de Picard-Vessiot).

D’apres la proposition 1.1.1, il est clair que ’on a le résultat suivant.

PROPOSITION 2.1.2. — Les groupes de Galois de deux opérateurs équiva-
lents sont isomorphes.
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DEFINITION 2.1.3.— Un opérateur différentiel M est dit Lie-irréductible
st la composante neutre de son groupe de Galois (GM)O opére trréductible-
ment sur Vs.

Les deux lemmes qui suivent reprennent des énoncés classiques de la
théorie de Galois. Les démonstrations utilisent des arguments analogues.

LEMME 2.1.1.— Soient L un corps différentiel, N/L une eztension
de Picard-Vessiot et M/L une extension différentielle contenue dans une
extension de Picard-Vessiot de L. Alors :

i) MN/M est une extension de Picard-Vessiot;

i) st Uextension M est linéairement disjointe de N sur le corps L alors
MNN=L;

it1) Ueztension M est linérairement disjointe de N sur le corps M N N.

Remarque. — Si, de plus M/ L est aussi une extension de Picard-Vessiot,
les propositions : “ M est linéairement disjointe de N sur L ” et “ N est
lindairement disjointe de M sur L ” sont donc équivalentes. On dira alors
que M et N sont linéairement disjointes sur L.

LEMME 2.1.2.— Sotent L un corps différentiel, N/L une extension
de Picard-Vessiot et M/L une extension différentielle contenue dans une
extension de Picard-Vessiot de L. Alors le groupe Galgig(MN/M) est
isomorphe & Galgg(N/M N N) et, en particulier, les propositions suivantes
sont équivalentes :

i) MAN =1L;
i) le groupe Galgig(M N/M) est isomorphe & Galg;g(N/L).

2.1.2 Opérateurs hypergéométriques irréductibles

Rappelons que si ¢, p, deux entiers tels que ¢ > p > 0 et {p1, ..., pp},
{11, ..., vq} deux familles de nombres complexes, on appelle opérateur
hypergéométrique, confluent généralisé associé & ces données 'opérateur
différentiel d’ordre ¢ :

L:L({ui}i,{Uj}j;p,q):(—-1)‘7—7’2 H (0+p;)— H (0+v;-1).

=1,...,p =1, ...,q
ou 0 = 2(d/dz).
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Si B est un nombre complexe, notons L ® 2P, I’opérateur
Lo’ =L ({ui+8),{v+8};:pa).

Nous reproduisons maintenant les résultats de [BBH] et [Ka] qui sont,
soit nécessaires pour la suite, soit qu’ils permettent, joints & nos résultats,
de lire le groupe de Galois sur les paramétres de 1’opérateur.

ProposITION 2.1.3 ([Ka, théoréme 3.4]). — L’opérateur

L ({wi}is (i} pra)

irréductible est isomorphe a son dual si et seulement st les conditions
sutvantes sont réalisées :

t) q—p est pair;

i) il existe une permutation i — ¢’ de [1, ..., p] telle que p; + p; € Z;

ii) 1l existe une permutation j — j' de [1, ..., q] telle que v; + vjr € Z.

DEFINITION 2.1.4.— L’opérateur L <{'“i}i’ {Vj PRy X est dit “Kum-
mer induit” st et seulement si, il existe un entier d > 2 divisant d la fois p

et ¢ et des éléments Ay, ..., Ap/d €t By, ..., Byyq de C tels que :
A
{wi} = { ld } i=1,...,p/d modZ,
7=0,...,d-1
B;+j
{Vj} :{ Zd }i:l,...,q/d modZ .
7=0,...,d—-1

ProPosITION 2.1.4 ([Ka, lemmes 3.5.6 et 3.5.7]).— L’opérateur hyper-
géométrique confluent L est Lie-trréductible si et seulement si ses para-
meétres ne sont pas “Kummer induits”.

THEOREME 2.1.2 ([Ka, théoréme 3.6]). — Supposons lopérateur
L=1 ({m}i, {vi};ip, q)
Lie-irréductible et confluent, on obtient les résultats suivants :
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i) siq—p est impair, alors (GL)O’der est SLy(C). Sig—p=1, alors G,

est GLy(C);

i) st ¢ — p est pair, alors (GL)O’der est SLg(C) ou SO4(C) ou Spy(C)
ou, encore lorsque ¢ —p = 6, ¢ = 7,8 ou 9, l'un des groupes
“exceptionnels”.

TuborREME 2.1.3 (lemme A.2; [Ka, corol. 3.6.1]).— Supposons l'opéra-
teur

L=1L ({m}i, {vi};:p9)
Lie-irréductible et confluent.

i) Si Vopérateur L = L ({,ui}i, {uj}j 3 Dy q) est isomorphe d son dual,
alors, le groupe G est un sous-groupe d’un groupe orthogonal ou
symplectique et c’est un sous-groupe d’un groupe symplectique st et
seulement si : q est pair et y =3 v;—y W €L.

ii) Le groupe (GL)O’der est contenu dans SO4(C) ou Sp (C) st et seule-
ment s’il existe 3 tel que Uopérateur

Le:f = L({ui+ﬁ}i»{"j+5}j?1”q)

est isomorphe a son dual. De plus, si q est impair, il existe 3 tel que
le groupe de Galois de lopérateur L ® 2P est contenu dans SO(q).

Pour les détails concernant les cas exceptionnels, voir [Ka] et ainsi que

[Mi].

2.2 Le groupe de Galois sous les conditions C(m +n,m, n)
avec mn =0

2.2.1 Notations

Ces notations sont également valables pour le paragraphe 2.3.

Soit @ un opérateur différentiel et Q1 - -- Qs une décomposition de @ en
produit d’opérateurs irréductibles.

L’opérateur Q2 --- Qs applique Vg sur Vg, ainsi, le corps différentiel
Fg, est inclus dans Fg. Pour tout 7, 1 < i < s — 1, l’espace vectoriel
VQi1--@Q, €tant inclus dans Vg, on vérifie que chacun des corps Fg, est
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inclus dans Fg. D’aprés la remarque 1.2.1., la collection des corps Fyp,
ne dépend pas de la décomposition en produit d’opérateurs irréductibles
choisie. On peut donc noter sans ambiguité :

GSS(Q) = Galdjﬂ H FQ;‘/I{
1<i<s

On note par ailleurs

GY(Q) = Galaig | Fo/ ] Fo,

1<i<s
Le groupe G est ainsi une extension de G**(Q) par le groupe G*(Q).

Considérons un opérateur hypergéométrique vérifiant les conditions
C(m+n,m,n):

L=JJ6+ai-)L][(#+a;~-1)= [IAL]] P =PLR
i€l JjeJ i€l jeJ
ou, pour tout ¢ € I UJ, a; est un nombre complexe et L un opérateur
hypergéométrique irréductible.
On convient que si m = 0 ou n = 0, on pose respectivement P = 1,
R = 1. Pour un tel opérateur le groupe G*(L) défini ci-dessus est lui-méme
une extension du groupe :

I\"“(L) = Galgig (FLFPFR/ H FP,- X FL)
teluJ

par le groupe
Hu(L) = Galdjﬁ(FL/FpFRFL) .

(Rappelons, théoréme 1.2.1, que les classes d’équivalences de P et de R ne
dépendent que de L.)

La description du groupe G**(L) est délicate [Boul] et nous ferons
quelques remarques sur ce groupe au paragraphe 2.2.5.

La partie importante est la description du groupe G¥(L). Le groupe
K*(L) est isomorphe & C ou est nul suivant que log z appartient ou non
4 FpFp et logz appartient & FpFp si et seulement si L est divisible &
isomorphisme prés par un carré de la forme (0 + a)z.
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2.2.2 Enoncés des résultats

THEOREME 2.2.1.— Soit L un opérateur hypergéométrique vérifiant les
conditions C(r,r,0) ou C(r,0,r) et tel que un opérateur hypergéométrique
wrréductible qui le divise a isomorphisme prés soit Lie-irréductible. Alors, le
groupe H¥(L) est isomorphe d crle=r)

Soit, de plus, [];c;(6 + a; — 1) un opérateur d’ordre r divisant L d
1somorphisme prés. Si les «; sont distincts deuz d deuz, alors le groupe
G¥(L) est isomorphe d crla=r) et, sinon, il est isomorphe a Crlg=r)+1

La démonstration de ce théoréme fait ’objet des paragraphes 2.2.3 et
2.2.4.

2.2.3 Le groupe H*(L)

ProrosiTION 2.2.1

a) Sous les conditions C(r,r,0), le groupe H*(L) est isomorphe d
Hom(Vp,V3,) et donc d Ca="), De plus, si T = [[;cp+(6 + B;), alors
le groupe Galgg(FrFr/FpFLFr) est encore tsomorphe ¢ H%(L) et
donc 4 CT(a=7)

b) Sous les conditions C(r,0,r), le groupe H“(L) est isomorphe d
Hom(Vy,, VR) et donc a C(a=7). De plus, si T = [[;c+(0 + B;), alors
le groupe Galgg(Fr,Fr/FpFLFT) est encore isomorphe ¢ HY(L) et
donc 4 C"(a77)

Avant de démontrer cette proposition démontrons deux lemmes qui nous
serons utiles pour la suite.

LEMME 2.2.1.— Soit P un produit d’opérateurs de la forme P; =
0+a;—1 et

L=1L ({/‘Li}ielly {Vj}jEJ’ ) plaq,)

un opérateur hypergéométrique Lie-trréductible.

Alors le groupe Galgg(FyFp/Fp) contient (Gy)
solutions Vi, est Galgig (FLFp/Fp)-irréductible.

Ouder oy Uespace des

Démonstration. — Appelons J le groupe Galgig(FLFp/Fp). D’apres le
lemme 2.1.2, il est isomorphe au groupe Galyig(Fy/Fy N Fp).
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Si les opérateurs P; sont distincts deux a deux, alors les extensions Fp
et [1;c7 Fp, sont égales, sinon on a I’égalité :

FP = HFpl.(logz) .
i€l
L’opérateur L étant Lie-irréductible, le groupe (GL)O’der est réductif, il ne
contient, par conséquent, aucun quotient réductif et donc aucun quotient
isomorphe a G,.

On a ainsi

FLOHFR.(logZ)=FL ﬂHFpi.
1€l i€l

On peut donc supposer que les opérateurs P; sont distincts deux & deux. Le
groupe Galgig(F1, N Fp/K) est un groupe multiplicatif. Considérons alors
lapplication x de Gy dans Galgig(F N Fp/K) qui, & tout élément o de
G, associe sa restriction & F1, N Fp. L’application x est un caractére et
son noyau est le groupe J. Un groupe de commutateurs de Gy, étant inclus
dans le noyau de tout caractére, on en déduit qu’en particulier, le groupe
0,der
(Gr) est contenu dans J.

L’opérateur L étant Lie-irréductible, I’espace V7, est (GL)O’der—irréduc—
tible et par conséquent J-irréductible.

LEMME 2.2.2.— Soient P et Q des opérateurs différentiels et F une
extension de Picard-Vessiot. Soit ¢ = (1, ..., ps) une base de lespace Vp
et soit f = (f1, ..., fs) o, pour tout i € {1, ..., s}, f; est un élément de
Vpq vérifiant Q(f;) = ;-

Notons &5 = (&5,, - .-, &5,) Uapplication de Galgg(FpgoF/FpFQF) dans
(VQ)S définie par £¢(0) = o(f) — f. Posons

M= Galdiﬁ‘(FPQF/FPFQF) et N= Ga.ldiﬁ‘(FPFQF/FPF) .

a) L’application §5 définit un homomorphisme injectif de M dans (VQ)S
ou dans Hom(Vp, Vpg) qui permet d’identifier M d un sous-espace de
(VQ)S. De plus, M peut étre considéré comme un sous-N-module de
(Vo)*

b) Supposons que N opére irréductiblement sur V. Alors M est distinct
de (VQ)S st et seulement s’il existe un élément non nul ¢ de Vp et un
élément £ de FpF vérifiant Qf = ¢.
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Démonstration

a) L’application £y, qui, & tout o de M, associe o(f;) — f;, définit un
homomorphisme de M dans V. Elle peut étre prolongée de maniére
naturelle au groupe H = Galgig(Fpg F/FpF).

Montrons que ;M peut étre considéré comme un sous-N-module de
(VQ)S. Soit f’ une solution de I’équation avec second membre Q(f') = .

Si o' € H, alors o'(f') = f' + £4(c”), d’ol : si o appartient aussi & H,
on a

o' (f') = o(f') + o84 (0")
or o(f') = f' +£&4(0), donc ad’(f') = f' + &4(0) + o€ 4(0’), soit enfin :
E(00’) = €4(0) + o€s(") .

Ainsi, £; est un cocycle.

Sice Heto €M, alors:
Ef(o0’c™ ) = E4(0) + 0€s(a’07T).
Or,sio’ € M,onaés(o'o7) = €f(0) + &(o7 L), don :
§s(oc’a™t) = E5(0) + o (E5(0") +€4(07T)) .
D’autre part, comme oo~ ! = Id,
0=¢p(o0™") = E5(0) + 084(c71).

On obtient finalement que £¢(oo’c™1) = o€4(o’).
Le groupe M étant abélien, £¢(o0’ oc~1) ne dépend qué de la classe
modulo M de o. Or
(H/M) = Galgig(FoFpF/FpF)=N.

Donc, le groupe M, isomorphe a £;(M) peut donc ainsi étre considéré
comme un sous-N-module de (VQ)S.

Montrons que V’application ;¢ est injective. Il suffit de montrer que son
noyau ker(€ ;) est réduit a I’application identique.
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Si o € ker({s) , alors o(f) = f puisque {¢(s) = 0. De plus, comme
o € M, o fixe le corps Fg et donc une base de V. Or, puisque ¢ est
non nul, une base de Vg et f = (f1, ..., fs) constituent une base de Vpg.
L’élément o fixe Vpg et par suite Fpg, I’application o est donc I'identité.
Le groupe M, isomorphe & £ (M), est ainsi un sous-N-module de (VQ)S.

b) Comme le groupe N opere irréductiblement sur Vg, le groupe M ne
peut différer de (Vg)® que s'il existe des N-endomorphismes qui sont,
d’apres le lemme de Schur, des scalaires aj, ..., as non tous nuls tels que
Ep/(M) est nul, ou f' est un élément de Vpg, vérifiant Q(f') = ¢ avec
LEDIAZE

Supposons que M n’est pas isomorphe & Hom(Vp, V) et soit f’ I’élément
défini ci-dessus. Désignons par M’ et H' respectivement les groupes :

GaldiH(FpFQF(f')/FPFQF) et Ga]djﬂ'(FpFQF(f,)/FPF).

Par une démonstration analogue a celle de a), on montre que ’application
&y, définit un homomorphisme injectif de M " dans Vg et qu’elle peut
étre prolongée & H'. Le groupe M’, isomorphe & &7/(M'), peut étre alors
considéré comme un sous-N-module.

On a la suite exacte :
M — H — N.

D’aprés le théoréme d’inflation-restriction, on obtient la suite exacte de
cohomologie :

HY(N,Vg) — HY(H', Vo) — HY(M',Vy).

Puisque £¢(M ") est nul, le groupe M’ est nul. Le groupe de cohomologie
HY(M',Vg) est donc nul aussi.

D’autre part, le groupe N opérant irréductiblement sur Vg par hypothese,
le groupe de cohomologie H!(N, Vy) est donc nul aussi, [Be].

D’apres la suite exacte de cohomomogie, le groupe H(H, Vg) est nul.
L’application ;s prolongée a H " étant un 1-cocycle, il existe une solution
f de I’équation avec second membre Q(f) = ¢ telle que le 1-cocycle &5 est
nul. Cette solution de l'opérateur PQ est donc dans le corps FpF'; b) est
donc démontré, la réciproque étant évidente. O

Démonstration de la proposition 2.2.1.— 1l suffit de démontrer a). On
obtient alors b) en appliquant le résultat précédent a l'opérateur dual.
Montrons d’abord que le groupe H%(L) est isomorphe & Hom(Vp;,Vy).
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On suppose que L = PL, avec les notations précédentes. Comme le
groupe Galgi (FL,Fp/Fp) est une extension du groupe (GL)O’der, d’apres le
lemme 2.2.1, il opére irréductiblement sur Vi,, alors du lemme 2.2.2 appliqué
aF =Keta@ =L, on déduit que, si le groupe H*(L) differe de (VL)T,
il existe un élément non nul ¢ de Vp, une solution f dans le corps Fp de
Péquation avec second membre L(f) = ¢ et donc il existe une solution de
I’opérateur L dans le corps Fp.

Or, d’aprés le théoreme 1.2.1, ceci est impossible puisque l'opérateur
L vérifie les conditions C(r,r,0). Le groupe H*%(L) est donc isomorphe &
(V1)", et par suite aux groupes Hom(Vp, V1,) et crie=n),

On déduit, alors, la deuxiéme partie en utilisant les résultats ci-dessus et
les lemmes 2.2.1 et 2.2.2.

2.2.4. Le groupe K¥(L)

PRrROPOSITION 2.2.2.— Si lapplication i — «; est injective sur I alors
le groupe K*(L) est nul. Sinon, le groupe K*(L) est isomorphe au groupe
additif C noté Ga. Plus précisément si P = [[;cp+(P;)™ ot Uapplication
1+ «; est injective sur I*, alors on obtient un isomorphisme de G, sur une
représentation matricielle du groupe K*(L) en considérant application qui,
d tout élément = de G4, associe la matrice constituée de blocs diagonauz :

M, = diag(A(n1,2), ..., A(ns, z))

ou

{n1, ..., ns} = U {n;}

1€l*
et o A(ns,z) =1 si n; =1, et A(n;, x) est la matrice carrée triangulasre
inférieure d’ordre n; et dont le terme général vérifie :

a;j :C“n:;-:c’_l sii>jeta;=1.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer les lemmes 2.2.3 et 2.2.4 qui
suivent.

Remarque. — Si P = [[;cp+ (P)™ etsi I ={1, ..., s}, alors une base
de solutions de l'opérateur P est

{z—a1+1 , 27  og s z_o‘l'H(log z)”l_1 L
—as+l —as+1
b)

3

z z logz, ..., z~%*t(log z)”s_l} .
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Le groupe Gp est isomorphe au groupe des matrices constituées de blocs
diagonaux :

diag(A(n1, 2, 1), ..., A(ns, z, As))

ot (A1, ..., As) est élément de G(eq, ..., as) et ou A(n;, 2, ;) = a; si
n; = 1, et A(n;,z, a;) est la matrice carrée triangulaire inférieure d’ordre
n; et dont le terme général vérifie :

_ -7 =1 [ . o .
aij_q_jx sii>jeta; =a;.

LEMME 2.2.3.— St Q) désigne Uopérateur 6 + a — 1 et n un entier > 0,
alors le groupe Galgig(Fon/Fg) est nul sin est égal @ 1 et il est isomorphe
au groupe additif C. Dans ce dernter cas, l'application qui, d tout élément x
de C, associe la matrice triangulaire inférieure A(n, x) dont le terme général
vérifie a;; = Cg_—_;a:i_l sti> j et a;; = 1, réalise un isomorphisme de G,
sur une représentation matricielle du groupe Galgig(Fon/FQ).

Démonstration. — Le lemme est évident si n = 1. Pour n > 1, le

groupe Galgig(Fgn/FQ) est isomorphe au groupe Gy» et donc au groupe
Galgif (K(log 2)/K) . Une base de solutions de I'opérateur différentiel 6™ est

(1, logz, ..., (log z)n_l) .
L’application qui, a tout élément = de G, associe ’élément & du groupe

Galgig (K(log z)/K) défini par o(logz) = 1 + zlog z, est un isomorphisme.
On déduit le reste du lemme de la relation :

o((logz)™) = (o(logz))™ pourme{l,...,n—1}.

Remarque. — On peut étendre larelation an = 1 en écrivant A(1,z) = 1.

LEMME 2.2.4.— Le groupe K*(L) est isomorphe au groupe :

Galdiﬁ‘ (FPFR/ H Fp'.) .

elud
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Démonstration. — Les extensions Fy, et FpFpg sont linéairement dis-

jointes sur le corps [[;cruy Fp, car le groupe Galgif (FpFR/ [Licrus Fp,)
est soit nul, soit isomorphe au groupe additif G, d’apres le lemme 2.2.3; le

groupe
Galgiff (FL II Fe/m I1 FP;) ;
i€luJ i€luJ

d’aprés le lemme 2.2.1, opére irréductiblement sur Vg, donc est réductif,
et ne contient par conséquent aucun quotient réductif et par suite aucun
quotient isomorphe a G,.

2.2.5 Remarques sur le groupe G*°(L)

Notation. — Pour s nombres complexes fy, ..., 8s, notons G(fy, ...,
Bs) Padhérence de Zariski du groupe engendré dans C** par exp(2i7f1), .. .,
exp(2imPs). Soit

L=T[0+ai-DL][(0+0a;-1)

i€l JjeJ
avec IUJ ={1,...,r}et
L=L ({l‘i}iep; {Vj}jEJ’ ) P’7ql) ;

un opérateur hypergéométrique Lie-irréductible;

o sip’ = ¢'—1, le groupe G*°(L) est isomorphe au groupe G(ay, ..., ar)X
GL.

esipf < ¢ —1etsi (GL)O’der = SLy(C), le groupe G**(L) est
isomorphe au sous-groupe de G(aq, ..., @) x G, formés des (r + 1)-
uplets {ay, ..., ar, g} tels que {ay, ..., a,,det(g)} appartienne &

Gloy, ..., ar, _S_ v;

JeJ!

Dans tous les autres cas, le groupe G**(L) est une extension finie du sous-
groupe de G(ay, ..., ar) X G, formés des (r+1)-uplets {ay, ..., ar, g} tels
que {al, cesy Qp, det(g)} appartienne a G(al, Y ZjeJ' Vj).
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2.3 Groupe de Galois sous les conditions C(2,1,1)

2.8.1 Enoncés des résultats

Simn = 1, alors K*(L) est nul. Le groupe G¥(L) est isomorphe & H*(L).
Fixons alors les notations d’indices suivantes.

On choisit les couples d’indices (41, j1) et (i1,J1) de telle sorte que :

piy — vy = inf{p; —v; |pi—v; €Z, py —v; > 0}

piy — vy, = inf{pi —vj lpi—v; €Z, p;i —v; <0}

Comme mn = 1, d’aprés la définition de m et n et d’aprés le choix des
indices, si v;, —vj, €Z ,on a:

Rui, <Ry, < Rvj, < R, ou Ry, > Ry, > Ry, > Ry,

D’aprés le lemme 1.2.2, on obtient facilement que l'opérateur L est
isomorphe a :

@ +v5 = DL ({m}iggiy iy 0 jggingy s = 20-2) O+, = 1),
Avec ces notations, on obtient le résultat suivant.

THEOREME 2.3.1.— Supposons que lopérateur hypergéométrique
L=1L ({/‘i}i; {V]}‘7 » Dy 9)
vérifie les conditions C(2,1,1) et que lopérateur
L ({/‘i}iepy {Vj}jEJ’ sp—2,9— 2)

ou I' = {i ¢ {i1,ir}} et J' = {j ¢ {j1,d1}} @ un groupe de Galois Lie-
irréductible ;

a) si, pour tout nombre compleze 3, tel que vj, +vj, +28 € Z, Uopérateur
L ({/“z +18}i€]'lv {V] +/8}]‘€JI y P — 2,q—2)

n’est pas. isomorphe d son dual, alors le groupe G¥(L) est isomorphe
a C2q—3 ;
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b) s’il existe un nombre compleze 3, tel que v, +v; + 208 € L et tel que
le groupe de Galois de opérateur

L ({/‘i'*’/@}ieln{uj+;8}j€Jl;p—2aq_2)

est un sous-groupe du groupe symplectique, alors le groupe G¥(L) est
isomorphe ¢ CI71 ;

c) s’il existe un nombre compleze 3, tel que v;, + vj, + 2B € Z et tel que
le groupe de Galois de opérateur

L ({F‘i"rﬂ},‘epa {V] +ﬁ}j€Jl ) p_21q_2)

est un sous-groupe du groupe orthogonal, alors le groupe de Galois
G¥(L) est isomorphe d C172,

2.3.2 Démonstration du théoréme 2.3.1 a)

Nous allons auparavant démontrer deux lemmes.

LEMME 2.3.1.— Soient P, Q, R des opérateurs différentiels vérifiant les
conditions suitvantes :

a) les groupes Galgig(Fpg/FpFg) et Galgig(For/FgFR) sont respecti-
vement isomorphes auz groupes :

Hom(Vp,Vg) et Hom(Vp,VR);

b) les extensions FpQFRr et FQrFp sont linéairement disjointes sur le
corps FpFQFR.
Alors, le groupe Galgig(Fpor)/FpFQFR) est isomorphe d :

Hom(Vp, Vor) ® Hom(Vg, VR) .

Démonstration. — Posons

H = Galaii(FpqRr)/FpFQFR) -
Supposons que les opérateurs P, @}, R sont respectivement d’ordre p, n, q.
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Soit {f1, ..., fp» 91, ---, gns h1, ..., hy} une base de Vpgpr telle que
{hi} et {g1, ..., gn, h1, ..., hq} soient des bases respectives de Vg et Vgp.

Dans cette base, les matrices des éléments de H forment un groupe
vérifiant les hypothéses du lemme A.1. En effet, en gardant les notations de
ce lemme, les groupes

Galgifr (FpQ/FpFg) et Galag(FQr/FQFR)
sont respectivement isomorphes aux groupes :
Hom(Vp,Vp) et Hom(Vg,VR);
les applications ¢ de G dans My, ,(C), qui a M associe upz, et ¢ de G dans
My (C), qui & M associe vps, sont donc surjectives.

De plus, comme les extensions FpgFRr et ForFp sont linéairement
disjointes sur le corps FpFgFR, d’aprées le lemme 2.1.2, les groupes
Galgg(FpoFor/FrFoRr) et Galgug(Fpg/FpFg) sont isomorphes, il en
résulte que I’application ¢’ de {M €EH|vy= 0} dans My p(C) qui a M
associe upys est surjective.

De la surjectivité des applications ¢’ et 1, on déduit la surjectivité de
Papplication de H dans My, »(C) x My »(C) qui & M associe (ups,vpr).

Le groupe H vérifie bien les hypothéses du lemme. On en déduit donc
que H est isomorphe & C(P+a)ntpa

Le groupe H est aussi isomorphe a

Galaif (Fpor/FpFoR) ® Galag(FpFor/FPFQFR) .-
Par un raisonnement analogue a celui fait dans le lemme 2.2.2, nous ob-
tenons un homomorphisme injectif de H dans Hom(Vp,Vggr) &
Hom(Vg, VR). Comme H est isomorphe & Clp+a)n+pe ] est aussi isomorphe
a:

HOIn(Vp, VQR) (&) HOIII(VQ, VR) .

LEMME 2.3.2.— Soit L = PLR un opérateur hypergéoméirique avec L
wrréductible et soit Q) un opérateur quelconque. Pour un opérateur différen-
tiel S, notons S’ lopérateur dont les solutions sont obtenues d partir des
solutions de S en les multipliant par z=P. Alors les groupes

Galdjﬂ‘(FLFQ/FPFLFRFQ) et Galdiﬂ'(FLlFQl/FPIFLIFRIFQI)
sont isomorphes et en particulier si L vérifie les conditions C(2,1,1), on a :

HY(L) = HY(L)).
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Démonstration. — On a les relations évidentes
Fr(2P) = Fr(z%) et Foi(zP) = Fo(s"). (1)

Les extensions Fr/Fg: et F p:FL:FR,FQ/(zﬁ ) sont linéairement disjointes
sur le corps Fp: Fy/FriFgr puisque le groupe

Ga,ldiﬂ'(FplFLlFR/FQI(Zﬂ)/FPIFLIFRIFQI)
est un sous-groupe multiplicatif de C* alors que le groupe
Gald_‘lﬁ‘(FLlFQI/FPIFLIFRIFQI)

est un groupe additif.

Le groupe Galgiff (FL'FQ'(Zﬁ)/FP'FLIFRrFQv(zﬁ)) est donc isomorphe &
Galdjﬁ(FL’FQ’/FP’FL’FR/FQI).

De méme, les groupes
Galgg (FLFo(z°)/FpFLFRrFQ(:")) et Galag(FLFo/FpFLFRFQ)

sont isomorphes. Comme le groupe Galgif (FLFg (zP)/FpFy FrFy (zﬁ)) est
égal a Galgig (FLIFQI(/’.’ﬁ)/FPIFLIFRIFQI(Zﬁ)) d’apres la relation (1), on en
déduit donc bien la conclusion du lemme.

Suite de la démonstration du théoréme 2.3.1 a)

L’opérateur L = PLR vérifiant les conditions C(2,1,1), I'opérateur
PL vérifie les conditions C(1,1,0) et 'opérateur LR vérifie les conditions
C(1,0,1). D’aprés le théoréme 2.2.1, les groupes

Galgig(FpL/FpFL) et Galgg(FLr/FLFR)

sont respectivement isomorphes aux groupes Hom(Vp, 11,) et Hom(Vy,, VR).
1l suffit de montrer que les extensions Fpy, Fr et FLpFp sont linéairement
disjointes sur le corps FpFLFR et d’appliquer le lemme 2.3.1 pour avoir la
conclusion de la proposition.

Supposons que les extensions Fpyr, Fg et Fi,rFp ne sont pas linéairement
disjointes sur le corps FpFp Fg. Nous allons montrer successivement les
quatre points suivants :
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e les extensions Fpy, FpFR et FLrFpFR sont égales;

e il existe un nombre § tel que 'opérateur

L'=1L ({/‘z +B8tier Vit Bt jeqiP—2.0- 2)

est isomorphe a son dual;

e le groupe Galgg(Fprr/ Frp/Fpi/Fre) est nul, ot P! = P+ 3 et
R'=R+p;

e le nombre v;, +vj, + 28 € Z.
La partie a) du théoréme sera, alors, évidemment prouvée.

Montrons le premier point. Nous allons d’abord montrer que le groupe
M = Galgg(Fpr FLp/FpFLR) est nul et qu’il en est de méme du groupe
Galaif(FpLFLR/FPLFR).

Soit ¢ une base de I’espace Vp, et soit f, un élément de Vpy,, vérifiant
L(f) = ¢.

L’application £; qui, & tout o de M, associe o(f) — f, définit un
homomorphisme de M dans Hom(Vp,1},) ou dans Vi. L’application &;
peut étre prolongée au groupe H = Galyg(FprLFLr/FpFR). Le groupe M
est normal dans le groupe H.

Soit ¢/ un élément de M et soit ¢ un élément de H, on a :
(o’ o™ty = obs(0').

Le groupe K = Galgg(FpLFLr/FpFLFr) étant abélien, ff(acr'a“l)
ne dépend que de la classe modulo K de 0. Or (H/K) est isomorphe
a Galgg(FpFLFr/FpFR), notons G%, ce dernier groupe. Le groupe M
isomorphe & £ (M) peut donc étre considéré comme un G -module de V4,.

D’aprés le lemme 2.2.1, le groupe G'L contient (GL)O’der qui opére

irréductiblement sur Vg, donc, le groupe M, isomorphe & £;(M), ne peut
différer de V1, que s’il est nul.

(1) Donc, si les extensions FpyFr et FL,rFp ne sont pas linéairement
disjointes sur le corps FpFy FR, alors le groupe M est nul et par suite
Fpy, FR est contenu dans FL,pFp.

(2) De méme, alors, d’aprés le lemme 2.1.2, si les extensions Fpy FR et
F1,rFp ne sont pas linéairement disjointes sur le corps Fp F1, FR, les groupes
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Galgig(FprL FLr/FpLFR) et Hom(Vg,, VR) sont distincts. Comme plus haut,
le groupe Galgig(Fpy FLR/FpLFR) pouvant étre considéré comme un G-
module de Vg,», s’il n’est pas isomorphe a Vi,+, il est nul et par suite FL,pFR
est contenu dans Fpy Fp.

De (1) et (2), on déduit que les extensions Fpy, FpFR et FLrFpFR sont
égales. Le premier point est prouvé.

Démontrons le second point. Puisque les extensions FppFpFpR et
FLrFpFpr sont égales, les groupes

Galgit (FpLFpFR/FpFLFR) et Galaug(FLr)»FpFr/FPFLFR)
sont donc isomorphes en tant que G- modules. Il existe donc un isomor-
phisme A de G -modules de V3, sur Vi« donc sur le dual de Vy,. C’est-a-dire
qu’il existe, dans une base donnée, un élément A de GLy_2(C) tel que pour
tout élément g de G, on a ‘gAg = A.

Comme le groupe G'L opére irréductiblement sur C2=2, d’aprés le
lemme A.2, I'isomorphisme A est symétrique ou antisymétrique. Le groupe
1, serait un sous-groupe du groupe orthogonal ou symplectique. Le groupe
1 contenant le groupe (G'L)O’der, il en est de méme pour le groupe
(GL)O,der
D’apres le théoréme de Katz (théoréme 2.1.3), il existe un nombre 3 tel
que ’opérateur :

L'=1L ({:uz + IB}ieIU {Vj +ﬁ}j€JI ip—2,9— 2)
est isomorphe & son dual. Le deuxiéme point est prouvé.

Démontrons le troisitme point. Considérons, alors, l'opérateur L' =
(P + B)L'(R+ B) = P'L'R’. Le groupe Galgg(FprLFLr/FpLFR) est nul
d’aprés le point 2. En appliquant le lemme 2.3.24 P =1et 4 S = PL, on
obtient alors que le groupe Galyg(Fpi1 Frig /Fpiy Fr) est nul aussi. Le
troisiéme point est démontré.

Il nous reste a montrer le dernier point. Montrons que si v;, +v;, +206 ¢ Z,
cela contredit la nullité du groupe Galg;g(Fprn Frir/Fp Frip).
Du théoréme 1.2.2, on déduit que si I’opérateur L’ est isomorphe & son

dual, alors il existe un opérateur R'*  isomorphe & R™, tel que ’opérateur
R™L'* est isomorphe & R"*L’. Posons

P =0+a, R=0+0d, R'=60+d"

aveco/ —a" € Z.
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Si a +a’ ¢ Z, les opérateurs R* et P’ commutent et sont distincts,
les extensions Fpiy Fruxys et Fruspiyr sont donc égales sur le corps K.
Les opérateurs P'L’ et R"*L’ vérifiant les conditions C(1,1,0) et o + o'
n’appartenant pas a Z, opérateur R"*P'L’ vérifie les conditions C(2, 2, 0),
d’aprés la proposition 2.2.1, le groupe Galgig(Frmpry/FpigmsFr) est
isomorphe & Hom(Vgu« pr, V3,+). Ce qui contredit la nullité du groupe :

Gald_iﬂ‘(FPILIFLIRIFRI/FPILIFRI) .

Donc, on a a + o’ € Z, ce qui équivaut & vj, + vj, + 28 € Z. Le dernier
point est prouvé. O

2.3.83 Démonstration du théoréme 2.3.1 b)

Montrons d’abord un lemme.

LEMME 2.3.3.— Soit L = (6 + a)L(8 + B) un opérateur vérifiant les
conditions C(2,1,1). L’opérateur L est isomorphe d son dual si et seulement
st a+ B est un entier et L est isomorphe a son dual.

Démonstration. — Considérons 'opérateur dual de L. On a :
L* = (0 - AL*(0 — o).

Si a et § sont congrus modulo Z, les différences 8 — a et (—a) — (—5)
sont nécessairement de méme signe puisqu’elles sont égales. Il suffit alors
d’appliquer le théoréme 1.2.2 pour avoir la conclusion du lemme.

Suite de la démonstration du théoréme 2.3.1 b)

Considérons I'opérateur
L'=(P+pB)L'(R+8)=PL'R,
avec

L':L({/t,'-f-ﬂ}z-ep,{l’j+ﬂ}j€J:§P“2,‘I“2) .

D’aprés le lemme 2.3.2, les groupes HY(L) et H¥*(L') sont isomorphes.
Montrons que le groupe

G = HY(L') = Galgg(Fprrr'/Fp Fri)

vérifie les hypothéses du lemme A.3bis. Choisissons une base dans laquelle
les matrices des éléments de G ont la forme de la matrice M de ce méme
lemme.
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e Montrons qu'il existe un élément A de GL4(C) tel que pour tout
g € Galgig(Fpryr/Fp Frr), tgAg = A.

D’apreés le lemme 2.3.3, 'opérateur L’ est isomorphe & son dual. Il
en résulte, puisque le groupe Galgig(Fpry/p//Fp'Fpr) est un sous-groupe
de Gps, qu’il existe un élément A de GL4(C) tel que pour tout g €
Galdjﬂ(FplLlR//Fp/FRl), tgAg = A.

e Le groupe H = Galgg(FL FpFr/FpiFg) est un sous-groupe du
groupe symplectique, par hypothese qui, d’aprés le lemme 2.2.1, opére
irréductiblement sur C972,

o Les groupes
Galgg(Fpry Fr/Fp Fr) et Galgg(FpFyig/FpiFri)

sont, d’aprés la proposition 2.2.1 et le lemme 2.3.1, des extensions de
H = Galyg(Fr/ Fp' Fri/Fp: Fr) respectivement par Hom(Vpr, V1) et par
Hom(Vy,Vpr). On en déduit ainsi la surjectivité des deux applications
mentionnées dans ’hypothése du lemme A.3bis.

Le groupe H¥%(L') = Galgig(Fpi1/g/Fp: Fre) vérifie donc les hypothéses
du lemme A.3bis. Le groupe HY(L') est ainsi isomorphe a C?71. De
’isomorphisme des groupes H%(L’) et H*(L), on en déduit la proposition.

Remarque. — Les opérateurs PL et LR vérifiant respectivement les
conditions C(1,1,0) et C(1,0,1), d’aprés les hypothéses a) et b) de la
proposition, on déduit du théoréme 1.2.2, I’équivalence des opérateurs P'L’
et (L'R')". Le groupe Galgig(Fpir: Fry//FprFrip) est donc nul.

On obtient, comme dans la démonstration du lemme 2.2.2 un homomor-
phisme injectif de H%(L') dans Hom(Vps, Vigs). Le groupe H%(L') étant
isomorphe & C?71 il est aussi isomorphe & Hom(Vp/, Vi/R1).

2.8.4 Démonstration du théoréme 2.3.1 c)

La démonstration est pratiquement identique a la démonstration précé-
dente, & part que, ici, le groupe Galyg(FyFptFr//Fp:iFRs) est un sous-
groupe du groupe orthogonal qui, d’aprés le lemme 2.2.1, opére irréduc-
tiblement sur C972 et que le groupe Galyg(Fpygp'/FpFre) vérifie les
hypothéses du lemme A.4. Le groupe H*(L') est donc isomorphe & C?72.
Le groupe H¥(L') est aussi isomorphe & Hom(Vps, V1,). Comme précédem-
ment, de 'isomorphisme des groupes H%(L') et H*(L) on en déduit la
proposition.
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Signalons pour finir que la situation dans le cas C(m + n,m,n) avec
mn > 1 est plus complexe car on n’a pas l’analogue du lemme 2.3.3.
Supposons que I’opérateur L soit isomorphe & [];c; P;L’ [ljes P; avec L'
opérateur hypergéométrique irréductible. Le groupe de Galois de L peut
ne pas étre aussi gros que possible sans que 'opérateur L soit forcément
isomorphe & son dual. On obtient simplement que ’extension de Picard-
Vessiot de L’ est égale & I’extension de Picard-Vessiot d’un opérateur
isomorphe & son dual auquel on a adjoint éventuellement log z.

Par contre, le cas “dégénéré” se ramene facilement au cas “non dégénéré”
)
d’un opérateur d’ordre inférieur grace a des considérations sur I’extension
de Picard-Vessiot de l'opérateur.

Appendice
LEMME A.1.— Soit G un sous-groupe de GLp4ptq(C) contenant des
matrices de la forme :
Id, 0 O

M=\|upy Id, O
wpr vy Idg
avec ups € Mpp(C), var € Myn(C) et was € My p(C).

St Uapplication de G dans My, p(C) X My (C) qui ¢ M associe (upg,vpr)
est surjective, alors l'application de G dans My »(C) x My n(C) x My ,(C)
qui & M associe (upg, var, wpar) est surjective.

Démonstration. — On a les relations :

UNTMIM—1 = Upg/ UM MIM~1 = Upft

et

WarpmrM =1 = WpL' + UpfUNf — UAfIUQS -
1l existe un élément M’ de G tel que la dimension de I’espace vectoriel
E= {UMUM' —vppup | M€ G} est égale & Dimg M, ,(C) = ¢p.

En effet, il suffit de choisir pour matrice M’ une matrice telle que vy = 0
et telle que upy/ a exactement inf(q, n) éléments non nuls et de telle sorte
que chaque colonne et chaque ligne aient au plus un élément non nul. En
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prenant tous les éléments M de G tels que vps soit un multiple d’une
matrice élémentaire, il est facile de voir que toutes les multiples des matrices
élémentaires sont dans E.

Donc, si M’ est la matrice définie ci-dessus, la dimension de ’espace
vectoriel E est supérieure ou égale a pq et, par suite, égale a pgq. Ce qui
implique que la dimension de I’espace vectoriel

{wM|M€G,uM=uMetvM=vM/}

est aussi égale a pg. On en déduit que :

Dimc{(upr, var, wnr) | M € G} = n(p+q) +gp.
Ce qui suffit & prouver le lemme. O

LEMME A.2. — Soit H un sous-groupe de GLy(C), opérant irréductible-
ment sur C". Supposons qu’il existe un élément A de My, »(C) tel que pour
tout élément g de H, tgAg = A. Alors :

i) si A' est un élément de My, (C) tel que pour tout g de H,*gA’g = A',
alors il eziste un couple de C%, (X, p) # (0,0), tels que AA+pA’ =0;

ii) la matrice A est symétrique ou antisymétrique.

Démonstration. — Remarquons que si A est un endomorphisme dégénéré
de C" vérifiant pour tout élément g de H, tgAg = A, alors A est nul.

En effet, pour tout élément g de H, tgA = Ag~!. Il en résulte que le
noyau de A est stable sous H. Or, H opérant irréductiblement sur C", on
en déduit que le noyau de A est soit nul, soit égal a C". Si A est dégénéré,
son noyau n’est pas nul, il est donc égal & C", ce qui prouve que A est nul.

i) Si A ou A’ est nul, Passertion est évidente. Supposons, donc A et A’
non nuls. Il existe A # 0 tel que A’ — A A est dégénéré. D’aprés la remarque,
A’ — XA est nul.

ii) On peut supposer que A est un endomorphisme non nul de C". La
matrice tA + A = A’ vérifie, pour tout élément g de H, tgA’g = A'. Si
YA+ A n’est pas nul, d’apres i), il existe une constante A # 0 telle que
A= )\(tA + A)‘ La matrice A est donc symétrique. Si A + A est nul, alors
A est une matrice antisymétrique.

On a bien montré que A est symétrique ou antisymétrique. O
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LEMME A.3.— Soit H un sous-groupe de GL2,(C) et soit G un sous-
groupe de GL2y,42(C) contenant des matrices de la forme :

1 0 0
M= Upr oM 0
wy tupyJop 1

ot ups € Man 1(C), opr € H et wps € C, avec

0 Id,
= (m '7)
St H contient J et si Uapplication de G dans M2 1(C)x H, qui ¢ M associe
(upr,on), est surjective alors G contient le groupe :

1 0 0
u o 0] ovu€My1(C), c€H etweC
w tuJo 1

Démonstration. — Montrons que w ne peut pas étre une fonction algé-
brique de u et 0. Posons w = ¢(u, ). Du calcul du produit des matrices :

1 0 0 1 0 0

u c 0 u o 0] =
w tuJo 1 v W Je 1
1 0 0
= u+ou oo’ 0

w+tuJou + v tuJoo + i Jo! 1

on obtient la relation, pour tout u, v’ de M, 1(C), o et ¢’ éléments de
{IdZn; - Id2n; J}’

p(u+ou', 00') = p(u,0) + 'uJou’ + p(u, ") (1)

En prenant u =4’ =0, 0 = ¢/ = Idgp,, puis u = v/ = 0, ¢ = ¢/ = —Idy,, et
enfin u = v’ = 0, 0 = ¢’ = J, on obtient successivement les relations :

©(0,1d2,) =0, (0, —Idgs) =0, (0,J)=0.

- 355 -



Katy Boussel
En prenant u = v/, 0 = ¢/ = —Id2y,, on obtient :

()O(Oa Id2n) = SO('U, - Id?n) - tu‘]u + QO(U, - Id2n) )

d’ou .
uJu
SO(’U, - Id2n) = 9
Pélément ‘uJu appartenant & C, on a t(tuJu) = twJu, mais, aussi
1t(tuJ u) = tytJu = —tuJu puisque J est une matrice antisymétrique. Donc
@(u, —1Ida,) = 0 pour tout u de Mz, 1(C).
En appliquant la relation (1) d’abord & v’ = 0, 0 = ¢/ = —1Id2, puis a

u' =0, 0 = ¢’ = J, on obtient successivement :
QO(U, Id2n) = 0’ <p(u) ‘]) =0

pour tout u de M2,1(C).

Finalement, la relation (1) appliquée & u = v/, 0 = J, ¢/ = Id2,, donne :
ou+ Ju, J) = o(u,J) + YuJ?u + o(u,Iday)

soit *uJ?u = 0 pour tout u de My, 1(C). Or comme J? = —1Idg,, on
devrait avoir, pour tout u de M2, 1(C), —tyu = 0. Ce qui est, naturellement,
impossible, d’oli le résultat du lemme. O

Remarque. — 1l est facile de voir qu’au moyen d’un changement de base,
on obtient le résultat suivant.

Soit H un sous-groupe de GLg2,(C), soit @ € GL2,(C) et soit G un
sous-groupe de GL2,12(C) contenant des matrices de la forme :

1 0 0
M= UpN oM 0
wpy a(l—op) +lupJopr 1

ot ups € Map 1(C), oar € H et wpr € C. Si H contient J et si I’application
de G dans M2, 1(C) x H, qui & M associe (ups, o) est surjective, alors G
contient le groupe :

1 0 0
u - 0] ol u€ My 1(C),c€HetweC
w a(l—0o)+tuJo 1

Dans le méme ordre d’idée, on obtient le résultat suivant.
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LEMME A.3bis. — Soit H un sous-groupe du groupe symplectique Spo,,(C)
opérant irréductiblement sur C** et soit G un sous-groupe de GLon42(C)
tel qu’il existe un élément A de GLgp12(C) vérifiant 'M AM = A pour tout
M de G et dont les éléments sont de la forme :

1 0 0
M=|upy oy O
zrr tvM 1

avec upg, var € Map1(C), opr € H et zpr € C.

Supposons que Uapplication de G dans M2y, 1(C) x H qui ¢ M associe
(urr,onr) et Uapplication de G dans Mayn1(C) x H qui @ M associe
(var,00M) sont surjectives. Alors :

a) il existe des constantes a, c £ 0 et A # 0, un élément b de Moy, 1(C)

tels que : '
a - —c
A=1b X 0
¢c 0 0
avec

(0 14,
=m0

b) st C désigne la constante M/c et B Uélément (1/c)'b de Map1(C),

alors
1 0 0
u o 0] otueMy1(C),cecHetzeC

z B(l-o)+CluJo 1

et le sous-groupe G’ formé des éléments M de G tels que opp = Iday,
est de dimension 2n + 1.

Remarque. — Par un changement de base, on se rameéne au casou C =1
et B=20.
Démonstration. — Posons :

a d a"
A=1|b b b
c o
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avec a, a”, ¢, ¢ € C, b' € Map 2n(C), b, ¥ € M2,1(C), a', ¢’ € M1,2,(C).
En écrivant : tMAM = A pour tout M appartenant & G, on obtient les
relations :

o tob” + ve” = b pour tout ¢ € H et v € Ma,1(C), d'otr " = 0 et
d'=0;

e c'oc = ¢ pour tout 0 € H, dou ¢/ =0;

o tob'a = b’ pour tout ¢ € H; d’apreés le lemme A.2, comme H opére
irréductiblement sur C27, il existe une constante A # 0 telle que
b = \J;

o d'oc+tublo+a"tv=a pour tout o € H et v € My 2,(C) ; (1)

o tob+ ve+tob'u = b pour tout 0 € H et v € Mj 2,(C); en transposant
cette relation, comme b’ = —b' puisque b’ = AJ, on obtient :

tho — tub’o + tctv =t pour tout ¢ € H et v € My 2,(C) ; (2)

en additionnant les relations (1) et (2), on a (*b+a’)o + (fc+a”) tv =
th + o' pour tout ¢ € H et v € My 2,(C); on en déduit :

" =—tce=—c et o =-tb; (3)

o a+ tub'u + tub + zc + d'u + "z = a pour tout u € Mz, 1(C).
Cette derniére relation est toujours vérifiée car, comme ty = —b', on a
(fub'u)’ = ~tub'u. (4)
Mais fub’u étant un élément de C, on a aussi :
(tub'u)t =tub'u. (5)

Des relations (4) et (5), on déduit que *ub’u = 0.

Comme a’u + a”z appartient & C, il est égal & son transposé :
duta’e =tutd +1zta = —tub —tec,

d’aprés les relations (3). La derniére relation devient a = a. a) est ainsi
démontré.
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Démontrons b). Comme A n’est pas dégénérée, c est une constante non
nulle et si 'on pose C' = A/c et B = (1/c)?b, alors :

ty=B(1l—-0)+Clulo. (6)

En multipliant le dernier vecteur de la base de GL2,42(C) par (1/k), on
obtient une nouvelle base dans laquelle le groupe G vérifie les hypotheses
du groupe cité dans la remarque qui précéde ’énoncé de ce lemme. De cette
remarque et de la relation (6), on obtient bien le b) du lemme A.3bis. D

LEMME A.4.— Soit H un sous-groupe du groupe orthogonal O, (C)
opérant irréductiblement sur C* et soit G un sous-groupe de GLyp42(C)
tel qu’il existe une matrice A de GLy12(C) vérifiant tMAM = A pour tout
M de G et dont les éléments sont de la forme :

1 0 0
M=|uy opm O
ey foy 1

avec upg, vpr € Mp1(C) et opr € H.
Supposons que lapplication de G dans My 1(C) x H qui ¢ M associe

(upg,o0) et Uapplication de G dans My, 1(C)x H qui & M associe (var,oM)
sont surjectives. Alors :
a) il existe des constantes a, ¢ # 0, et A # 0, un €élément b de M, 1(C)

tels que
a % ¢
A=1b AId, 0] ;

c 0 0

b) si C désigne la constante —\/c et B U'élément (=1/c)tb de My, 1(C),

alors
0 0
G= u . 4 0 ot u € Mp1(C), o€ H
Bu+ ™ Blo-1)+Ctus 1

et le sous-groupe G' formé des éléments M de G tels que opy = Idn
est de dimension n.
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Remarque A.1.— Dans une base convenable, on a :
1 0 0
G= u c 0 ouwu€M,1(C),c€H
u tue 1
2

Remargque A.2. — Soit :

A 0 0
G = v 4 0 ol €K, keC,
A—lk—’;ﬁ tyokA~l A~1 o€ H,u€ My1(C)

ou H est un sous-groupe du groupe orthogonal, K un sous-groupe de C*.
On a, pour tout g € G, la relation {gAg = A avec :

a 0 —k-1
A= 0 1d, 0
-k~ 0 0

ou a est une constante quelconque et réciproquement si A vérifie, pour tout
g € G, la relation 'gAg = A; alors il existe une constante a telle que A ait
la forme précédente.

Démonstration. — Comme dans le lemme précédent. Posons :
a a d"
A=[0b b v
c Cl cll

avec a, a”, ¢, " € C, bV € My n(C), b, b € M, 1(C), o', ¢ € My1,(C).
En écrivant : M AM = A pour tout M appartenant a2 G, on obtient les
relations :

o 'gb’ 4+ vc” = b pour tout 0 € H et v € M, 1(C), d'ou b’ = 0 et
d'=0;
e c'oc =¢ pour tout ¢ € H, dou ¢ =0;

e tob’c = b’ pour tout ¢ € H; d’aprés le lemme A.2, comme H opére
irréductiblement sur C*, il existe une constante A # 0 telle que
b = Aldy;

"t

e d'o+'ub'o +a"'v=d pour tout o € H et v € My, 1(C) ; (1)
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o tob+ve+tob'u = b pour tout o € H et v € My1(C); en transposant
cette relation, on obtient :

tbo +Tub'c +clv ="tb pourtout o € H et v € M, 1(C) ; (2)

En retranchant les relations (1) et (2), on a (a’ — 'b)o + (a” — ¢) tv =
a’ — ' pour tout o € H et v € My, 1(C), d’ot :

ad =" (3)
et
' =c; (4)
e a+'ub+zc+a'u+‘ub'u + o’z = a pour tout u € M, 1(C).
D’oil, en tenant compte des relations (3), (4) et b’ = A1dy, :
2%u 4+ 2zc+ Atuu=0. (5)

Comme A n’est pas dégénérée, c est une constante non nulle et si I’on pose

-1 -A
B=—"% et C=—"-,
¢ ¢

on obtient, d’apres les relations (1) et (5) :

t
‘v=B(oc — 1)+ Cluc et :c:Bu—}—C%{.

Le lemme se déduit de ces deux relations. D
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