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Théoreme de
Kuiper-Kuo-Bochnak-Lojasiewicz & I’infini(*)

PIERRETTE Cassou-Noauis(!) and Ha Huy Vui(®

RESUME. — Soit P € C[X,Y]. On dit que P est bon si pour tout
t € C, il existe un voisinage D de t et un sous-ensemble compact K de
C? tel que P} P-1(D)=K soit une fibration localement triviale. On dit que
P est modéré si son application gradient est propre au-dessus de 0. Dans
[NZ] on introduit les notions de Q-modéré et M-modéré et on montre
que ’ensemble des polynémes modérés est contenu dans I’ensemble des
polynémes Q-modérés, lui-méme contenu dans I’ensemble des polynémes
M-modérés et que ce sont des polynémes bons. Dans la premiére partie,
on montre qu'il existe des polynémes bons qui ne sont pas Q-modérés.

On dit que deux polynémes sont équivalents si les entrelacs & l'infini de
leurs fibres génériques sont isotopiques. On démontre dans la deuxiéme
partie que P ~ P 4 Q pour tout polynéme Q de degré inférieur ou égal
a k et de hauteur bornée si et seulement si le nombre de Lojasiewicz &
I'infini du polynéme P est inférieur ou égal & k — 1.

ABSTRACT.— Let P € C[X,Y]. P is a good polynomial if and only
if for t € C, there exists a neighbourhood D of ¢ and a compact subset
K C C such that P[P—I(D)—K is a locally trivial fibration. P is a tame
polynomial if and only if its gradient map is proper above 0. In [NZ] are
defined Q-tame and M-tame polynomials and it is shown that the set of
Q-tame polynomials is contained in the set of M-tame polynomials and
that they are good polynomials. In the first part of this paper is is shown
that there exist good polynomials which are not Q-tame.

Two polynomials are equivalent if the links at infinity of their generic
fibers are isotopic. In the second part, we show that P is equivalent to
P 4 Q for all polynomial Q with degree less or equal to ¥ and bounded
height if and only if the Lojasiewicz number at infinity of P is less or
equal to k — 1.
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Introduction

Cet article est composé de deux parties.

Broughton [B] a considéré ’ensemble des polynomes modérés. Un poly-
néme est modéré s'il existe un voisinage compact U de ses points critiques
et un nombre réel strictement positif K tel que || grad P(z, y)” > Koo sur
C2 — U. Broughton [B] a montré que P est modéré si et seulement s’il a
un nombre fini de points critiques et si p(P) = u(P + az + by) pour a et b
suffisamment petits ou p(P) désigne le nombre de Milnor global de P.

Dans [N] et [NZ], Némethi et Zaharia considérent deux autres classes
de polynomes, les polynomes Q-modérés et les polynomes M-modérés. Ils
montrent que les polynomes modérés sont contenus dans l’ensemble des
polynémes Q-modérés et que cet ensemble est lui-méme contenu dans I’en-
semble des polynémes M-modérés. Ils montrent que la premiére inclusion est
stricte, et posent la question de savoir si la deuxiéme I’est. Dans la premiére
partie de cet article, nous donnons un exemple de polynéme M-modéré qui
n’est pas -modéré.

Ensuite pour tout ¥ € N, nous donnons la définition suivante. Un
polynéne 0-modéré est un polynome bon. Pour k > 1, on dit que P est
k-modéré, si P a un-nombre fini de points singuliers, et si u(P) = p(P+Q)
pour tout polynéme @ de degré inférieur ou égal a k et de hauteur bornée.
Les polynémes modérés sont donc des polynémes 1-modérés. On généralise
le théoréme de Broughton en montrant que P k-modéré est équivalent au
fait qu’il existe une constante Ko et un nombre réel Ry tels que

llgrad P(z, )| > Koo/ 2. 9)] "
pour tous (z,y) tels que ”(:L', y)“ > Rp.

Enfin on démontre un analogue du théoréme de Kuiper-Kuo-Bochnak-
Lojasiewicz. On dit que deux polynémes bons sont équivalents, si les
entrelacs & I'infini de leurs fibres génériques sont isotopiques. On montre que
si P est un polynéme k-modéré, pour tout polynéme @ de degré inférieur
ou égal & k et de hauteur bornée,

Pr~o P+Q.

Et réciproquement, si pour tout polynéme @ de degré inférieur ou égal a k
et de hauteur bornée, on a P ~o, P+ @, alors P est k-modéré.

On peut remarquer que dans tous ces théorémes, on est capable de donner
une borne explicite pour la hauteur de Q.
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1. L’ensemble des polynomes Q-modérés est différent
de I’ensemble des polynémes M-modérés

Dans [N], Némethi introduit la notion de polynémes Q-modérés.

DEFINITION 1.— On dit que P € C[zy, ..., 2] est un polynéme Q-
modéré s’il n’existe pas de suite (zk)keN € C™ telle que

kl_ig.lonzk H =00, kli)n;o grad P(z;) =0
et {P(z1) — (2, grad P(zk»}k converge.

On note

M(P)={ze€C"|3reC", grad P(z) = Az}.

Dans [NZ1] et [NZ2] Némethi et Zaharia introduisent la notion de
polynémes M-modérés.

DEFINITION 2.— On dit que P € C[21, ..., z,] est un polynéme M-
modéré s’il n’existe pas de suite (zk)keN € M(P) telle que

klg{.lo ”zk “ =00, k{rgo grad P(z;) =0

et {P(z1)}, converge.

Zaharia nous a fait remarquer que dans [NZ2, p. 683] la preuve du
théoreme 1 montre aussi que l’ensemble des polynémes M-modérés est
contenu dans ’ensemble des polynémes bons.

Dans le cas de deux indéterminées, Ha [H2] a démontré que P est un
polynéme bon s’il n’existe pas de suite (zk) keN € C2 telle que

kllfr;onzk” = o0, kl-l-—I& grad P(z;) =0

et {P(zk)}k converge.

On voit donc que dans le cas de 2 indéterminées, 1’ensemble des poly-
nomes bons est égal a 'ensemble des polynomes M-modérés, et d’aprés
Némethi [N, p. 238] on montre que I’ensemble des polynomes Q-modérés
est contenu dans ’ensemble des polynomes bons.
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Dans ce paragraphe, nous allons montrer que 1’ensemble des polynomes
Q-modérés est strictement contenu dans ’ensemble des polynomes bons.

Nous allons utiliser le lemme suivant.

LEMME 1 [NZ].— Soient

fl) "'JfQ) gl)‘”)y.S) hl)"'ahTEIR[xly'”azm]
des fonctions polynomiales. Soient
U={zeR™| fi(x)=0, i=1,...,q}
W={zeR™|g(x)>0,i=1,...,s}.

Supposons qu’il existe une suite (zF) C UNW telle que limy,_, o, ||l2¥|| = oo,
limg_, oo hj(xk) =0,Vje{l,...,r}. Alors il existe une courbe algébrique

réelle p : (0,6) — UNW avec limi—op(t) = o0, limi—oo h;(p(t)) = 0,
Vjie{l,...,r} et dela forme

p(t) = at® 4+ agt*t 4 ...
avec a € R™\ {0} et a < 0.
Si

P(z,y) =Y aaa®y™,

on appelle polygone de Newton de P, noté A(P) l’enveloppe convexe de
I’ensemble

SuppP:{a|a,y¢0}.

On note A oo (P) = A(P)—(Ao(P)NA(P)) ot Ag(P) désigne le polygone
de Newton & l'origine de P. On appelle A (P) le polygone de Newton 3
I'infini de P.

LEMME 2.— Si P est bon, et s’il eziste une suite de la forme z(t) =
(t2,1%b(t)) qui vérifie

1511_13?)”2(13)” =00, tleO grad P(2(t)) =0

alors, 1l existe une face du polygone de Newton a Uinfini de P d’équation
ar + by = c.
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Preuve du lemme 2.— On écrit

P(x, y) — Zaaxoa ya2
P‘;(m, y) - Zaaalxcu—lyaz

P,(z,y) = Zaaagxalyaz'l .

Donc
Pé.(t) = Z aaaltaa1+ba2—ab(t)ag

Py(t) = agagtertbaz=bpgyea=1

On ne peut pas avoir aay + bag —a > 0 et aa; + bag — b > 0 pour
tout (a1,@2) € Supp P. En effet si a et b sont de signe contraire, on a
lim¢—o P(t) = 0, et on a supposé que P est bon, si a et b sont de méme
signe, Supp P serait dans la partie hachurée.

Fig. 1

Il existe donc (a1, @2) € Supp P tel que aay + bag — b < 0. Soit Ey
P’ensemble des (a1, a2) € Supp P tels que aa; + bag — b soit minimum. Si
|E1| = 1, limy_,g grad P(z, y) = oo. Donc |E1| > 2. Notons

c= min a1 + bas .
(or1,02)ESupp P

Alors la droite d’équation az + by = ¢ est une face du polygone a l'infini de
P. Le Lemme 2 est démontré. O
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On note F la face du polygone de Newton de P d’équation az + by = c.
On note

Pp(z,y)= Y, aaz®y™
(a1,02)EF

et pour tout ¢ € N, ¢ > 1,
Ppii(z,y) = > aaz™y*?.
(a1,02)€Supp P
aoa+bag=c+1i
Pour tout i €N, i > 1, Pry; est un polynéme quasi homogene
P(t) = P(t*,1°(1)) = Pp(t*,1%(0) + Py (1%, £5(0)) + -+
=1 (Pp(1,b(t)) + tPrpr (L,b(1)) +---) .

On écrit
P(t) =tPe4tt1Peyy + -
On note
H(z,y) = P(z,y) — 2P,(z,y) — yPy(,y) -
On pose

Hp(z,y) = Pr(e,y) - 2Pg(2,y) — yPp, (2, v)
et pour t €N, 7> 1,
Hpyi(e,y) = Pryi(z,y) — 2Ppy; (2, 9) — YPpyiy(2,0) -
Pour tout 1 € N, ¢ > 1, Hp; est un polynéme quasi homogene

H(t) = H(t%,t°(t)) = Hp(t%,1°b(1)) + Hpyq (£,105()) + - -
=1¢ (Hp(1,b(t)) + tHp41 (1,0(2) +---) .

On écrit
H@t)=tH. +t"1H 4y +-- -,

P,l;(t) — tc—apygc + tc-—a+l P::‘,c+1 4+,
Pjt) =P  +1e7HIP) e
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On va démontrer par récurrence, que si

P;,CZOZP;‘,0+1:"'=P:£‘,6+1'
et
P;,C:():Pévc_l_l :"':Pé,cﬂ'
alors
HCZO=HC+1=.,.: c+1 et PCZOZPC+1=...: c+1 -
Si
Py = Pg,(1,5(0)) =0,
alors
H.= PF(I, b(O)) - P;:’I(l,b(O)) .
Mais

¢Pr(1,5(0)) = aPf,(1,6(0)) et Pe= Pr(1,50)).

Donc, si Pl';»’x(l,b(O)) =0, alors H.=0et P, = 0.

On suppose que I'on a démontré que si

P"l/?,C:():P.é,C+1="'=P.1’7,C+’i—1
et
P:(;,C:():PZ;,C“*"I:"'=P1;yc+i—1
alors
H=0=H,y1=..=Hepjmqp et Po=0=Pp1=...=FPyi1.
On suppose
Ppe=0=P o1=...=Py.y;.
On a
1 d
P.;,=1|—=—Pr(1,b(t
c+1 (i! ar F( 3 ())+
1 di—l
—_— P 1,5(¢ <o 4 Py (1, 0(¢
t oy A 1L 6(1) + -+ Pryi( ())) o
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cPp(1,b(2)) = aPj,(1,b(t)) + bb(t)Pp, (1,b(2))

c(—ft—z Pr(1,b(t)) =

e rp s 03 () 902 7 10

7=0

(¢ + k) PRy (1,6(1) = aPpyy o (1,b(1)) + bb(t) Pry  (1,8(2))

qe-k
(c+ k‘)d ppy» PF+k(1 b(t))
Jdi ik di=h-=i
03 Pk (10) 0 3 (158 )00 Sy Phana (100)
J=0
Donc

i ¢ i—k
Z ((l j:)) :tz k PF+k(1 b(t))
k=0

t=0

b)) 2 1 gi—k—i
—aPai"c+z+bZ -1 Z : N1 k—1 PF+k‘y(1 b(t))
=0 7 k=0(l_k"]) dt*=k=J .
C’est-a-dire
(c+k) k) di= b(]
Z (i —k)! dti—F Prk(1,6(1)) = aPcyit ”Z Py oyi;
t=0
- aPai-,c+i
Si ’on montre que
A
> 5 ok P (Lb0)| = iPe )
) ek Ptk ct1
k=0 (l k) det =0

alors (¢ + §)Pey; = aP, ., et comme Heyj = Py — Pl oyi»si Pl ;=0
alors H.y; =0 et P.y; = 0. Mais

)

t=0

1 dz -k
Peyi= Z G- arE Pry(1,5(t))
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Pryk(1,5())

donc :
i—1 i—k
1 d*
) = kz__%(i——k—l)! d—F
d
5 Pr(16() = ¥'(t)Pry (1,5(1)) -
Donc
1 &
TR
1 di-i-1
SRR ¥ & o |
_Z!(Z_]_l)b (0) d¢r—i-1
1 dz 1
P 1,b(¢ =
oy g (WO
1—2 j—
1 d— 2
=) s N O =
o ili-i-2)
d ,
gt-PF+i—1(1,b(t)) = b'(t) Ppyio1,y (1, b(t
t=0
Alors
dz k
> o 5 e P10 =
k= t=0
1—1
p*+1(0) 1 dF-1-7
= Z - P} (1,5())
1] Z — 1 — 3\ gek—1—5 “ F+i—ky
= 7! o (k=1—j) dt J
-1, i—j—1
bI+1(0) 1 dF
=)~ 71 T8 Praicio1-ky (1,5()
7=0 J: k=0 kl dt
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Nous pouvons maintenant donner notre exemple de polynéme bon et non
@-modéré. Soit

—42072253 57253 , 3283 o

(2 3\3 4 _ 5
P_(:c +y) + 10368 T+ 97 5 +17z° - 10«
2584173 673321 2623 s —49
( 20736 | 108 g & TS+ e

100183  —23 969 511

2 22 3 4
( 27 + 9 T+ — ) + 44 ¢° — 6z )
6 47 7 .8

Y (-91+26z)— 5 Y +6y°.

Ce polynéme a un seul point & l'infini. Le diagramme de Eisenbud et
Neumann & l'infini d’une fibre quelconque est

A8 L L@

-}

@)

(€)

Fig. 2

On a noté les £; entre parenthéses a coté de chaque sommet. Ils sont tous
strictement positifs. D’aprés Ha [H3] et Le van Thanh et Neumann [NL],
ceci prouve que le polynéme est bon.

Il y a seulement deux suites z(t) = t73b(t), y(t) = —t~2 qui vérifient
tlin(l) grad P(z(t),y(t)) = 0.

Pour la premiére, on a

b(t) =1+t 4+t +3+ 1?; 54 %t6+ _3135157-}- _f§;§7t8+
N 13285 4 N 478477 g | 1457407 5
3456 20 736 41472
~48215725 15 N 39050845 15 33874259 14
248 832 248 832 1492992
1950738 107 15 | 124225307821 3¢
1990 656 35831 808
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~670293505 _,

P() = —T5rat6

et H{t)=co+cit+---

Pour la seconde,

Bt)= —141— 12415+ 50 pd g5, “161 6 —105 7 38107 4

12 18 32 ¢t T7a8
L 13985 o —4TBATT ;o 1457407 )
3456 20736 41472
48215725 1, 39050845 15 —33874259 .,
248 832 248 832 1492 992
1950738107 5
1990 656

0
" e _ 670203505 _,

P(t) =
®) 124416

Le polynéme est donc M-modéré, et il n’est pas @Q-modéré. Les calculs
ont été faits avec Maple.

2. Théoréme de
Kuiper—-Kuo-Bochnak-Lojasiewicz 4 1’infini

Dans ce paragraphe, nous considérons des polynémes bons. Nous gra-
duons I’ensemble des polynomes bons en introduisant la notion de poly-
némes k-modérés, pour k > 0. Nous montrons tout d’abord qu’un polynéme
est k-modéré si et seulement si son nombre de Lojasiewicz est supérieur ou
égal a k — 1, et nous montrons ensuite un analogue du théoréme de Kuiper—
Kuo-Bochnak-Lojasiewicz, qui fixe I’ordre de détermination d’un polynéme
k-modéré en fonction de k.

Soit P un polynéme de C[z, y]. On note Lo (P) son nombre de Loja-
stewicz ¢ U'infini, défini par

Loo(P) = lim 220

r—0 Inr

oll
é(r) = inf ||grad P(:c)”
ll=||=r
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Donc, il existe cg et Rg > 1 tels que

Leoo(P)

ngad P(z, y)” > COHJJH (2.1)

pour tous les (z,y) tels que ||(:c, y)“ > Ro.

Le supremum des cg tel que (2.1) soit vérifiée est appelé le coefficient de
Lojastewicz d Uinfini de P. On le note K.

Soit Q(J?,y) (S (C[:B) y]a

Qz,y)= > aqpz°y’

a+08<s

avec a, g # 0. Alors on appelle hauteur de @

ho = .
Q = max|aqg|

On sait, d’apres [H], qu’un polynome est bon si et seulement si Loo(P) >
—1 et qu’il est modéré si et seulement si Loo(P) > 0. Dans [B], Broughton
a montré que P est modéré si et seulement s’il n’a qu’un nombre fini de
points singuliers et pu(P + ax + by) = p(P) pour a et b assez petits.

DEFINITION .— Soit k € N. On dit que P est 0-modéré st P est bon.
Pour k > 1, on dit que P est k-modéré, si :
i) Loo(P) >0,

i) w(P + Q) = p(P) pour tout polynome Q de degré inférieur ou égal a
k et de hauteur hg < Koo /(4kDy) ot Dy est la dimension de l'espace
des polynémes de degré inférieur ou égal d k.

THEOREME 3.— Soit k > 0. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) P est k-modéré,
ii) Loo(P) > k— 1.

Preuve. — 1l suffit de montrer la proposition pour £ > 1. Nous montrons
tout d’abord le lemme suivant.

LEMME 4.— Soit k € N tel que k < Loo(P)+ 1. Soit Q un polynéme de
degré inférieur ou égal & k et de hauteur inférieure ou égale & Koo /(4kDy).
Alors u(P + Q) = p(P).
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Pour montrer le lemme nous utilisons la propriété suivante du nombre de
Milnor [M]. On a Lo (P) > 0 donc P est modéré et il n’a qu’un nombre fini
de points singuliers. Soit R un nombre réel positif tel que tous les points
singuliers de P soient contenus dans Br = {(z,y) € C? | |(z,)|| < R}.
Définissons

®p(R):S% — S3
grad P(z,y)
||grad P(z, y)|| '

(z,y) —

Alors,

Cl=, y]
o
8z ' Oy

M(P) = dim(;

est égal au degré de ’application ®p(R).
Nous commengons par montrer qu’il existe Rg tel que
i) tous les points singuliers de P et P + @ sont contenus dans Bp,;

i) sur dBR, = S, ||grad P + rQ|| # 0 pour tout 7 € [0, 1].
Il existe Ro > 1 tel que
lerad Pl > Kool (2, ) ="
pour ||(z,y)|| > Ro. En particulier,

|grad P|| > Koo RE=®)

pour (z,y) € S%O. On a

|lgrad P(z,y) + 7Q(z, y)| > |grad P(z,)|| - |7|||grad Q(z, )|
> |erad P(z,y)| — ||erad Q(z, v)||
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pour 7 € [0, 1]. D’autre part,

et =] (2.9 -

= E aa,ﬁaxa—lyﬁ, Z aq,382%Y - 1)

a+8<k o+B<k
o\ 1/2

(
= Z aa’ﬁawo‘_lyﬁ Z aq,802%y A1 <

a+p<k a+pB<k

—

N\ 1/2

IN

2
3 laasllel ||z, )] +( > |aa,ﬁ||m||<x,y)||’f-l)

\ a+B<k a+8<k
— K _
< || )l @kDrhg) < == =) *

3
Alors, pour (z,y) € SRO,

Loo(P) _ Koo nLoo(P)

||grad P(z,y)+ mQ(z y)“ > KRy oo R’é—l —RO

Donc Ry satisfait les conditions i) et ii).

Alors, on peut définir pour 7 € [0, 1] application ®p g (Ro) o

®p1rQ(Ro) : S?%o — 5§

(2, 4) — grad P(z,y) + 7Q(z,y)
’ |grad P(z, ) + 7Q(z, v)||

Les deux applications ® p4g(Ro) et ® p(Ro) sont homotopiques, elles ont
donc méme degré, et donc

p(P)=pnP+Q).
Le lemme 4 montre que ii) implique i).

Montrons maintenant que i) implique ii) par ’absurde. Nous supposons
que P est k-modéré et que Loo(P) < k — 1. Soit Q(z,y) = ¥, k > 0. Nous
considérons la famille des polynomes

P.(z,y) = P(z,y) +ez*.
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Nous montrons tout d’abord que si k — 1 > L (P), il existe des points
singuliers de Pe(z, y), (2(¢), y(¢)) tels que || (z(¢), y(¢))|| — oo quand ¢ — 0.
Nous utilisons ensuite cette propriété, pour montrer que ’on peut trouver
£ < Koo /(4kDy) tel que p(P + czF) > u(P) ce qui contredit le fait que P
est k-modéré.

Soient {(Xi,ai,Y), 1=1,..., r}, P’ensemble des paramétrisations des
branches de la courbe Pl(z,y) = 0 et {(X;,bj,Y), j=1,..., s}, len-
semble des paramétrisations des branches de la courbe Pé(:c, y) = 0. Rap-
pellons comment on peut obtenir ces paramétrisations. On note Py (z, y, z)le
polynome homogene associé a P(z, y). Supposons que & = A1(v), z = Az(v)
soit un développement de Puiseux de P}  (z,1,z) au voisinage d’un point
singulier. Alors une paramétrisation de Py(z, y) est donnée par z = a;(u),
y = az(u) ou

A1(1/u) 1
ajlu) = T, au)= ———.
=T M= 5w

On fait un changement de variables linéaire, de telle sorte que les points &
Vinfini de f soient de la forme (a4, 8;,1) avec ag # 0 et By # 0. Dans ce cas

deg(a1(u)) = deg(az(u)) = deg(a(u)) > 0.

D’apreés [CK, Main Theorem]

deg(a;) = deg(b;)

deg(Pjoa;) deg(PLo bj)>
2,]

Loo(P) = min (

Supposons que
deg(Pyz 0 b;)

LooP) = deg(b;)

Alors
Pé(bl,j(u)  boi(u) = ¢ uLoo(P)deglls) 4 .

Py(by,5(u), bz j(u)) =0
P2 (b1j(w), baj(u)) = Pr(by,j(u), by j(u)) + keby j(u)*?

et
P/ (b1,j(u), bz,j(u)) = Py(b1,;(w), by j(u)) =0.
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Donc

Pe o (b,j(u), baj(w)) =
= blk'su(k"l) deg(b1,5) 4+ 4 uLOO(P) deg(b;) + .-

Soit % un zéro de

blkgu(k—l“coo (P)) deg(b;) 4+ ter+ -

Alors (b1,j(u), b2 j(u)) est un point singulier de P et comme

1
I | (F—1—Lo (P)) deg(b;) .
‘= ( b1k€> *

(2(e), 4(e)) || — oo uand € — oo oit (2(6), ¥(e)) = (bri(w), by,i(w)-
Nous utilisons maintenant ce résultat pour montrer que u(P + Q) > p(P),
pour ¢ assez petit.

Soit Rp un nombre réel assez grand de telle sorte que tous les points
singuliers de P(z,y) soient contenus dans I'intérieur de la boule Bg,. Alors

u(P) = deg ®p(Ro). Si

inf dP
(z,;)ne%ollgra (z,9)]|

Y

2kREY
alors ||grad(P + TE:L'k)” # 0 pour (z,y) € S%O. En effet

ngad(P + ‘re:ck)” > ngad(P)H - ke:”:ck_l I

>

. k-1
(x’;)nefS%Ongad P(z,y)|| — keRy

inf dP
iy e

Z 2 >0.

On en déduit donc que si

i)nfS%O”grad P(z,y)|

(z,y)€

3

2kRET
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on peut considérer pour tout 7 € [0, 1] :

®p epk(Ro) : S}, — 3

grad P(z, y) + rex
|grad P(z,y) + rexk|

(z,y) — l

Les applications ®p(Ro) et ®p, ..k (Ro) sont homotopiques et donc
u(P) = deg@p(Ro) = deg ®p, ..k (Ro) .

Soit €9 tel que pour tout € < ¢, on ait ||(z(¢), y(¢)) || > Ro.

On considére maintenant

Koo inf(r’y)GS%O”grad P(z, y)”
3 _— t, < .
S4kp,’ f<°f0 et ¢ 2kRE

Puisque ¢ < (vinf(x,y)eS%O ”grad Pz, y)”)/(Qleg_l),

#(P) = deg ¢P+ez"‘ (Ro) -

Soit Br une boule telle que tous les points singuliers de P(z, y) +ez* soient
dans Bp. Puisque ¢ < ¢g, on a B, C Bp et dans Bg \ Bg, il y a des
points singuliers de P + z*. Soit

<I)P+€rk (R) : S% — S?

grad P(z,y) + ex®
||grad P(z,y) + sxk”

(z,y) —

alors deg @ py .k (R) > deg ®p, .k (Rp). Or

(P + c2¥) = deg ®p,, ok (R) > deg @ p .,k (Ro) = p(P).
Le théoréme 3 est donc démontré. O

Le théoreme de Kuiper-Kuo-Bochnak-Lojasiewicz [K] [Ku] [BL] dit
que l'ordre de détermination locale d’un germe de fonction analytique au
voisinage d’un point singulier est exactement Lo(f) + 1 ou Lo(f) est le
nombre de Lojasiewicz local du germe f. Nous avons un théoréme analogue
a linfini.
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DEFINITION .— Nous disons que deuzr polynémes bons, P et () sont
équivalents a Uinfini si les entrelacs @ Uinfini de leur fibre générique sont
isotopiques. Nous notons P ~ Q.

THEOREME 5. — Soit Loo(P) > 0. Alors

i) pour tout polynéme Q de degré inférieur ou égal @ Loo(P)+ 1 et de
hauteur inférieure ou égale @ Koo/ (4[Loo(P) + 1]D[£°o(p)+1]), alors

P~y P4+Q;

i) st pour tout polynome Q de degré s < r et de hauteur hg <
I{oo/(45Ds) on a P~y P+Q, alors

r < Loo(P)+1.

Démonstration du 1).— On suppose Loo(P) > 0. Donc P est modéré.
Alors pour tout polynéme @ de degré inférieur ou égal & Loo(P) + 1 et de
hauteur inférieure ou égale & Koo/ (4[Loo(P) + l]D[LOO(P)+1]), P 4+ Q est
modéré. En effet on considére P + @ + az + by avec
| < B

4[Loo(P) + 1] Dig o (P)41]

Alors d’apres le lemme 4, on a

u(P)=pP+Q)

Koo

f,oo(P) + 1]D[£®(p)+1] ’

t b <
a SBUES

et
u(P) = p(P+ Q+az +by).

Donc
(P +Q) = u(P+Q+az +by).

Donc d’apreés [B], P + Q est modéré.

De la méme fagon, pour tout 7 € [0,1], P + 7Q est modéré et
u(P+71Q) = p(P) est constant. Alors d’aprés [HZ], il existe Rg >> 1 tel que

@, : SE\(P+7Q)71(0) — S§

P(z,y)+7Q

®9) = P,y + Q]

soient des fibrations isomorphes.
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Il en résulte que les entrelacs & I'infini de (P+7Q)~!(¢) pour ¢ générique,
sont isotopiques pour tout 7 € [0, 1]. Donc les entrelacs & I’infini de P et
P + @ sont isotopiques, et P et P + () sont équivalents.

Démonstration du ii).— Supposons que P ~, P + @ pour tout @ de
degré s < r et hg < Koo/(4sDs). Alors les entrelacs a 'infini de la fibre
générique de P et P + @) sont isotopiques. Donc les fibres génériques de P
et P+ @ ont la méme caractéristique d’Euler. De plus P et P + @ sont
bons. Donc d’aprés [S], u(P) = pu(P + Q). Donc P est r-modéré, et d’apres
le théoréme 2, r < Loo(P) + 1.
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