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Théorème de

Kuiper2014Kuo2014Bochnak2014Lojasiewicz à l’infini(*)

PIERRETTE CASSOU-NOGUÈS(1) and HA HUY VUI(2)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. V, n° 3, 1996

RÉSUMÉ. - Soit P E C[X, , Y ~. On dit que P est bon si pour tout
t E C, il existe un voisinage D de t et un sous-ensemble compact K de
C2 tel que soit une fibration localement triviale. On dit que
P est modéré si son application gradient est propre au-dessus de o. Dans
[NZ] on introduit les notions de Q-modéré et M-m od éré et on montre
que l’ensemble des polynômes modérés est contenu dans l’ensemble des
polynômes Q-modérés, lui-même contenu dans l’ensemble des polynômes
M-modérés et que ce sont des polynômes bons. Dans la première partie,
on montre qu’il existe des polynômes bons qui ne sont pas Q-modérés.
On dit que deux polynômes sont équivalents si les entrelacs à l’infini de
leurs fibres génériques sont isotopiques. On démontre dans la deuxième
partie que P N ~ P + Q pour tout polynôme Q de degré inférieur ou égal
à k et de hauteur bornée si et seulement si le nombre de Lojasiewicz à
l’infini du polynôme P est inférieur ou égal à k - 1.

ABSTRACT. - Let P E C[X , , Y ) P is a g ood polynomial if and only
if for t E C, there exists a neighbourhood D of t and a compact subset
K C C2 such that locally trivial fibration. P is a tame
polynomial if and only if its gradient map is proper above 0. In [NZ] are
defined Q-tame and M-tame polynomials and it is shown that the set of
Q-tame polynomials is contained in the set of M-tame polynomials and
that they are good polynomials. In the first part of this paper is is shown
that there exist good polynomials which are not Q-tame.
Two polynomials are equivalent if the links at infinity of their generic
fibers are isotopic. In the second part, we show that P is equivalent to
P + Q for ail polynomial Q with degree less or equal to k and bounded
height if and only if the Lojasiewicz number at infinity of P is less or
equal t o k - 1.
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Introduction

Cet article est composé de deux parties.

Broughton [B] a considéré l’ensemble des polynômes modérés. Un poly-
nôme est modéré s’il existe un voisinage compact U de ses points critiques
et un nombre réel strictement positif tel que ~grad P(x, y) I > sur

C~2 - ~ . Broughton [B] a montré que P est modéré si et seulement s’il a

un nombre fini de points critiques et si = + ax + by) pour a et b
suffisamment petits où désigne le nombre de Milnor global de P.

Dans [N] et [NZ], Némethi et Zaharia considèrent deux autres classes
de polynômes, les polynômes Q-modérés et les polynômes M-modérés. Ils
montrent que les polynômes modérés sont contenus dans l’ensemble des

polynômes Q-modérés et que cet ensemble est lui-même contenu dans l’en-
semble des polynômes M -modérés. Ils montrent que la première inclusion est

stricte, et posent la question de savoir si la deuxième l’est. Dans la première
partie de cet article, nous donnons un exemple de polynôme M-modéré qui
n’est pas Q-modéré.

Ensuite pour tout k E N, nous donnons la définition suivante. Un

polynône 0-modéré est un polynôme bon. Pour 1~ > 1, on dit que P est

k-modéré, si P a un -nombre fini de points singuliers, et si = + Q)
pour tout polynôme Q de degré inférieur ou égal à k et de hauteur bornée.
Les polynômes modérés sont donc des polynômes 1-modérés. On généralise
le théorème de Broughton en montrant que Pk-modéré est équivalent au
fait qu’il existe une constante et un nombre réel Ro tels que

pour tous (x, y) tels que (I (x, y) II > Ro.
Enfin on démontre un analogue du théorème de Kuiper-Kuo-Bochnak-

Lojasiewicz. On dit que deux polynômes bons sont équivalents, si les

entrelacs à l’infini de leurs fibres génériques sont isotopiques. On montre que
si P est un polynôme pour tout polynôme Q de degré inférieur
ou égal à k et de hauteur bornée,

Et réciproquement, si pour tout polynôme Q de degré inférieur ou égal à ~
et de hauteur bornée, on a P + Q, alors P est ~-modéré.

On peut remarquer que dans tous ces théorèmes, on est capable de donner
une borne explicite pour la hauteur de Q.



1. L’ensemble des polynômes Q-modérés est différent
de l’ensemble des polynômes M-modérés

Dans ~N~, Némethi introduit la notion de polynômes Q-modérés.

DÉFINITION 1. - On dit que P E ~~ z1 , ... , zn ~ est un polynôme Q-
modéré s’il pas de suite E CCn telle que

et ~ P(z~) - (Zk grad k 

On note

Dans et [NZ2] Némethi et Zaharia introduisent la notion de

polynômes M-modérés.

DÉFINITION 2. - On dit que P E C[ zi , ... , zn ] est un polynôme M-
modéré s’il n’existe pas de suite E telle que

et converge.

Zaharia nous a fait remarquer que dans [NZ2, p. 683] la preuve du
théorème 1 montre aussi que l’ensemble des polynômes M-modérés est
contenu dans l’ensemble des polynômes bons.

Dans le cas de deux indéterminées, Ha [H2] a démontré que P est un
polynôme bon s’il n’existe pas de suite E C~2 telle que

et { P ( z~ ) } ~ converge.
On voit donc que dans le cas de 2 indéterminées, l’ensemble des poly-

nômes bons est égal à l’ensemble des polynômes M-modérés, et d’après
Némethi [N, p. 238] on montre que l’ensemble des polynômes Q-modérés
est contenu dans l’ensemble des polynômes bons.



Dans ce paragraphe, nous allons montrer que l’ensemble des polynômes
(,?-modérés est strictement contenu dans l’ensemble des polynômes bons.

Nous allons utiliser le lemme suivant.

LEMME 1 [NZ].2014 Soient

des fonctions polynomiales. Soient

Supposons qu’il existe une suite C U ~ W telle que = oo,

= 0, d j E ~ 1, ... , r~. Alors il existe une courbe algébrique
réelle p : (0, ~) - U n W avec = oo, h~ ~p(t)~ = 0,

on appelle polygone de Newton de P, noté (P) l’enveloppe convexe de
l’ensemble

On note ~~(P) _ ~{P)- où désigne le polygone
de Newton à l’origine de P. On appelle le polygone de Newton à
l’infini de P.

LEMME 2.- Si P est bon, et s’il existe une suite de la forme =

(ta, qui vérifie

alors, il existe une face du polygone de Newton à l’infini de P d’équation
c.



Preuve du lemme ~. - On écrit

Donc

On ne peut pas avoir aal + ba2 - a > 0 et aa1 + ba2 - b > 0 pour
tout (al, a2) E Supp P. En effet si a et b sont de signe contraire, on a
limt-o P(t) = 0, et on a supposé que P est bon, si a et b sont de même
signe, Supp P serait dans la partie hachurée.

Fig. 1

Il existe donc a2 ) E Supp P tel que aa1 + ba 2 - b  0. Soit El
l’ensemble des ( a 1, a 2 ) E Supp P tels que aa1 + ba 2 - b soit minimum. Si

= 1, limtogradP(x,y) = oo. Donc > 2. Notons

Alors la droite d’équation ax + by = c est une face du polygone à l’infini de
P. Le Lemme 2 est démontré. 0



On note F la face du polygone de Newton de P d’équation ax + by = c.
On note

et pour tout i e N , i ~ 1,

Pour tout i i ~ 1, Pp+t est un polynôme quasi homogène

On écrit

On note

On pose

et pour i ~ N, i ~ 1,

Pour tout i i ~ 1, HF+i est un polynôme quasi homogène

On écrit



On va démontrer par récurrence, que si

alors

alors

Mais

. 

J.,~B ‘ 
. 

~ . , 
.

On suppose que 1"on a démontré que si

alors

On suppose

On a



Donc

C’est-à-dire

Si l’on montre que

alors (c + = comme = si = 0

alors = 0 et = 0. Mais



donc :

Donc

Alors



Nous pouvons maintenant donner notre exemple de polynôme bon et non
Q-modéré. Soit

Ce polynôme a un seul point à l’infini. Le diagramme de Eisenbud et
Neumann à l’infini d’une fibre quelconque est

On a noté les fi entre parenthèses à côté de chaque sommet. Ils sont tous
strictement positifs. D’après Ha [H3] et Le van Thanh et Neumann [NL],
ceci prouve que le polynôme est bon.

Il y a seulement deux suites x(t) = ~&#x26;(~), , y(t ) = -t - 2 qui vérifient

Pour la première, on a



On a

Pour la seconde,

On a

Le polynôme est donc M-modéré, et il n’est pas Q-modéré. Les calculs
ont été faits avec Maple.

2. Théorème de 

Kuiper-Kuo-Bochnak-Lo jasiewicz à l’infini

Dans ce paragraphe, nous considérons des polynômes bons. Nous gra-
duons l’ensemble des polynômes bons en introduisant la notion de poly-
nômes k-modérés, pour k ~ 0. Nous montrons tout d’abord qu’un polynôme
est k-modéré si et seulement si son nombre de Lojasiewicz est supérieur ou
égal à h - 1, et nous montrons ensuite un analogue du théorème de Kuiper-
Kuo-Bochnak-Lojasiewicz, qui fixe l’ordre de détermination d’un polynôme
k-modéré en fonction de k.

Soit P un polynôme de C[ x, y] . On note son nombre de Loja-
siewicz à l’infini, défini par



Donc, il existe co et Ro » 1 tels que

pour tous les (x, y) tels que Il (~, y) Il > R~.
Le supremum des co tel que (2.1) soit vérifiée est appelé le coefficient de

Lojasiewicz à l’infini de P. On le note 

Soit y) E C[ ~ , y ~,

avec 0. Alors on appelle hauteur de Q

On sait, d’après ~H~, qu’un polynôme est bon si et seulement si 
- 1 et qu’il est modéré si et seulement si 0. Dans ~B~, Broughton
a montré que P est modéré si et seulement s’il n’a qu’un nombre fini de

points singuliers et + ax + by) = pour a et b assez petits.

DÉFINITION . Soit On dit que Pest 0-modéré si P est bon.

Pour k > 1, on dit que Pest k-modéré, si :

i~ 0,

ii~ + Q) = pour tout polynôme Q de degré inférieur ou égal à
k et de hauteur hQ  où Dk est la dimension de l’espace
des polynômes de degré inférieur ou égal à k.

THÉORÈME 3. - Soit k > 0. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Pest k-modéré,

ii~ k - 1.

Preuve . Il suffit de montrer la proposition pour l~ > 1. Nous montrons
tout d’abord le lemme suivant.

LEMME 4. - Soit k ~ N tel que k  + 1. Soit Q un polynôme de

degré inférieur ou égal à k et de hauteur inférieure ou égale à 
Alors + Q) = ~c(P).



Pour montrer le lemme nous utilisons la propriété suivante du nombre de
Milnor [M]. On a 0 donc P est modéré et il n’a qu’un nombre fini
de points singuliers. Soit R un nombre réel positif tel que tous les points
singuliers de P soient contenus dans BR = ~ (~, y) E C2 ~ () (~, y) (I  R} .
Définissons

Alors,

est égal au degré de l’application ~p(~).
Nous commençons par montrer qu’il existe Ro tel que

i) tous les points singuliers de P et P + Q sont contenus dans ;

ii) sur âBRo = II grad P +  Q~ ~ 0 pour tout  E [0, 1],

Il existe 1 tel que

~ Ro. En particulier,

pour (x, y) E ~~o. On a



pour r E ~ [0, 1]. D’autre part,

Alors, pour (x, y) E ~~,

Donc Ro satisfait les conditions i) et ii).
Alors, on peut définir pour r ~ [0, 1] l’application 03A6P+Q(R0) où

Les deux applications et sont homotopiques, elles ont
donc même degré, et donc

Le lemme 4 montre que ii) implique i).
Montrons maintenant que i) implique ii) par l’absurde. Nous supposons

que P est k-modéré et que  k - 1. Soit Q(x, y) = xk, k > 0. Nous
considérons la famille des polynômes



Nous montrons tout d’abord que si k - 1 > il existe des points
singuliers de y), (~(~), y(~)) tels que Il (x(~), y(~)) Il --~ oo quand £ --~ 0.
Nous utilisons ensuite cette propriété, pour montrer que l’on peut trouver
£  tel que + > ce qui contredit le fait que P
est ~-modéré.

Soient = 1, ..., r~, l’ensemble des paramétrisations des
branches de la courbe Px(~, y) = 0 et ~ (X~ bj, Y) , j = 1, ..., s~ , l’en-
semble des paramétrisations des branches de la courbe y) = 0. Rap-
pelions comment on peut obtenir ces paramétrisations. On note P~ (x, y, z) le
polynôme homogène associé à P(x, y) . Supposons que x = = A2 (v)
soit un développement de Puiseux de 1, z) au voisinage d’un point
singulier. Alors une paramétrisation de P’x(x, y) est donnée par x = ai (u),
y = a2 (u) où

On fait un changement de variables linéaire, de telle sorte que les points à
l’infini de f soient de la forme (aq, Bq, 1) avec aq ~ 0 et ,Qq ~ 0. Dans ce cas

D’après [CK, Main Theorem]

Supposons que

Alors



Donc

Soit u un zéro de

Alors {u) , b2~~ {u)~ est un point singulier de P~ et comme

Il (~(~) ~ yc~)~ Il ~ °° quand £ -~ o0 où (~(~) ~ y(~)~ = ~bl~~ (u~ ~ b2~.~ (u~~ 
Nous utilisons maintenant ce résultat pour montrer que + ~Q) > 
pour é assez petit.

Soit Ro un nombre réel assez grand de telle sorte que tous les points
singuliers de P(x, y) soient contenus dans l’intérieur de la boule Alors

= deg Si

alors Ilgrad(P + 0 pour (x, y) E ~~. En effet

On en déduit donc que si



on peut considérer pour tout r E ~ [ 0, 1 ] :

Les applications et sont homotopiques et donc

Soit ~0 tel que pour tout £  ~0, on ait ~ x(~), y(~)) II > Ro.
On considère maintenant

Soit BR une boule telle que tous les points singuliers de P(x, y) soient
dans BR. . Puisque £  ~o , on a BRo C BR et dans BR B BRo il y a des

points singuliers de P + Soit

Le théorème 3 est donc démontré. 0

Le théorème de Kuiper-Kuo-Bochnak-Lojasiewicz [K] [Ku] [BL] dit

que l’ordre de détermination locale d’un germe de fonction analytique au
voisinage d’un point singulier est exactement ,Co( f ) + 1 où ,Co( f ) est le
nombre de Lojasiewicz local du germe f. Nous avons un théorème analogue
à l’infini.



DÉFINITION . Nous disons que deux polynômes bons, P et Q sont

équivalents à l’infini si les entrelacs à. l’infini de leur fibre générique sont

isotopiques. Nous notons P Q.

THÉORÈME 5.2014 Soit 0. Alors

i) pour tout polynôme Q de degré inférieur ou égal à + 1 et de

hauteur inférieure ou égale à ~~~/(4~~~(P) + , alors

si pour tout polynôme Q de degré s  r et de hauteur hQ 
on a P P + Q, alors

Démonstration du i~. On suppose > 0. Donc P est modéré.

Alors pour tout polynôme Q de degré inférieur ou égal à + 1 et de

hauteur inférieure ou égale à + , P + Q est
modéré. En effet on considère P + Q + ax + by avec

Alors d’après le lemme 4, on a

Donc

Donc d’après [B], P + Q est modéré.
De la même façon, pour tout r E [0,1], P + TQ est modéré et

= p(P) est constant. Alors d’après ~H Z~ , il existe Ro » 1 tel que

soient des fibrations isomorphes.



Il en résulte que les entrelacs à l’infini de pour t générique,
sont isotopiques pour tout r E ~ [0, 1]. Donc les entrelacs à l’infini de P et
P + Q sont isotopiques, et P et P + Q sont équivalents.

Démonstration du ii). - Supposons que P P + Q pour tout Q de
degré s  r et . Alors les entrelacs à l’infini de la fibre

générique de P et P + Q sont isotopiques. Donc les fibres génériques de P
et P + Q ont la même caractéristique d’Euler. De plus P et P + Q sont
bons. Donc d’après [S], = + Q). Donc P est r-modéré, et d’après
le théorème 2, r  + 1.
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