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Propriétés multiplicatives universelles
de certains quotients d’algébres de Fréch_et(*)

JEAN EsTERLE(D)

RESUME. —

Soit A une algébre de Fréchet commutative unitaire et soit I un idéal
premier dense de A qui est réunion d'une série croissante (In)">1
d’idéaux fermés de A. Soit S le semi-groupe multiplicatif des éléments
non nuls et non inversibles de 1’algébre quotient A/1.

Alors S contient une copie de tout semi-groupe abélien, non unitaire,
concellatif et sans torsion de cardinal 20 si on admet I’hypothése du
continu.

ABSTRACT.— Let A be a commutative, unital Fréchet algebra, let I
be a dense, prime ideal of A and let S be the multiplicative semigroup of
nonzero, non invertible elements of A/I. If there exists a nondecreasing
sequence (I")n>1 of closed ideals of A such that I = Un>1 I, and if

the continuum hypothesis is assumed, then S contains a copy of every
abelian, non unital, torsion-free cancellative semigroup of cardinal 2Vo.

1. Introduction

Soit A une algebre de Fréchet, commutative unitaire, c’est-a-dire une
algébre commutative unitaire A sur C munie d’une famille croissante
(Il - lln),5; de semi-normes sous-multiplicatives (dont l’intersection des
noyaux est réduite a 0) pour laquelle A est compléte. On dira qu’un idéal I
de A est de type dénombrable si I = Un?_1 I, ou (I,-L)n>1 est une suite
croissante d’idéaux fermés de A. On sait (voir [11]) qu’un idéal dense de type
dénombrable de A n’est jamais maximal. Plus précisément si on désigne par

(*) Regu le 6 avril 1994
(1) Laboratoire de Mathématiques Pures, E.R.S. 027, 351 cours de la Libération,
F-33405 Talence Cedex (France)
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BN le compactifié de Stone-Cech de N, il existe une injection + — M, de
BN\ N dans I’ensemble des idéaux maximaux de A de codimension infinie
contenant I [11, corollaire 3.2].

On se propose ici de montrer que si I est un idéal premier dense de A de
type dénombrable, alors ’ensemble B des éléments non inversibles et non
nuls de A/I (qui est non vide d’aprés ce qui précéde) posséde une structure
multiplicative trés riche : il existe une injection 1 : T'w; — B telle que

Y(d+d) =9(d) - ¥(d), d d €T

ol T'wy est le “semi-groupe universel” introduit par l’auteur dans [6]. En
particulier, si on admet I’hypothése du continu 280 = ¥;, alors pour tout
semi-groupe abélien (V,+) sans torsion, non unitaire, cancellatif (c’est-a-
dire que ’application z — d + z est injective sur V pour tout d € V)
ayant la puissance du continu il existe une injection ¢ : V. — B telle que
o(d+d) = p(d)p(d') (d, d € B). En faisant apparaitre des produits
infinis convenables dans A, on déduit les propriétés ci-dessus de propriétés
analogues du semi-groupe additif (£/R,+) ou £ désigne l’ensemble des
suites u = (un)n>1 d’entiers positifs dominées par une suite

p= (pn)nZI telle que p, =

arbitrairement donnée, et ol (un)n21 R (vn)n21 si les suites (un)n21 et
(vn)n>1 coincident a partir d’un certain rang. Nous n’avons pas trouvé
cette propriété de (£/R,+) dans la littérature, mais il est par contre bien
connu depuis le siécle dernier que si on pose

(un)n21 > (U”)nZI quand un — vy =,

et si on admet ’hypothése du continu, alors tout ensemble totalement
ordonné S tel que card S < 280 est isomorphe en tant qu’ensemble ordonné
a un sous-ensemble de (£/R,>). Notre démontration du résultat ci-dessus
concernant (£/R,+) reprend les méthodes bien connues, & ceci prés qu'’il
faut les appliquer au sous-ensemble de £/R formé des suites (un)n>1
divisibles & partir d’un certain rang (dépendant de k) par tout entier k >2.

Ce travail a été motivé par le probléme toujours ouvert de la continuité
des caractéres sur les algébres de Fréchet ([2], [3], [4], [15]). L’existence d’un
caractére discontinu sur une algébre de Fréchet commutative est équivalent
4 Dexistence d’un caractére sur un certain quotient U /I ou U est une
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algebre de Fréchet de “fonctions entiéres” en une infinité de variables
(c’est la deuxiéme des algébres introduites par Clayton dans [3], et c’est
la version commutative de 1’algébre de séries formelles pondérées en une
infinité d’indéterminées introduite par Dixon et ’auteur dans [4]) et ou I
est un idéal premier dense de type dénombrable de U (voir [12]).

Moyennant des complications techniques, on peut étendre les propriétés
multiplicatives universelles de B a I'intersection ()5 a™-B pour un élément
quelconque a de B (voir également [12]); il nous a plutét paru utile ici de
présenter la méthode basée sur les produits convergents et 1’utilisation de
(€/R,+) dans toute sa simplicité, d’autant plus que cette méthode nouvelle
a suggéré a 'auteur des simplifications majeures dans la partie la plus
technique ([7], [9], [10], [17], [18]) de sa construction d’homomorphismes
discontinus de C(K) (voir ’article [13] en préparation).

2. Sur certains quotients d’algébres de Fréchet

Soit (E, <) un ensemble partiellement ordonné. Si A, B sont deux parties
non vides de F, on note A < B quand # < y pour tout £ € A et tout y € B.
Si A est non vide, on écrit par convention § < A et A < § et on écrira x au
lieu de {z} quand ces relations concernent des singletons.

DEFINITION 2.1.— Un ensemble partiellement ordonné (E,<) est dé-
nombrablement saturé si pour tout couple (A, B) de parties au plus dénom-
brables de E telles que AUB # 0, A< B, il existex € E tel que A < ¢ < B.
On appellera semi-groupes les couples (V,+) (resp. (V, -)) ot V est un en-
semble non vide muni d’une loi abélienne associative notée additivement
(resp. multiplicativement).

Le semi-groupe sera dit cancellatif si I’application  — « + y (resp.
z — z.y) est injective sur V pour tout y € V, et il sera dit sans torsion si
n.c # n.d (resp. ¢® # d") pour ¢, d € V, ¢ # d, n > 2. Un groupe abélien
(G, +) est dit divisible si I’équation n.z = d posséde une solution dans G
pour tout d € V et tout n > 2. Si G est divisible et totalement ordonné
I’équation g.x = p.d posséde alors une unique solution dans G pour tout
p € Z et tout ¢ > 1, et ceci permet de définir sur G une structure d’espace
vectoriel sur @ pour laquelle p.d a le sens habituel pour p € Z [14]. Pour tout
groupe totalement ordonné G, on note G4 Pensemble des éléments positifs
de G et G| I'ensemble des éléments strictement positifs de G.
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DEFINITION 2. 2. — Soit (V,+) (resp. (V, -)) un semi-groupe. On dira
que (V,+) (resp. (V, -)) est universel s’il existe un groupe totalement
ordonné divisible dénombrablement saturé (G, +) et une application injective
¥ GYL — V telle que ¢(d + d') = (d) + ¥(d') (resp. ¥(d) - ¥(d')), d,
d' €Gy.

Soit wy le premier-ordinal non dénombrable. On note S,,; 'ensemble des
suites transfinies dyadiques :cg telles que {€ < wy | z¢ = 1} soit non
vide et posséde un plus grand eglement Muni de l’ordre lexicographique,
Sw, est un ensemble totalement ordonné dénombrablement saturé (cette
construction est due & Sierpinski [16], voir les références dans [1], [5], [6] et
[8]). Soit maintenant GS}I) I’ensemble des applications f : S,; — R telles
que supp f = {z € S, | f(z) # 0} soit un ensemble bien ordonné au plus

dénombrable. Pour f, g € G‘(‘,ll), on pose
f>g sif(z)>g(z), z=inf{ye S, [fly) #9®)}-

Muni de Paddition usuelle des fonctions, Gs,ll) est un groupe totalement
ordonné divisible dénombrablement saturé [5] et Ggl) est minimal en ce
sens que tout groupe totalement ordonné dénombrablement saturé (G, +)
possede un sous-groupe divisible isomorphe en tant que groupe totalement
ordonné a Ggl) [5]. Autrement dit, si on pose T/, = {f € GSI) | f> 0},
on voit qu’un semi-groupe (V, +) (resp. (V, -)) est universel si et seulement
s’il existe une application injective ¢ : T, — V telle que ¥(d + d’) =
¥(d) + ¢(d’) (resp. ¥(d) - ¥(d)), d, d' € T,

Si (G, +) est un groupe totalement ordonné abélien, avec card G < Ry,
alors G est isomorphe en tant que groupe totalement ordonné & un sous-
groupe de G( ) [5]. On en déduit la proposition suivante, implicitement
contenue dans [5] et [8].

PROPOSITION 2.3.— Soit (V,+) (resp. (V, -)) un semi-groupe universel,
et soit (W, +) un semi-groupe cancellatif, non unitaire et sans torsion. Si
card(W) < Ry, il existe une injection  : W — V telle que ¥(d + d') =
¥(d) +¥(d’) (resp. ¥(d) - ¢(d')), d, d' € W.

Preuve.— On munit le produit cartésien W x W de P’addition terme
a terme et de la relation (¢,d) R (¢/,d’) si et seulement si ¢ + d' = ¢’ + d.
Cette relation est compatible avec ’addition de W x W, et le quotient
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G = W x W/R est un groupe pour la loi induite, dont I’élément neutre 0 est
la classe (¢, ¢), c désignant un élément quelconque de W. Soit 6 : WxW — G
la surjection canonique. L’application ¢ : ¢ — 8(2¢, ¢) est une injection de
W dans G telle que

ple+d)=p(c)+p(d), c,deW

(le fait que ¢ est injective vient du fait que W est cancellatif). En particulier
0 ¢ @(W). Soit F P’ensemble des parties U de G, stables par addition et
contenant (W), telles que 0 ¢ U. Il résulte immédiatement du lemme de
Zorn que F posséde un élément Uy maximal pour inclusion, et il est clair
que {0}, Up, —Up sont disjoints deux & deux. Nous allons montrer que

G = Up U {0} U (=Uy).

Pour z € G, posons

Uo(z)= | |JWo+n2)| U {m‘z}m_>_1
n2>0

de sorte que Up(z) est stable par addition et contient Uy U {z}. Si z ¢ Uy,
on a 0 € Up(z). Si m.z = 0 avec m > 1, soient ¢; d € W tels que z = 6(c, d).
On a alors (mec,md) R (c,¢) soit m.c = m.d dou ¢ = d, z = f(¢c,c) = 0
puisque W est sans torsion. Donc si z ¢ Up U {0} il existe n > 0 et z € Uy
tels que £ + nz = 0, et on a en fait n > 1. Si —z ¢ Up il existerait de méme
m > 1et y € Uy tels que y+ m(—z) = 0, soit 0 = mz + ny € Up, ce qui est
absurde. Donc dans ce cas —z € Ug et G = Up U {0} U (=Tp).

Il est alors facile de voir, et bien connu, que la relation # < y si et
seulement si y — # € Up fait de (G,+) un groupe totalement ordonné.
Comme card G < N1, une récurrence transfinie de routine (voir par exemple
[5]) montre que G est isomorphe en tant que groupe totalement ordonné & un
sous-groupe de Gwl1 . Comme ¢ : ¢ — 6(2c¢, ¢) est une application injective,
et comme (W) C G, la proposition en résulte.

On voit donc que si V est un semi-groupe universel cancellatif, non
unitaire, sans torsion de cardinal 2% (par exemple si V = T, ), la structure
de V est aussi riche que possible si on admet I’hypothése du continu 280 = X
puisque dans ce cas V' contient une copie de tout semi-groupe cancellatif
non unitaire sans torsion W tel que card W < 280 = card V. Par contre,
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Tj,l perd cette propriété si on suppose que 2% > Ry car dans ce cas il
n’existe aucune injection respectant 1’addition de T;,, dans T, , ou T, Wy st
le semi-groupe construit de maniére analogue a T, & partir de I’ensemble
des suites transfinies dyadiques (.'c{) < telles que {¢ | x¢ = 1} posséde un
plus grand élément [5]. O

DEFINITION 2.4.— Soit (V,+) un semi-groupe. On dira que (V,+) est
un semi-groupe rationnel si on a une application (r,d) — r.d de Q% x V
dans V possédant les propriétés suivantes :

(r+r)d=rd+r'd, rr'eQi, deV, (1)
ld=d, deV, (2)
rd+d)=rd+rd, reQi,d deV, (3)
r(f'd)y=(rr")d, r,r €@}, deV. 4)

Notons qu’un semi-groupe rationnel est nécessairement sans torsion car
si n.d = n.d’ alors

_1 _ L
d==~(nd) = ~(nd)=d"

Nous énon¢ons-comme une lemme une propriété élémentaire utilisée notam-
ment dans [7], [10] et [18].

LEMME 2.5.— Soit (V,+) un semi-groupe rationnel, cancellatif et non
unitaire. Pour d, d' € V posons d < d' si d' € d+ V. On suppose que l’on
a les trois propriétés suivantes :

(1) toute suite strictement croissante d’éléments de V est majorée ;

(2) toute suite strictement décroissante d’éléments de V est minorée;

(3) si (un)n>1 est une suite strictement croissante d’éléments de V', et

st (U”)n>1 est une suite strictement décroissante d’éléments de V
telle que vy, > up pour tout n > 1, alors il existe d € V tel que
vp, > d > uy, pour tout n > 1.

Alors (V,+) est un semi-groupe universel.

Soit maintenant NN I’ensemble des suites u = (un)n>1 d’entiers stric-
tement positifs muni de I’addition terme & terme. Pour u = (un) n>1

v= (vn)n21 € NN on pose la condition suivante.
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Condition 2.6.— uRwv si et seulement si {n € N|up # vn} est fini
ou vide. Il est clair que cette relation d’équivalence est compatible avec
I’addition de sorte que (NN/R,+) est un semi-groupe. Ce semi-groupe est
évidemment cancellatif, non unitaire, et sans torsion.

PROPOSITION 2.7.— Soit (pn)n>1 une suite d’entiers positifs telle que

Pn — 00.
—+00

Soit
£ = {u: (un)n>1 ENN 271 —_— 0} .

Pn n—oo
Alors (£/R,+) est un semi-groupe universel.

Preuve. — Soit 6 : £ — £/R P’application canonique, et soit

F=()k-&/R.
k>1

Comme p, — o0 (n — o0), on peut construire une suite strictement
croissante (gj),, d’entiers positifs, avec go = 1, telle que pp > (k + 1)!
pour n > qi. Pour ¢ <n < ggyq, k >0, posons uy, = k!.

Soit u = (un)n>1. On a up/pn < 1/k pour ¢ < n < gg4q et par
conséquent u € £. Comme uy, est divisible par k pour n > g4, on a 8(u) € F
et F est non vide. Comme F C £/R, F est sans torsion. De plussid € F,
n > 2etsix € &/R vérifie n.z = d, alors pour tout m > 1il existe y € £/R
tel que n.m.y = d et on a £ = m.y. Donc F' = ()51 nF et on munit (F,+)
une structure de semi-groupe rationnel en notant (p/q).d I'unique solution
dans F de I’équation ¢.¢ = p.d pour p> 1, ¢ > 1.

Soient u = (“")n>1 et v = (vn),, deux éléments de £, et supposons
qu’il existe w = (w,~5n>1 € £ tel que 6(u) = 0(v) + O(w). Si (u) € F et
6(v) € F, alors il existe pour tout k > 2 un entier g, tel que u, et v, soient
divisibles par k& pour n > ¢;. Comme u, = vy + wy, pour n assez grand,
6(w) € F et on voit que la relation d’ordre sur £/R au sens du lemme 2.5
coincide sur F' avec la relation d’ordre de F'.

Soit (am)m>1 une suite strictement croissante d’éléments de F et, pour
m>1,soit

Um = (um,n)n>1 €& telle que O(um) = am .
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On peut construire par récurrence une suite (qk)k>0 strictement crois-
sante d’entiers avec go = 1, telle que -

7 1
k+1,n <=

Ukt+1,m > Uk, s
Pn

et telle que uyyy ,, soit divisible par (k + 1)! pour n > g, k > 1. Posons
Wn = Ug41,, POUr g < 1 < ggyq. Pour n > 1 soit o(n) > 0 Pentier défini
par les relations ¢,(,) < 7 < gy(n)41-

On a wy/pn < 1/0(n) pour n > ¢ et w = (wn)n>1 € £ Pour m > 2,
n > gm-1,0na0(n) > m—1, et wn = Upy(n)41,n et divisible par (o(n)+1)!,
donc par m. Donc f(w) € F.

Une récurrence immédiate montre que upiy, > Um,n pour n > g,
1<m<kk>1.Pourm>1letn>qny,ona

o(n)>m et wn=Us(n)p1,n > Umn -

Posons

Wn — Um,n sin2>qm
"mmpm =

. et rp = (r .
1 sil<n<gn m (m’n)“?-l

On a o™ + 6(rm) = 6(w) donc f(w) > am, m > 1. Soient maintenant
(0m),, >, une suite strictement croissante d’éléments de F et (ﬂm)m>1 une
suite strictement décroissante d’éléments de F telles que am < Bm, m > 1.
Pour m > 1, soient u,, = (umvn)nZI et vy, = (Umvn)n21 des éléments de £
vérifiant

6(um) = am, Ovm)=Pm.

On définit de méme que plus haut une suite strictement croissante
(qk) k>0 dentiers, avec go = 1, telle que

Vkm > Vk+l,n > Uk+1,n > Ukn

et telle que vi1q p, €t ug4q p soient divisibles par (k+1)! pour n > g, k > 1.
On définit w = (wn), ., et o(n) pour n > 1 de méme que ci-dessus. Une
récurrence immédiate montre que vm,n > Vgy1n > Ukt1,n > Um,n POUT
n>qr, 1<m<k k>1 Pour m>1etn>qgn, onaalors

Um,n > va(n)+1,m > uo(n)+1,m > Umyn,
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SOit Umn > Wp > Um,n. Si on pose

Pmyn = Wn —Umn, Smpn =Umn—Wn, N4

Tmn =Sma=1, 1<n<qn
Tm = (rm'")nZI y Sm = (Sm,n)n>1 ,

B(sm) +0(w) = Bm, 6(w)=0(rm)+ amn.

On vérifie de méme que plus haut 8(w) € F et on a By > 6(w) > am,
m > 1. .

Soit maintenant (ﬁm)m>1 une suite strictement décroissante d’éléments
de F. La suite (vm)m>1 étant définie comme ci-dessus, on construit par
récurrence une suite strictement croissante (gx) k>0 dentiers, avec go = 1
telle que vk, > Vg41 ., €t telle que vgyy ,, soit divisible pour (k + 1)! pour
n 2 gk-

Posons wn = vgy1,, POUr g < 1 < gpyq et w = (w")nZI' On définit
o(n) de méme que plus haut pour n > 1.

Les calculs précédents montrent que pour m > let n > ¢, on a
Um,n > Vg(n)4+1,n = Wn

et, en définissant s,, = (sm,n)n>1 comme précédemment, on obtient
Bm + 0(w) = 6(sm). L’argument précédent montre que 6(w) € F et on a
f(w) < Bm, m > 1. 1l résulte alors du lemme 2.5 que F est un semi-groupe
universel. A fortiori, (£/R,+) est un semi-groupe universel.

Notons que la richesse de la structure de (£/R,+) ne dépend pas du
choix de la suite (ps) n>1- En effet, si (p},) ., est une autre suite d’entiers
positifs telle que pl, — 0o (n — o) et si p!! = inf(pn, pl,) (n > 1), désignons
par £ et £” les ensembles associés a (p;%)nZI et (p;{)nzr Il est clair que
("R, +) s’injecte naturellement dans (£/R,+) et (£'/R,+).

Soit maintenant (qk) &>p une suite strictement croissante d’entiers, avec
g0 = 1, telle que p” > pk_ pour n > qi, k > 1. Pour u = (un)n>1 posons
o(u) = (vn)n?_l ol vy, = U pour ¢ < n < gx41. On obtient -

Yo(n)

Un
= < —— pourn2q,
24 Ps(n)
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olt o(n) est défini par les relations 9o(n) S 1 < do(n)41, €t p(u) € £”. On
a p(u+v) = p(u) + ¢(v), u, v € &, et I'application O(u) — (p(u)) est
une injection de £/R dans £”/R respectant ’addition. Donc il existe une
injection respectant ’addition de (£/R,+) dans (£'/R,+) et de méme il
existe une injection respectant 1’addition de (£'/R,+) dans (§/R,+).

Soit maintenant A une algebre de Fréchet commutative unitaire sur C, et
soit e ’'unité de A. La topologie de A est alors définie par une suite croissante
{E H)n>1 de semi-normes sous-multiplicatives telles que ||e||n =1n>1
On note A Dlensemble des caractéres continus de A, et le spectre d’un
élément quelconque a de A coincide avec ’ensemble {x(a)} e [15] (un
résultat analogue, mais plus difficile & établir, est valable e pour le spectre
simultané d’une famille finie d’éléments de A [2]). Si x € 4, il existe n > 1
et K > 0 tel que ]x(:c)| < K”x“n, z € A. Soit

F={zealfel, =0}

L’application p : 2 + F — ” “ définit une norme sur ’algébre quotient
A/F et lapplication X : z+F — X (&) est un caractére continu sur (4/F, p).
Donc IX(:L'+F)| < p(x+F), cest-a-dire que |x(x)| < ||:c|| pour tout ¢ € A
(et on a en fait K = 1 dans I'inégalité ci-dessus). O

Dans ce qui suit le terme idéal désignera toujours un idéal propre, c’est-
a-dire strictement contenu dans ’algébre correspondante.

LEMME 2.8.— Soit I un tdéal dense d’une algébre de Fréchet commu-
tative unitaire A, soit J C I un idéal fermé de A, et soit 7 : A — AJJ
Uapplication canonique. Il existe alors une suite (zn)n>1 d’éléments de 1
telle que z, — 0, n — o0, et telle que w(e + 2,,) € Inv(A/J), n > 1.

Preuve. — Traitons tout d’abord le cas ou J = {0}, et soit n > 1. Il
existe ¢ € I tel que “z - e|| < 1 et il existe x € A tel que x(z) =
On a alors [x(z - e| > ”:1: - e“ et, par conséquent, x est discontinu pour
la semi-norme || . Hn Comme I est dense dans A, il existe u € I tel que
x(u) =1 et il existe y € A tel que

x(y) =1 et "y” T””——-

Posons z, = —u.y.On a x(e +2,) =0, 2z, € I et ”z”n < 1/n. Donc

zZn — 0 et e+zp¢InvA.

n—oo

- 654 -



Propriétés multiplicatives universelles de certains quotients d’algébres de Fréchet

Considérons maintenant un idéal fermé J de A tel que J C I et soit
m : A — A/J Dapplication canonique. Alors m(I) est un idéal dense de
l’algébre de Fréchet A/J. Il existe d’aprés ce qui précéde une suite (un)n>1
d’éléments de w(I) telle que up — 0, n — 00, et telle que e+uy, ¢ Inv(A/J),
n > 1. Mais il existe alors une suite (zn)n>1 d’éléments de I telle que

znn:;oO et m(zp) =up, n>1,

ce qui achéve la démonstration du lemme. O

Rappelons qu’un idéal I d’une algébre commutative A est dit modulaire
quand Palgébre quotient A/I est unitaire. Si A est une algébre non unitaire,
on notera A" = A @ Ce lalgébre obtenue en adjoignant une unité e 3 A.
Si (A,]| - [ln),,»; est une algébre de Fréchet, on munit A* d’une structure

d’algébre de Fréchet en posant ||:L' + Ae”n = ||x||n +|Al,z€e A AeC

LEMME 2.9.— Soit I un idéal dense de type dénombrable d’une algébre
de Fréchet commutative non unitaire A. Si I est modulaire, il existe un idéal
dense de type dénombrable J de A" tel que les algébres quotient A/T et A%/J
sont isomorphes.

Preuve.— Soit f € Atel que x —zf € I, z € A, et soit (In) n>1 Une
suite croissante d’idéaux fermés de A telle que I = (J,,>1 In. Posons™

Up={c€AdA|z—zfel,}, n>1.

On a A = Up,> Un et (Un) n>1 €St une suite croissante de sous-espaces
fermés de A. Il résulte alors de la propriété de Baire que A = U, pour n
assez grand, et on peut en fait supposer que z — zf € I,, pour tout z € A
et pour tout n > 1. Posons

J=I+(f-¢e)C, Jo=L,+(f—-¢e)C, n>1.

On vérifie immédiatement que J et J,, n > 1, sont des idéaux de A!; on
a J = U,>; Jn. D’autre part J,, somme d’un sous-espace fermé et d’un
sous—espace_ de dimension 1 de A" est fermé dans A" pour n > 1; J est
de type dénombrable. Il existe une suite (up)p>1 d’éléments de I telle que

up — f (p — 00). On a alors up + e — f — e (p — 00) et J est dense
dans Al
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Soit 7 : A¥ — A"/J ’application canonique. Ona JNA = I, 7(f) = n(e).
Donc m(A) = A*/J et commekerm N A =J N A = I, les algébres quotient
A/I et A'/J sont isomorphes, ce qui démontre le lemme. O

THEOREME 2.10.— Soit I un idéal premier modulai re dense de type
dénombrable d’une algébre de Fréchet commutative sur C, et soit B l'en-
semble des éléments non nuls et non inversibles de A/I. Alors (B, -) est un
semi-groupe universel.

Preuve. — 1l résulte du lemme 2.9 que 'on peut supposer que A est

unitaire. On a
I=J L
n>1

ou (In)n>1 est une suite croissante d’idéaux fermés de A. Pour U C A,
on notera A\U = {x € A| z ¢ U} le complémentaire de U dans A. On a

AT = () (A\ 1),

n>1

et par conséquent A \ I est un G5 de A. D’aprés un résultat élémentaire
bien connu la topologie induite sur A\ I par celle de A peut étre définie par
une distance d pour laquelle A\ I est complet.

Soit w : A — A/I (resp. m, : A — A/I,) lapplication canonique. Comme
I est premier, A\ I est stable par produits et e +2 € A\ I pour z € I. Soit
(pn)n>1 une suite d’entiers positifs telle que p, — co (n — 00).

Il résulte du lemme 2.8 que ’on peut construire par récurrence une suite
(zn)n>1 d’éléments de I vérifiant les conditions suivantes :

(e +2n) ¢ Inv(A/I), n>1, (5)
n n+1
d[H (€4 z)™* ]:[(e+z1C "l <27" (6)
k=1
0<mp <prp,k<n+1,n>1). Soit

_ _ N U
g‘{u_(“”)n_ZleN [p—:n:gOO}
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Il résulte de (6) que la suite (H’k‘:p(e + 1)) converge dans A\ I pour
tout p > 1 et pour tout u = (un) 5, € €. Soit ¢p(u) sa limite. On a

ep(utv) = pp(w) - pp(v), wvEE, p21

et
(mopp)(u) = (7o p1)(u), u.eé', p>1.

Si uRv, on a ¢p(u) = @p(v) pour p assez grand et par conséquent
@ : B(u) — (mop1)(u) est une application bien définie de £/R dans A/I telle
que p(a+ ) = ¢(a)-¢(B), a, B € E/R. Soit u € £. Comme p1(u) € A\,
[f(u)] #0.

Comme I = |J,;5 In on voit que

7~ H(Inv(A/T)) = U 77  (Inv(4/1,)) .

n>1
Mais si u = (un)n>1 €&, ona

n

n(p1(u)) = (H (e + Zk)uk) “Tn(Pnt1(w)) .

k=1

Comme 7n(e + 2z5,) ¢ Inv A/ I,

T (p1(v)) ¢ Inv(A/I,, n>1,

et

¢(6(u)) = 7(p1(u)) ¢ Inv(A/I).

Par conséquent ¢(£/R) C B.

D’aprés la proposition 2.7, il existe un morphisme de semi-groupes
p: T, — &/R.Posons ¥ = pop. On a alors ¥(d + d') = ¢(d) - y(d'),
d,d" € T/, . Sid > d, alors ¢(d — d’') € B, donc %(d — d’') # e. Comme
¥(d) # 0 et comme A/ est intégre, on a alors ¥(d’) = ¥(d'—d)-¥(d) # ¥(d)
et ¢ est injectif. Ceci achéve la démonstration du théoréme. O

Apres avoir obtenu 1 : T(L; — B, on serait tenté d’essayer, comme dans
[6], d’obtenir un morphisme d’algébre injectif § de 1’algébre C,,, (introduite
dans [6]) dans A/I pour lequel I’image de I'unique idéal maximal de C,,
serait contenue dans B U {0}. L’outil utilisé dans [6] pour réaliser les
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extensions transcendantes reste valable dans A/I [12, Corollaire 3.4]. Par
contre, le radical de A/I peut étre réduit & {0} (c’est le cas de I’algébre
quotient liée au probleme de Michael mentionnée dans l'introduction) et
dans cette situation le seul homomorphisme 6 : C,; — A/I est de la forme
f — x(f) - e out x est I'unique caractére de C,, .

La méthode inaugurée dans le présent artlcle basée sur le faxt que
(€/R,+) est universel permet, moyennant des lemmes faciles de relévement,
de montrer que [),,5; a™.B est universel pour tout a € B, les notations étant
celles du théoréme 2.10. Elle permet également de simplifier considérable-
ment la construction d’homomorphismes discontinus de C(K') proposée par
l’auteur. Des indications & ce sujet sont données dans [12]; ce dernier point
fera ’objet d’un article ultérieur détaillé [13].
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