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Estimation effective des points entiers
d’une famille de courbes algébriques(*)

DimiTrIOS PourLakis()

RESUME. — Soit C : F(X,Y) = 0 une courbe algébrique, définie sur un
corps de nombres K. Soient K une cléture algébrique de K et K(C) e
corps des fonctions de C. Dans ce travail nous donnons des conditions
suffisantes, sur la ramification de 1'extension K (C)/K(X), pour que
I'équation F(X,Y) = O ne posséde qu'un nombre fini de solutions en
entiers de K. De plus, nous calculons un majorant explicite pour la taille
des solutions de I’équation F(X,Y) = O, en entiers algébriques de K.

ABSTRACT.— Let C : F(X,Y) = 0 be an algebraic curve, defined over
an algebraicnumber field K. Let K be an algebraic closure of K and K (C)
the function field of C. In this work we give sufficient conditions, on the
ramification of the extension K(C)/K(X), for the equation F(X,Y) =0
to have only a finite number of solutions in algebraic integers of K.
Also, we calculate an explicit upper bound for the size of solutions of
the equation F(X,Y) = 0, in algebraic integers. of K.

1. Introduction et énoncé du résultat

Soient K un corps de nombres, Ok son anneau des entiers et K une
cloture algébrique de K. Soit F(X,Y) un polynéme de K[X, Y], abso-
lument irréductible. Notons C' la courbe algébrique définie par 1’équation
F(X,Y) =0 et g son genre. Notons aussi K (C) le corps des fonctions de C.
Lorsque a € K (respectivement a = 0o) on désigne par T, (respectivement
Ys) Pensemble des anneaux de valuation discréte de K(C), qui se trou-
vent au-dessus de l’anneau de valuation discréte de K (X) associé 3 X — a
(respectivement 1/X).

O] Recu le 31 mai 1994
(1) Université de Thessalonique, Département de Mathématiques, G-54006 Thessalo-
nique (Gréce)
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En 1929, Siegel [22] a montré le résultat suivant.

THEOREME .— Il n’eziste qu’un nombre fini de solutions de I’équation
F(X,Y) = 0, en entiers de K, sauf peut-étre st ¢ = 0 et ’ensemble oo
posséde au plus deuz éléments.

Toutefois la démonstration de Siegel ne donne pas une méthode pour
déterminer de fagon explicite les solutions de ’équation F(X,Y) = 0,
en entiers de K. Dans [13] on donne une démonstration effective de ce
théoréme de Siegel, dans le cas ol ¢ = 0 et ’ensemble ¥, contient au
moins trois éléments. Le cas ¢ = 1, a été traité de facon effective par
Baker et Coates [1] et Schmidt [17]. Pour d’autres résultats effectifs on
peut consulter [2], [5], [7], [11], [12], [14] et [26]. Dans [2] on donne des
conditions suffisantes, sur la ramification de I’extension K(C)/K(X), pour
que ’équation F'(X,Y) = 0 ne posséde qu’un nombre fini de solutions en
entiers de K. De plus, la méthode décrite dans [2], permet le calcul d’un
majorant explicite pour la taille des solutions de ’équation F(X,Y) = 0,
en entiers de K. Notons que la famille des courbes étudiée dans [2] contient
les courbes C, telles que I'extension K(C)/K(X) soit galoisienne. Le but
de notre travail est d’améliorer ce résultat (théoréme 1), par une autre
méthode, et de le généraliser (théoréme 2). Nous décrivons la méthode que
nous avons employée dans la section 2.

Soit V(Q) ’ensemble des valeurs absolues de Q qui contient la valeur
absolue ordinaire et les valeurs absolues p-adiques { [p avec [p|p =p~L
Notons V(K) = {| . lv : v € M(K)} 'ensemble des valeurs absolues de
K, qui prolongent les éléments de V(Q). Si v € M(K), notons d, le degré
local correspondant. Soit ® une famille finie, non vide, d’éléments de K. Si
card ® > 2, on appelle les quantités :

Hg@®) = [ maxle|™ et H(®)= Hg(a)/FU
veM(k) “€®

“hauteur” de ® (relativement & K) et “hauteur absolue” de ® respective-
ment. Si ® = {z}, on pose Hg(z) = Hi ({1,z}) et H(z) = H({1,z}). Soit
P e K[X1,..., Xm]; par “hauteur” Hg(P) et “hauteur absolue” H(P)
de P nous entendrons la hauteur et la hauteur absolue de la famille des
coefficients de P. Pour les propriétés des hauteurs, on peut consulter [10,
chap. 3], [19, chap. 2] et [23, chap. VIII].

Soient d et Dy le degré et le discriminant de K respectivement. Posons
N = max{degx F, degy F'}. Notre résultat principal est le théoréme
suivant.
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THEOREME 1.— Supposons que la courbe algébriqgue C : F(X,Y) = 0
posséde une des deuzr propriétés suivantes :

(i) il existe a, b € K tels que les indices de ramification des anneauz
de ¥, sont tous divisibles par un entier e;, i = a, b, avec eq > 2 et
ep > 3;

(ii) il existe a1, az, az € K tels que les indices de ramification des

anneaur de Xg,, t =1, 2, 3, sont tous divisibles par 2.

Alors siz, y € O avec F(z,y) =0, on a :

max{Hg(z), Hg(y)} < exp{\IIIDKVI’lHK(F)%}

ou
U= NIOPENT g —gN13 g, =16d103N.

COROLLAIRE 1.— Supposons que la courbe C : F(X,Y) = 0 soit de
genre g > 1 et Uextension K(C)/K(X) galoisienne. Alors si z, y € Ok
avec F(z,y) = 0, les quantités Hyg (z), Hi (y) vérifient linégalité donnée
dans le théoréme 1.

Dans [2], on suppose que

n—-1,m o
FX,)Y)=Y"+ a;; X'Y7?
J
=0
J=0

avec a;; € Og. On suppose aussi que la courbe C posséde une des

propriétés (i), (ii) du théoréme 1. Soient o1, ..., o4 les d plongements de
K dans le corps des nombres complexes C. Si ¢ € Op, on note ||z|| =
{|0'1(a:)l, ..., |ea(2)|}; les quantités Hg(z) et ||z|| vérifient I'inégalité

llz|| < Hg(z) < ”x”d Aussi, on pose H = max; ;{|la;;||}; de méme les
quantités H (F) et H vérifient 'inégalité H < Hg(F) < H?. Alors, si z,
y € Ok avec F(z,y) = 0, on montre dans [2] par une autre méthode, que

max{|lz||, llyl]} < exp {®|D [T B2} .

La constante ¥ ne dépend que de d et de N ; elle est effectivement calculable
mais n’est pas donnée explicitement; de plus, on a :

Uy = 50N et Wy = (N3)*N.
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Le théoréme 1 donne une valeur explicite pour ¥ et améliore sensiblement
I’exposant de H, mais I’exposant de |Dg| dans [2] est légérement meil-
leur pour N > 6; alors, dans le cas ot K = Q, le théoréme 1 améliore
sensiblement le résultat de.[2]. Notons aussi que dans [27], on donne une
démonstration effective du théoréme de Siegel, dans le cas ou l’extension
K(C)/K(X) est galoisienne, sans calculer un majorant explicite. La mé--
thode employée dans [27] est différente de la méthode de [2] et de la notre.
Enfin, dans le dernier paragraphe nous présentons des familles de courbes
algébriques qui vérifient les hypothéses du théoréme 1.

Rappelons qu’un diviseur sur C est un élément du groupe abélien libre
engendré par les anneaux de valuation discréte W de K(C), avec K C W
([9])- On désigne par M le degré total de F(X,Y). En combinant le théoréme
1 et le théoréme 2 de [14], nous obtenons le résultat plus général suivant.

THEOREME 2. — Supposons que la courbe C : F(X,Y) = 0 soit de
genre g > 1 et qu’il existe une fonction h = n(X,Y)/E(X,Y) de K(C), ou
n(X,Y), &(X,Y) € K[X, Y], telle que lextension K(C)/K(h) posséde une
des propriétés (i)-(ii) du théoréme 1. Soient ®; et @ deuz constantes telles
que H(n(X,Y)), H(E(X,Y)) < @ et le degré total des n(X,Y), £(X,Y)
soit < ®y. Soit (k) _ = k1Vi + -+ k. V;, ot les entiers ky, ..., ky sont
positifs et V1, ..., V; € oo, le diviseur des péles de h. Notons deg(h) = 6
et Z=max{M, 2g+ky, ..., 29+k.}. Alorssiz, y € O avec F(z,y) =0,
on a:

max{H(z), Hk (W)} < exp{ (2201)™ | Dk | " Hx (F)™ } ,
Q1 = 3-107 d?n"=24761547920+5 (99 4 26) % 34
Qg = 2-10% rdn"="¢26% (29 + 26)*°

Q3 = 7-108dn"§11g7=16+7920+6 (9 1 26)3592 |

COROLLAIRE 2.— Supposons que la courbe C : F(X,Y) = 0 soit de
genre g > 1 et qu’il existe une fonction h = n(X,Y)/E(X,Y) de K(C),
ot n(X,Y), &(X,Y) € K[X,Y], telle que Uestension K(C)/K(h) soit
galoisienne. Alors si z, y € Og avec F(x,y) = 0, les quantités Hg(z),
Hg (y) vérifient U'inégalité donnée dans le théoréme 2.
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Dans [14], on étudie une famille de courbes algébriques, qui sont revéte-
ments cycliques de la droite projective P!, et on calcule un majorant expli-
cite pour la hauteur de leurs points entiers, définis sur un corps de nombres
(théoréme 3). Le corollaire 2 est donc une généralisation de ce résultat.

2. Principe géométrique de la démonstration

Le principe géométrique de la démonstration du théoréme 1 est trés bien
expliqué par J.-P. Serre dans [20]. Dans ce paragraphe, nous allons le décrire
d’une fagon plus générale.

Soit V une variété affine de A". Notons z1, ..., &, les fonctions coordon-
nées de V. Si E est un sous-ensemble de K, on désigne par V(E) I’ensemble
des points de V & coordonnées dans E. On appelle un ensemble S C V(K),
quasi-entier (relativement & Of), s’il existe un entier rationnel non nul o,
tel que pour tout P € S on a az;(P) €Ok, i=1, ..., r. On note par Voo
I’ensemble des points de la cloture projective de V qui se trouvent a I'infini.
Par courbe algébrique on entendra une variété algébrique de dimension 1.
Si C est une courbe algébrique, on désigne par £ (C) 'ensemble des an-
neaux de valuation discréte V de K(C), avec K C V, tel que pour tout
V € (C) il existe P € Cx avec V 2 Op(C), o Op(C) est ’anneau
local de C en P. Rappelons qu’un morphisme de courbes algébriques affines
f : C — E est non ramifié si I'extension K(C)/K(E) est non ramifiée en
dehors de £(C).

ProPOSITION 2.1.— Soit ¢ : T — & un morphisme fini de courbes
affines, défini sur K.

(a) Si S C T(K), alors S est quasi-entier si et seulement ¢(S) est un
sous-ensemble quasi-entier de E(K).

(b) Supposons que le morphisme ¢ est non ramifié. Alors si S est un
sous-ensemble quasi-entier de £(K), il eziste une extension finie K’
de K telle que ’ensemble ¢~ 1(S) est rationnel sur K'.

On peut consulter [19, pp. 108, 109] pour une démonstration de ces
résultats. Dans les énoncés correspondants de [19], on suppose aussi que le
morphisme ¢ est surjectif. Ce n’est pas nécessaire, car d’aprés le théoreme
4 de [21, p. 48], tout morphisme fini de variétés affines est surjectif. Notons
aussi que la partie (b) de la proposition 2.1 est une version affine du théoréme
de Chevalley—Weil pour les courbes algébriques ([10, p. 44] et [19, p. 50]).
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Soit F(X,Y) un polynéme absolument irréductible de K[ X, Y']. Notons
C la courbe définie par I’équation F(X,Y) = 0. On s’intéresse & déterminer
les points entiers sur C, rationnels sur K. Introduisons une courbe affine
plane (irréductible) C’ : F/(X,Y) = 0, définie sur un corps de nombres
L D K, telle que pour tout corps de nombres M D L, on sait déterminer
explicitement les sous-ensembles quasi-entiers de C'(M).

Supposons qu’il existe un morphisme fini f : C/ — Al. Alors il existe un
corps de nombres L', avec L' D L, et un polynéme G(X,Y) de L'[ X, Y],
tel que f(z,y) = G(z,y), pour tout (z,y) € C'(K). Considérons une courbe
T qui est une composante irréductible de ’ensemble algébrique défini dans
’espace affine A* par les équations :

F(X,)Y)=0, FI(X,Y)=0 e X=GX'Y).

Soient z, y, ¢’ et 3 les fonctions coordonnées sur 7, engendrées par X, Y,
X' et Y/ respectivement. On a deux morphismes canoniques 7 : 7 — C et
7' T — C', définis par 7(Q) = (z(Q),y(Q)) et 7(Q) = (2'(Q),¥'(Q)).
On a supposé que le morphisme f est fini; il en résulte que 1’anneau
K[z',y'] est entier sur l'anneau K[G(z,y)] = K|z]. Par conséquent
'anneau K[z',y,z,y] est entier sur K[z, y], d’ot1 on a que le morphisme
7 est fini. Comme z = G(z’,y'), on déduit que le diagramme suivant est
commutatif : !

T o
C Al
x

Supposons maintenant que le morphisme 7 est non ramifié. Alors d’aprés
la proposition 2.1(b), il existe un corps de nombres M, avec M D L',
tel que 71 (C(OK)) € T(M); de plus, d’aprés la proposition 2.1(a), on
a que 771 (C(Og)) est un sous-ensemble quasi-entier de 7 (M). Ensuite,
la proposition 2.1(a) entraine que ’(7~1(C(Ofk))) est un sous-ensemble
quasi-entier de C'(M) (qu’on sait déterminer explicitement). Si P € C(Og),
ilexiste R € 7' (7~1(C(Ok))), tel que z(P) = G(z'(R), y'(R)). Donc, dans
le cas ou1 on est muni d’une version effective de la proposition 2.1(b), on peut
déterminer explicitement les éléments de C(Of).

Récapitulant, pour appliquer cette méthode on a besoin de trois choses.
D’abord, d’une courbe affine plane (irréductible) C’, définie sur un corps
de nombres L O K, telle que pour tout corps de nombres M D L, on
sait déterminer explicitement les sous-ensembles quasi-entiers de C'(M).
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Deuxiéme chose, d’un morphisme fini de courbes affines f : ¢! — Al défini
sur un corps de nombres L, tel que morphisme fini 7 soit non ramifié (on
définit 7, m et 7’ comme ci-dessus). Troisiéme chose, il faut connaitre une
vesion effective de la proposition 2.1(b), au moins dans le cas particulier
auquel on s’intéresse.

A notre connaissance, on a appliqué cette méthode pour la premiére
fois dans [8], ol on I’a utilisée pour réduire le probléme de déterminer les
solutions entieres de I’équation hyperelliptique et superelliptique, au cas de
I’équation X3 + Y3 = 1. Dans [19], on considére une famille de courbes
hyperelliptiques F'(X,Y) = 0 et on utilise cette méthode pour réduire le
probléme de déterminer les solutions entiéres de 1’équation F(X,Y) = 0,
au cas d’une équation elliptique. A propos de la proposition 2.1(b), la
remarque 1 de [8, p. 72], implique que si on connait explicitement le
morphisme ¢ : 7 — &£, on peut déterminer (explicitement) ’extension finie
K' de K. Toutefois, & notre connaissance, il n’existe pas dans la littérature
une version effective générale de la proposition 2.1(b) (par exemple une
majoration explicite du discriminant de K’ en fonction des courbes 7, £ du
morphisme ¢ et de K).

Pour démontrer le théoréme 1 on utilise une courbe C’, adaptée aux
propriétés de ramification du morphisme p : C — Al défini par p(z,y) = z.
Dans le premier cas on utilise la courbe S = R +(a—b), que ’on projette
sur Al par (r,s) — & = r® 4 a = s° 4 b. Dans le deuxiéme cas, on utilise
la courbe R? = (X — a;)(X — a2)(X — a3), que I’on projette sur Al par
(z,7) — . Aussi, il est bien connu qu’on sait déterminer explicitement les
ensembles quasi-entiers sur les deux courbes auxiliaires. Remarquons que
dans le premier cas on peut remplacer la courbe auxiliaire par les équations
Rfe = X —a et S° = X — b. Alors la proposition suivante, qui est un cas
particulier effectif de la proposition 2.1(b), suffit pour la démonstration du
théoréme 1.

PROPOSITION 2.2.— Soit C : F(X,Y) = 0 une courbe (irréductible),
définie sur K. Supposons qu’il existe ay, ... ,as € K et e € Z, avec € > 2,
tels que les indices de ramification des anneauz de Lo, sont tous divisibles
pare,i=1, ..., s. Notons T la courbe algébrique dont le corps de fonctions
est le corps K(C)(R), ot R® = (X —ay)---(X —as). Soit ¢ : T — C la
projection définie par ¢(z,y,r) = (z,y). Si z, y € O avec F(z,y) = 0,
notons L le corps engendré sur K(ay, ..., as) par les éléments de I’ensemble
¢~ 1(x,y). Alors le discriminant Dy, de L satisfait 'inégalité :

|DL| < 'DK’eZ2sN2s (]VGH(F))7d236623103 N18+2¢ ‘
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Le morphisme ¢ : 7 — C est non ramifié. Alors pour démontrer la
proposition 2.2, on détermine un ensemble fini S d’idéaux premiers (entiers)
P de K(ay, ..., as), tels que pour tout P ¢ S le morphisme ¢ : 7 — C
se réduit mod? en un morphisme de courbes affines ¢p : 7p — Cp non
ramifié. On en déduit que ’extension L/K(ay, ..., as) est non ramifié en
dehors de S. Comme il n’existe qu’un nombre fihi d’extensions d’un corps
de nombres M, de degré borné, non ramifiées en dehors d’un ensemble fini
d’idéaux premiers (entiers) de M, on en déduit le résultat.

Dans les sections 3, 4 et 5, nous donnons quelques résultats qui seront
utiles dans la démonstration de la proposition 2.2 et des théorémes 1 et 2.

3. Sur la ramification des courbes algébriques

Soit F(X,Y) un polynéme absolument irréductible de K[ X, Y']. Notons
C la courbe algébrique définie par I’équation F(X,Y) =0 et K(C) le corps
des fonctions de C. Supposons que au-dessus de X = a € K il y a de
la ramification. Notons E' = K(a). Posons m = degx F, n = degy F et
N = max{m,n}. On considére F(X,Y) comme polynéme & coefficients
dans K[X] et on note D(X) son discriminant. Alors le degré de D(X)

est < 2m(n — 1). I existe donc Aq, ..., A nz € Z, avec 1 < \; < 6N,
i =1,...,4N? tels qu’il n’y a pas de ramification au-dessus de X =
Alyenny )‘4N2' Notons Vpi, ..., Vor les éléments de £, et Vi1, ..., Vi, les
éléments de ¥y,, =1, ..., 4N 2. Considérons le diviseur :

A=)V
i

Si f est une fonction dans K (C) et W un anneau de valuation discréte de
K(C), on désigne par ordy (f) l'ordre de f en W. On note L(A) le K-
espace des fonctions f € K(C), telles que ordy;, (f) > —1, pour tout 7, j et
ordy (f) > 0, lorsque W # V;;, pour tout ¢, j; la dimension § de L(A) est
<degA+1=r+nd4N241.

LEMME 3.1.— Il existe une base B = {f1, ..., fs} de Uespace L(A),
telle que
fi=a(X,Y)/e(X), i=1,...,6,

0u c;(X,Y)€EE[X,Y],i=1,...,86, et ¢(X) € E[X], avec
degg < 5N3 degx ¢; < 21 N3, degy ¢; < n
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et

H(g) < N63]"415((1[7)1(”"4 , H(e) < N5030N12H(F)735N12 ’

De plus, pour tout i, j, il existe un indice k(i,j) < 8, tel que la fonction

1/fk(i,;) est une uniformisante en Vi;.

Démonstration. — Le théoréme A2 de [16], entraine qu’il existe des poly-
némes ¢(X) et ¢;(X,Y) (=1, ..., §), tels que les fractions ¢;(X,Y)/q(X),
i=1, ..., représentent une base de ’espace L(A). D’apres. [16, p. 186], le
diviseur A est défini sur le corps E. Alors, le théoréme B2 de [16] entraine
que ¢;(X,Y)EE[X,Y](i=1,...,8) et ¢(X) € E[X].

Le théoréme A2 implique que les racines de ¢(X) sont parmi les racines
P1, .-, po de D(X) et les entiers A1, ..., A n2; de pluson a :

degg < n(4N2 +1) + m(n —1) < 5N3.

Alors le théoreme 5.9 de [23, p. 211] entraine :

3_
H(g) < 25V°~1 (max{H(p1), ..., H(po), H(A1), ..., HAgn2)})*N
Ona H(X)<6N%2(i=1,...,4N?) et les lemmes 3 et 4 de [15] donnent :
H(p1), ..., H(ps) < 2N?H(D) < N2 N g (F)*N |

Donc il résulte : \ .
H(q) < N3N g (F)10N"

D’apres le théoréeme A2, on a :
degx c; <n(m+3+12N?%) +degg+6—14+m< 21 N3.
Soit F(X,Y) = ag(X)Y"™ +a1(X)Y" 1 +... 4 ap(X). Suivant la notation
de [16],0n a

n
(X, Y) = X? ) bii(X)yi(X,Y), i=1,...,8,
7=1

ou y](X’:Y) = aO(X)Yj—l + -+ aj—2(X)Y (] = 2) ey Tl), n = 17 P
est un entier positif < é et b;;(X) un polynéme de E[X]. On a b;;(X) =
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fQ(X)dij(X) ([16, p. 204]) et d,‘j(X) = 6,'j0 + 6,']'1X +---+ 51']'1,XV avec
v < 14 N3 ([15, p. 209]). Le lemme 15 de [16] donne :

H(ty) < N¥N° g (p)3N°

et le lemme 26 de [16] entraine que la hauteur du vecteur

—

b = {5ijp}15j55,05p5u
satisfait I’inégalité :

H(E;) < NSO2AN () T3ONT

n
Z dijy; = din + (dizag + - - - + dinan—2)Y +
J=1

+ (dizao + -+ - + dinan_3)Y? + -+ -+ djp Y"1

Alors on déduit. :

n
H| S dijy; | < 14 N3H(T)H(F) < N3OBN f(p)T3LIN"
JI97
i=1

(pour conclure cette majoration on a supposé qu’un des coefficients de
F(X,Y) est 1, ce qu'on peut faire sans restreindre la généralité). Enfin,
la proposition 2.4 de [10, p. 57] et les majorations pour les hauteurs des
polynémes {5 et Z?:l d;jy; entrainent :

2
H(e;) < N3O3ONY pr(p)Tos N2

Soit g le genre de la courbe C. Le degré du diviseur A — Vj; est
r+4nN2—-1> (2N )2 > 2g; alors le théoréme de Riemann—Roch entraine
£(A) = £(A — V;;) + 1. Par conséquent, il existe un indice k(¢,j) tel que
ordv;; (fr(i,j)) = —1.
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Rappelons qu’un K-systéme est une famille {A”}ue M(K) de nombres
réels > 1, indexée par M(K), tels que A, = 1 presque pour tout v € M(K)
et A, est un élément du groupe des valeurs de ' . |U pour tout v € M(K).
On appelle “norme absolue” du K-systéeme {A”}ve M(K) la quantité

) 1/d
N{AU} = H Ag” ,
veM(K)

ou d, note le degré local qui correspond a la valeur absolue | . |U.

LEMME 3.2.— Pour tout j = 1, ..., r il eziste un corps de nombres E;
avec [E; : E] < n, un élément non nul 3; € E; avec

H(8;) < (NOH(F))'O°N¥

et une fonction hj € E;(C) qui appartient d I'idéal mazimal de V;, tels que
e
o)X =)= 85 +h;
ou e; est l'indice de ramification de l’anneau Vp;.
Démonstration. — D’aprés le théoréme C2 de [16], le développement de

la fonction f(o ;) en Vo; est

oo

frog) = D cis(X —a)"l%s

s=~1

les coefficients cjs, s = ~1, 0, ..., engendrent un corps de nombres E; sur
E avec [E; : E] < n; il existe deux E-systémes {A,} et {B,}, définis pour
tout v € M(E), tels que

3
!Cj8|u < A2+4N By, s=-1,0,...,

avec

5
N{A)} < (27N5+24NH(F)1+4N)9N

et
365 N11
N{B.} < (9 N*+12N g (F)1¥2N) .
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Alors on a
€4 €
Fio. )X —a) = ¢y +hy,

ou h; est une fonction de E;(C) qui appartient a I’idéal maximal de Vp;;
comme la fonction f;fo j)(X — a) est une unité dans Vp;, il résulte que le
coefficient ¢j,—1 est non nul; aussi on a :

H(cP_;) < (NSH(F)O V.

4. Sur la réduction des courbes algébriques
Soit C une courbe algébrique (irréductible) définie par ’équation
F(X,Y)=0, ou F(X,Y)=ao(X)Y™" +a1(X)Y" 1 +... 4 an(X),

avec a;(X) € Og[X],i=0, ..., n. Considérons F(X,Y) comme polynéme
a coefficients dans K[X] et notons D[X] son discriminant.

LEMME 4.1.— Notons S lensemble des idéaux premiers P de Op tels
que P divise un coefficient de D(X) ou de F(X,Y). Alors pour tout
P ¢S, la réduction mod P du polynéme F(X,Y) est un polynéme F(X,Y)
absolument irréductible.

Démonstration. — Soit P un idéal premier de O avec P ¢ S. Notons
V1, - .., Yn les fonctions algébriques (dans une cléture algébrique de K (X))
telles que FI(X,Y;) = 0,7 =1, ..., n. Soient L un corps de nombres avec
L D K et Of, 'anneau des entiers de L. Soit P un idéal premier de O, avec
P NOgk = P. Notons vp la valuation discréte de L qui est associée a P. Si
9(X) = goX™+ -+ gn est un polynéme de L[X], posons :

wp (9(X)) = min{vp(go), ..., vp(gn)} - (4.1)

De cette fagon on définit une valuation discréte wp sur le corps L(X); son
corps résiduel est £(X), ou £ = Op/P. Notons A I’anneau de valuation
discréte de L(X) qui est associé & wp et Mp son idéal maximal. Notons
B la fermeture intégrale de A dans le corps M = L(X)(J1, ..., Yn) €t

w1, ..., wr les valuations discrétes sur M qui prolongent wp ; on note aussi
My, ..., M; les idéaux maximaux de B qui se trouvent au-dessus de Mp
et sont associés aux valuations ws, ..., w, respectivement.
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Comme P ¢ S, on a wp(aj(X)) =0,7=0,...,n Il en résulte que
Y; est un élément de B; donc wp(Y;) > 0,i=1,...,n, h =1,...,r.
Supposons que wg(Y;) > 0. Alors on a :

0= wp(an(X)) = wp(ao(X)V* + -+ an—1(X)Vi) > wﬁ()’i) >0,

ce qui est contradictoire. On a donc wp(¥Y;) =0,i=1,...,n,h=1,... r.

Notons G le groupe de Galois de l’extension M/L(X) et I; le groupe
d’inertie de M;, i =1, ..., 7. Comme P ¢ S, on a wp(D(X)) = 0, d’on
il résulte que w;(Ys; — Vi) = 0, pour tout (s,t) avec s # t. Supposons qu’il
existe ¢ € I; avec o # Id. Alors il existe un indice s tel que o(Ys) # Vs et
a(¥s) — Vs € M;. Donc w;(a(¥s) — Vs) > 0, ce qui n’est pas le cas. On en
déduit I; = {Id}, i = 1, ..., r. Cela entraine que Iidéal Mp ne se ramifie
pas dans B [18, chap. I, sect. 7]. Par conséquent la valuation discréete wp
ne se ramifie pas dans K (C).

Nous allons déterminer par la suite I’anneau £ = L(C) N B. Comme
V1, ..., Yn sont toutes les fonctions algébriques avec F(X,Y;) = 0, il existe
un indice j tel que L(C) = L(Y;). On peut donc supposer, sans restreindre
la généralité que L(C) = L(Y1). Soit

2 =bo(X) + b1 (X)V1 + - + b (X)Y27L,

ou bo(X), ..., bp—1(X) € L(X), un élément de I’anneau E. Notons o1,
..., 0p les L(X)-plongements de L(C') dans une cloture algébrique de L(X).
On a:

oi(2) = bo(X) + by (X)oi (V1) + -+ bpe1 (X)oi(M1)""Y, i=1,...,n.

De cette fagon il résulte un systéme linéaire qui a comme inconnues les
éléments bo(X), ..., by—1(X). Le carré du déterminant de la matrice des
inconnues est au signe prés le discriminant D(X) qui est une unité dans
A. Aussi, les éléments o;(z), i = 1, ..., n, sont entiers sur A. On en
déduit que les éléments bo(X), ..., bp—1(X) sont dans A. Donc on a
E = A[)4]. Notons Ny, ..., N, les idéaux maximaux de E qui se trouvent
au-dessus de Mp et vy, ..., v, les valuations discrétes correspondantes sur
L(C) qui prolongent wp. Alors le Lemme 4 de [18, p. 29 ], entraine qu’il
existe des polynémes F1(X,Y), ..., Fp(X,Y) de L[ X, Y], dont les réduc-
tions F1(X,Y), ..., Fp(X,Y) mod Mp donnent F1(X,Y) --- Fp(X,Y) =
F(X,Y) et tels que N; = (Mp, Fi(X,%1)),i=1,..., p. Soit 7 un élé-
ment de L tel que wp(w) = 1; alors I'idéal Mp est engendré par =.
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Comme la valuation wp ne se ramifie pas dans E, I’élément 7 est aussi
une uniformisante pour toute valuation v;, ¢ = 1, ..., p. Par conséquent
on a F1(X,V1) = 7"G(X,)1), ou 7 est un entier positif et G(X,)) €
L(X)(Y1), avec v1 (G(X, 1)) = 0. Posons G(X, Y1) = G'(X, Y1)/ R(X), ot
G'(X, Y1) € E et R(X) € A avec v1(G'(X,)1)) = 0 = wp(R(X)). Alors il
existe un polynéme J(X,Y) € L[ X, Y] tel que

R(X)Fy(X,Y)=1"G'(X,Y) + J(X,Y)F(X,Y).

Comme wp (R(X)) = 0, la réduction R(X) de R(X) mod Mp, est non
nulle; il en résulte que la réduction J(X,Y) de J(X,Y) mod Mp, est un
élément non nul de B/Nj. On a donc :

R(X)F1(X,Y) = J(X,Y)F(X,Y).

Cela entraine qu’au-dessus de Mp il n’existe qu’un seul idéal premier de B
et le polynéme F(X,Y) est irréductible sur le corps fini £. Comme L est
un corps de nombres arbitraire, avec K C L, on conclut que le polynome

F(X,Y) est irréductible sur toute extension finie du corps O /P. Alors le
polynéme F(X,Y) est absolument irréductible.

Considérons un idéal premier P de O tel que P ¢ S. Alors d’apres la
proposition 4.1, le polynéme F(X,Y) est absolument irréductible. Il définit
donc une courbe algébrique sur le corps fini O;/P que nous allons noter
Cp.

Soit @ € K et (a,b;), ¢ = 1,..., s les points sur la courbe C qui se
trouvent au-dessus de X = a. Notons E = K(a) et Og ’anneau des entiers
de E. Soient V;, i =1, ..., r, les éléments de T, et ¢; (¢ =1, ..., r) leurs

indices de ramification respectifs. D’apreés le lemme 3.1, pour tout i, il existe
une uniformisante ¢; en V;, définie sur £. On a :

— € .
X —a=t"y,
oll u; est une unitéen V;, définiesur E,¢ =1, ..., r. Aussi,on au; = 3;+h;,

ol f; est un élément non nul de K et h; un élément de I'idéal maximal de
Vi; il existe un corps de nombres E;, avec E C E; et [E; : E] < n, tel

que 3; € E; et la fonction h; est définie sur E;, i =1, ..., r. Le lemme 3.2
fournit une majoration pour la hauteur absolue de 3;. Notons v; le plus
petit entier positif tel que v;3; est un entier de E;, i =1, ..., r. On désigne
par E’ le composé des corps E;, i=1, ..., r.
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Notons L = E’(by, ..., bs). Considérons 1’ensemble S, des idéaux pre-
miers entiers P de Oy, qui possédent une des propriétés suivantes :

(i) P prolonge un élément de S,

(i) la réduction de a mod P est ’infini (ce que I’image de a par la place
de L qui correspond & P est linfini),

(iii) il existe des indices j, k distincts tels que b; = by mod P,

(iv) il existe un indice ¢ tel que P divise v; ou v;8;.

LEMME 4.2.— Sous les hypothéses précédentes, supposons que lindice
de ramification de tout anneau de L, est divisible par un entier eq > 2.
Soit P un idéal premier de O, avec P & S,. Notons k = Og/Og NP et
@ la réduction de a modP. Alors Uindice de ramification de tout anneau
de valuation discréte du corps des fonctions k(Cp) de la courbe Cp sur k,
au-dessus de X = @, est divisible par e, .

Démonstration.— Notons C la cléture projective de la courbe C.
D’aprés le théoréme 3 de [4, p. 179], il existe une variété projective, non
singuliére V, de dimension 1, dans un espace projectif P? et un épimor-
phisme birationnel ¢ : V — C. Soit V € X,. Comme la variété V est non
singuliére et birationnelle 3 C, il résulte qu’il existe un point Q sur V, tel
que V = Og(V), ot Og(V) est ’anneau local de V en Q. Aussi, il existe
un point P = (a,c) sur C, tel que V domine 'anneau local Op(C) de C
en P (i.e. Op(C) C V et I'idéal maximal de V contient 1’idéal maximal de
Op(C)). Enfin,on a p(Q)=(a:c:1).

Notons M un corps de nombres tel que L C M et V, ¢ et @ sont définis
sur M. Notons Ops I'anneau des entiers de M, II un idéal premier de Oy,
avec INOf = P et wyy la valuation discréte sur M, qui est associée 3
II. Considérons I'unique prolongement w de wrp & M(C) défini par (4.1).
La valuation discréte w n’est pas ramifiée. Soit = un élément de Ops avec
wr(7) = 1. Alors 7 est aussi une uniformisante pour w. Si V = Vj‘, pour
simplifier la notation posons ¢t = t;, u = uj, e = ¢;, B = B et h = h;.
Supposons que w(t) = u # 0; alors on a w(t#~#) = 0. On peut donc
supposer que w(t) = 0; il en résulte w(u) = 0. Notons et u les réductions
des fonctions ¢ et u modP. Comme w(t) = 0 = w(u), on af, T# 0, co.

Soient @ et € la réduction de @ et cmodP. Notons Vo la réduction de
la variété V modP et pp la réduction de I’application ¢ modP. Comme
P ¢ Sa, l'image @ de a dans k est finie, d’ol il résulte que le point (@ : ¢: 1)

- 705 -



Dimitrios Poulakis

sur Cp est fini. Aussi on a pp(Q) = (@ : ¢ : I). On en déduit que pp et Q
sont définis modP. De plus, ¢p est une application birationnelle, donc la
réduction Vp de la variété V est un ensemble irréductible, donc une variété.
On a u= B+ h, ou B est un élément non nul de E et h appartient a 1’idéal
maximal de V. Comme P ¢ S,, la réduction 3 de 8 modP est # 0, co.
Si w(h) < 0, on a w(u) < 0, ce qui n’est pas le cas; si w(h) > 0, on a
T=08#0, o0;si wh) = 0, la réduction & de h modP est # 0, oo et
on a h(Q) = h(Q) = 0, car h un élément de I'idéal maximal de V. On a
donc %(Q) = B # 0, co. Par conséquent @ est une unité dans I’anneau local
Oz(Vp) de Vp en Q. Aussi, on af # 0, 0o et Q) = t(Q) = 0, ce qui
montre que 7 est un élément (non nul) de I’idéal maximal de OE(VP)'

Soit une k cloture algébrique de k. Considérons un anneau de valuation
discréte U dans k(Cp), tel que U domine Oa(Vp) (par conséquent U se
trouve au-dessus de X = @). On a:

X-ag=7u.
La fonction ¥ est une unité dans Oﬁ(V'P) et ¢ un élément (non nul) de
I'idéal maximal de Oz(Vp). Il en résulte que T est une unité en U et ¢ un
élément de I'idéal maximal de U. Par conséquent ’indice de ramification
de U est divisible par e,. Les fonctions ¢ et u sont définies sur E, d’oli on
conclut que indice de ramification de U Nk(Cp) sur k(X) est divisible par
eq également.

Comme P ¢ S,, les réductions des points (a,b;), ¢ = 1,..., s, modP
sont deux & deux distinctes. Donc les points sur la courbe Cp, au-dessus
de X = @, sont les réductions des points (a,b;), i =1,..., s, modP. Il en

résulte que si U est un anneau de valuation discréte dans k(Cp), au-dessus
de X = a, il existe un point Q sur V, tels que U domine Oa(V'p) (on note
Q la réduction de Q modP) et on se raméne ainsi au cas précédent. On a
donc que l’indice de ramification de tout anneau de valuation discréte de
k(Cp), au-dessus de X = @, est divisible par e,.

5. Quelques résultats quantitatifs

Soit

m,n o
F(X,Y)=)_ ajX'V?

i=0

J=0

un polynéme de K[ X, Y], absolument irréductible.
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Notons N = max{m,n}. Soit ag, un coefficient non nul de F(X,Y).
Notons ¢ le plus petit entier.positif tel que les éléments c;; = 6(a;;/age),
t =0,...,m, j = 0,...,n, solent des entiers de Og. Le polynéme
G(X,Y) = (8/are)F(X,Y) définit une courbe algébrique C sur K. On
considére G(X,Y) comme polynéme a coefficients dans K[X] et on note
D¢ (X) son discriminant.

Soient ay, ..., as € K et (ai, b55), 5 =1, ..., (%), les points sur C, qui se
trouvent au-dessus de X = a;, ¢ = 1, ..., s. Supposons que l’extension
K(C)/K(X) est ramifiée au-dessus de X = a;, ¢ = 1,..., s. Notons
E; = K(a;), ¢t = 1,...,s. Solent Vj;, j = 1,..., 7(i), les éléments de
Lo, et €5, 5 =1, ..., r(i), leurs indices de ramification respectifs. D’aprés

le lemme 3.1, pour tout ¢ et j < r(7) il existe une uniformisante ¢;; en V;;,
définie sur E;. On a :

L 4%, .
X_az—tij u”,

ou u;; est une unité en V;;, définie sur E;, j = 1, ..., r(i). Aussi, on a
uij = Bij + hyj, ol hj est un élément de I'idéal maximal de V; et §;; un
élément non nul de K. De plus, il existe un corps de nombres E;;, avec
E; C E;j et [Ey; @ E;] < n, tel que hy; est défini sur Ej; et §;; € E;;. Le
lemme 3.2 entraine :

H(Bi) < (1\’6H(F))103N13 , i=1,...,70).

Notons v;; le plus petit entier positif tel que v;;f;; est un entier de E;;.

Notons E’ le composé des corps Ej,i=1,...,s,j=1, ..., r(i), et Op
P’anneau des entiers de E’. On désigne par S ’ensemble des idéaux entiers
premiers P de E’(b11, b1, ..., bst(s)) qui ont une des propriétés suivantes :

(i) 7P divise un des coefficients non nuls de G(X,Y) ou de Dg(X),

(ii) il existe un indice ¢ tel que la réduction de a; mod P est infini,
(iii) il existe des indices j, k distincts avec a; = a mod P,

(iv) il existe des indices ¢, j, k tels que j # k et b;; = b;x mod P,

(v) il existe des indices i, j tels que P divise v;; ou v;; Bij-

Posons E = K(ay, ..., as) et notons O 'anneau des entiers de E. On

désigne par T I’ensemble des idéaux premiers P de O tels que P = OgN7P,
ou P € S. Enfin, si L est un corps de nombres, on note Ny, la norme de L

sur Q.
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LEMME 5.1.— Sous les hypothées précédentes on a :

PeT

Démonstration. — En utilisant le théoréeme 5.9 de [23, p. 211] et le lemme
5.10 de [23, p. 213], on déduit :

< (20(20))" = s ax)™ < 1) ™.

Alorson a :

Nicley) < Hicle) = i (6(22) ) = 0t (22) <

Gk (5.1)
< 84 Hy(F) < 28N e (F)N* 41
Soit
Dg(X) = coX¥ + - +ev,
ou v < 2N(N —1). La démonstration du lemme 4 de [15] entraine :
Ni(c;) < Hie(ej) < NN H (F)N. (5.2)
Soient Py, ..., P; les idéaux premiers de Of qui divisent un des coeffi-

cients de G(X,Y) ou de Dg(X). Alors les inégalités (5.1) et (5.2) donnent :

(2N?)®
Ng(Py, ..., P) < | T] Nr(ei) [T Nk (ej)
z"=0 =0 (53)
7=0
< (N4H(F))4d2N4(2N2)5.

Soit ¢; le plus petit entier positif tel que €;a; soit un entier algébrique.
Le théoréme 5.9 de [23, p. 211], et le lemme 5.10 de [23, p. 213], entrainent :

e < (2H(a;)) NV
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D’autre part les lemmes 3 et 4 de [15] impliquent :
H(ay)--- H(as) < 2N2H(Dg) < 2N2NON g (F)2N-1 (5.4)

On en déduit :

4dN?®

e1---€s < (2°H(ar) - H(as))*™N" < 4(=DdN* (NS g(F)) (5.5)

Soit II le produit des idéaux premiers P de Of tels que pour un indice ¢
la réduction de a; mod P est l'infini. Alors I’idéal II divise I’entier ¢1 - - - 5.
Il en résulte :

Ng(Il) < Ng(e1 - -€5) < (43‘1(N6H(F))4N )dzm(zNz)S . (5.6)

Soit 7 # j. Alors on a :
H(eiej(a; — aj)) < 2e5¢H(a;)H(aj) <
< (4H(a)H(a)))* N < (NTH(F)*N’

Si P est le produit des idéaux premiers P de Of, tels qu’il existe des indices
k, £ distincts, avec ap, = ay mod P, l'idéal P divise Pentier algébrique

I exeelar —an).

k<t

Donc, on a :

Ng(P) < (H exce(ag — az)) < II He(ereelar — ap) <

k<t k<t (5.7)
< (1\[71;1'(};1))252d2JV"')(2]\/72)S .

On vérifie facilement que
H(bij) < N(N + DHF)H(a;)Y, i=1,...,s,j=1,...10),
Alors I'inégalité (5.4) donne :
H(bij) < NBN g(F)2V* (5.8)

- 709 -



Dimitrios Poulakis

Soit ¢;; le plus petit entier positif tel que (;;b;; soit un entier algébrique.
Le théoréme 5.9 de [23, p. 211], le lemme 5.10 de [23, p. 213] et 'inégalité
(5.8) entrainent :

3
i< QH®))X™ < WHE) N i=1,... s, j=1,...16).
: (5.9)
Posons My = E(b;k,bi), ou k # £. Soit Py le produit des idéaux entiers
premiers P de M;iy tels que b;p = b;p mod P. Alors I’idéal P;p divise Pentier
algébrique (;x(ie(bir — bir). Les inégalités (5.8) et (5.9) donnent :
Nigy o (CiCie(bir — bie)) < Hu,y,, (CGikCie(bik — bie)) <
. dNZ2(2N?)*
< (2ikCieH (big) H (big) N )

< (N7H(F))9d2N7(2N2)S .

Notons P;y = P;r¢ N Og. On en conclut :

Ng (H II ’PM) < (NTH(F))S @V N (5.10)

1=1 k<l

Le théoréme 5.9 de [23, p. 211] et le Lemme 5.10 de [23, p. 213],
entralnent :

Eij:Q N (NS E(F 316
V’ij < (2H(6l]))[ J ]< 4d 3( GH'( ))2d10 :
d’otion a :

2 3 Ar19
Ng,,(vii8:5) < He, (vii i) = H(vij ;)P U < (NSH(F))PONT

Soit P;; le produit des idéaux premiers entiers de E;; qui divisent v;; ou
v;i3;;. Notons Py, = Py, N Op. Alors on a :

NE (szk) < (NGH(F))4sd2103N18(2N2)s ‘ (511)
i,k

Enfin les inégalités (5.3), (5.6), (5.7), (5.10) et (5.11) donnent le résultat.

LEMME 5.2.— Soit C : F(X,Y) = 0 une courbe algébrique (irréductible)
définie sur K. Supposons que lextension K(C)/K(X) est ramifiée au-
dessus des places finies X = z;, i=1,...,s. Notons E = K(zq, ..., zs).
Alors le discriminant Dy de E satisfait la majoration suivante :

2 c9s \T5+2s 2N(N -1))¢ 16ds2¢ N°+2s
|Dg| < N100d°s2°N I‘DKt( ( ) HK(F) s )
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Démonstration. — On considére F(X,Y) comme polynéme a coefficients
dans K[X] et on note D(X) son discriminant. On a deg D(X) < 2N(N -1).
Les éléments z1, ..., x5 sont parmi les racines de D(X). Notons z1, ..., 2,
(1 > s), les racines de D(X) qui sont deux & deux distinctes. Soit é le plus
petit entier positif tel que les nombres éz;, i = 1, ..., u, sont des entiers
algébriques. Supposons que z; ¢ K ; posons K; = K(z1) et notons Dg,
le discriminant du corps K;. La formule de transitivité des discriminants
donne :

Dk, | < |Dx PNV [Nk (D(P))]

ou D(P) est le discriminant du polynéme irréductible P(X) de éz; sur
K. Notons B(X) le polynome unitaire dont les racines sont les éléments
éxy, ..., bz, et Dp son discriminant. Comme P(X) divise B(X), on a :

!2N(N—- |2N(N-—1

Dk, | < | D NN |k (D) | < Dk [NV Hg (D)

On continue en procédant de cette fagon et on obtient 'inégalité suivante :
2N(N-1))¢ 2N(N-1))*—?
|Dg| < [Dg PNV Hye (D) BN N=D)" (5.12)
D’autre part, le lemme 4 de [15] entraine :
Hy (D) < N1 g (F)2N (5.13)

et
Hk(Dp) < N4 Hy (B)*N”. (5.14)

Alors les inégalités (5.12) et (5.14) entrainent :

s s _ & 2\s
IDE| SNlOdsZ N2 |DK!(2N(N 1)) HK(B)zs(zN) . (5'15)
Notons z1, ..., z, les racines de D(X) (avec multiplicité). Soit B'(X)
le polynéme unitaire dont les racines sont les éléments 6z1, ..., éz,. Le

théoréme 5.9 de [23, p. 211] et le lemme 3 de [15] donnent :
5 < N8dN2HK(D)2N(N—1)'
Alors on a :
Hi(B') < 6%V (D) < N8N e (D) *N*
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En utilisant 'inégalité (5.13) il résulte :

5
Hg(B') < NBEN g (F)8N"

Alors la proposition 2.4 de [10, p. 57], entraine :

8dN?*

Hy(B) < N®N° fp (F) (5.16)

Enfin les inégalités (5.15) et (5.16) donnent le résultat.

LEMME 5.3.— Soient E un corps nombres et Og anneau des entiers de
E. Soit L une extension finie galoisienne de E de degré A. Supposons qu’il
existe un ensemble fini T d’idéauzr premiers de O tel que Uextension L/E
soit non ramifiée en dehors de T. Alors le discriminant Dy de L vérifie
Uinégalité :

/\3
|DL| < |De|*NE (H P) :

PeT

Démonstration. — Notons Dp g le discriminant de L sur E. D’apres la
formule de transitivité des discriminants, on a :

A
|Dr| = |Dg|"Ne(Dy/E) -
Notons Dy, /g la différente de L sur E. Posons

Dr/g =P Pr*,

oury,...,r, € Z et P1,...,P sont des idéaux entiers premiers de L
distincts, avec P;NOg € T, j =1, ..., k. D’apres [18, proposition 4, p. 72,
remarque 2, p. 73 et exercice 3.c, p. 79], on déduit r; < A j=1,..., k.

Notons Ny, la norme de L sur E. Alors il résulte :

r 2
Dp/g = Niyp(Pryg) = Npyp(Pt - Pi) 2 (Np/p(P1) - Npyp(Py) ™

Soient gbl, ..., Gy, tous les idéaux entiers premiers de L au-dessus d’un
méme P € T et f leur degré résiduel commun. Alors on a NL/E(gb,) = P/,
j=1,...,myet mf < A. On en conclut :
)\3
Ay
|Dz| < |DE|"Ng (H P) :
PeT
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LEMME 5.4. — Sotent K et L deuz corps de nombres. Notons Dk et Dy,
les discriminants de K et L respectivement. Alors le discriminant Dy du
composé KL des corps K et L satisfait I'inégalité suivante :

|Dg 1| < |DK|[LK:A']lDL|[LK:L3 ‘

Démonstration. — Notons Dk, Pk et Dy, les différentes des corps KL,
K et L respectivement; notons aussi D /g la différente de KL sur K. La
formule de transitivité pour les différentes donne :

Dkr =DPkr/kDK -

La différente Dy est engendrée par les éléments f/(z), ol x est un entier
de KL et f'(X) le polynéme dérivé de son polynéme minimal f(X) sur K.
Soit y un entier de L et g(X), h(X) les polynémes minimaux de y sur K
et Q respectivement. Alors I'idéal D, /K contient g'(y), d’ou il résulte que
Dk contient aussi h'(y). Donc on a D, C Dk - On en déduit :

|Dkrl = |[NkL(Pk1)| = |NxkL(Prr/r)||NrL(PK)| <

< |NKL(DL)||NK(DK)‘{LK:K] < IDK|[LK;K]|DL|[LK:L].

LEMME 5.5.— Soient a un entier > 2 et ay, ..., aq € K, deuzr d deux
distincts, avec ag > a + q. Notons f(X) = a(X —ay)---(X — aq). Alors
siz, y € O avec y* = f(z), on a :

max{HK(a;) , HK(!/)} < exp {2150q3d2a7 |DA"|8a5H}\" (f)35 q2a7} .

On peut consulter [12], pour une démonstration d’un résultat plus
général.

LEMME 5.6.— Soit C : F(X,Y) = 0 une courbe (irréductible) de genre
> 1. Notons M le degré total de F(X,Y). Soit h = n(X,Y)/é(X,Y) une
fonction de K(C) avec n(X,Y), £&(X,Y) € K[X,Y]. Soient ®;, ®3 deuz
constantes > 0, telles que H(n), H(E) < @1 et le degré total des i et € est
< ®5. Supposons que le diviseur des péles de h soit :

(h)oo =kVi+-- -+ kVp,
o V; EXo et k; >0,i=1, ..., r. Notons deg(h)oo =6. Alors on a :
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(1) pour tout diviseur E = {4Vy + -+ L, Vy, avec £, > ks, =1, ..., 7,
et 29+ 6 > deg E > 2g, tel que les entiers é et deg E soient premiers
entre euz, il eziste une fonction f € K(C) avec (), = E ¢
K(f,h)=K(C); '

(2) la fonction f est définie sur un corps de nombres L, avec K C L et
[L : K]< n";le discriminant Dy, de L satisfait l'inégalité suivante :

Mr—l
IDLl < [(QM)SGSdM21|DK|MHK(F)48M“]T

(3) il existe un polynéme G(X,Y) & coefficients dans 'anneau des entiers
Or de L, absolument irréductible, tel que I’équation G(f,h) = 0 soit
un modéle de la courbe C et une équation de dépendance intégrale de
f sur Uanneau OL[h]; notons Z = max{M , 29 +ky, ..., 29+ k.};
alors on a degy G =6, degy G <29+6—1 et

=rg3,2 =164rc1192g48 752
HL(G) < Q| Dk [= 89" Hy (F) 120517611 22000}

)

ou
11,725 52 =2147 615 ,7929+6 4
Q= chs 9’5295 (QE)IZOOd... T6°g12497T°@5 |

’

(4) la fonction h est un élément entier sur anneau Op[X];

(5) supposons qu’il existe une constante ® > 0, telle que si z, y € Ok
avec F(z,y) =0, on a Hy(h(z,y)) < ®. Alors on a :

=17+r92g+6 2
max{Hy(2), Hy(y)} < WHy (F)* %=

3
ou

—2 858 535@2 7 12E2I+r 5029+6FH4
¥ =% g0 =2 (9g) 70008 49727

C’est le théoréme 2 de [14].
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6. Démonstration de la proposition 2.2

Soit

m,n . .
F(X,Y)=)_ a;X'vi.
i=0
j=0

Soit age un coefficient non nul de F(X,Y). Si é est le plus petit entier
positif, tel que les éléments &(a;;/axe), i =0,...,m, j =0, ..., n, soient
des entiers de Ok, posons G(X,Y) = (6/ars)F(X,Y). On note Dg(X)
le discriminant de G(X,Y), considéré comme polynoéme & coefficients dans
K[X]. Notons E = K(ay, ..., as) et Og ’anneau des entiers de E.

Soient (a;, b;;), j =1, ..., t(3), les points sur C qui se trouvent au-dessus
de X =a;, i=1,...,s Notons E; = K(a;), i = 1, ..., s. Soient Vj;,
J=1,..., (i), les éléments de X, et ¢;;, j = 1, ..., r(i), leurs indices de
ramification respectifs. Le lemme 3.1 entraine que pour tout i et j < r(7) il
existe une uniformisante ¢;; en V;;, définie sur E;. Alors il existe une unité
u;; dans V;;, définie sur E; telle que :

LY
X—al—t” u”.

Aussi, on a u;; = B + hy;, ou B € K avec Bi; # 0 et h;; appartient a
I'idéal maximal de V;;; il existe un corps de nombres E;;, avec E; C Ej;
et [Ey; : E;] < n, tel que §;; € E;; et la fonction h;; est définie sur Ejj,
Jj=1, ..., r(¢). Le lemme 3.2 donne une majoration pour la hauteur absolue
de B;;. Notons v;; le plus petit entier positif tel que v;;5;; est un entier de
E,'j.

Soit E’ le composé des corps E;j, ¢ = 1,...,s, j = 1,...,r(3).
On désigne par S l'ensemble des idéaux entiers premiers P de E =
E'(byy, b12, ..., b, t(s))» qui ont une des propriétés suivantes :

(i) P divise un des coefficients de G(X,Y) ou de Dg(X),

(i) il existe un indice ¢ tel que la réduction de a; modP est l'infini,
(iii) il existe des indices j, k tels que j # k et a; = ap mod P,

(iv) il existe des indices ¢, j, k tels que j # k et b;; = bz mod P,

(v) il existe des indices ¢, j tels que P divise v;; ou v;;G;;.
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Posons E = K(ay, ..., as) et notons Og ’anneau des entiers de E. On
désigne par T ’ensemble des idéaux premiers P de Og, tels que P = OgN7P,
ouPeS.

Soient z, y € Ok avec F(z,y) = 0 et & # a;, i = 1,...,s. Soit
r € K avec r® = (z — aj)---(z — as). Alors le corps engendré sur E
par les éléments de I’ensemble ®~1(z,y) est le corps L = E(r,(), ou
est une racine primitive e¥™¢ de 1. Soit P un idéal entier premier de E,
qui n’est pas élément de S. Notons T et ¥ les réductions de z et y modP
respectivement et Og p le localisé de ’anneau O en P = PN Og. Le
lemme 4.1 entraine que la réduction mod P du polynéme G(X,Y) est un
polynéme G(X,Y) absolument irréductible. Notons Cp la courbe algébrique
définie par 1’équation G(X,Y) = 0, sur le corps fini k = Og/P. Soit @; la
réduction de a; modP, i = 1,..., s. Comme P ¢ S, il résulte que les
éléments @1, ..., @s € k sont deux a deux distincts. D’aprés le lemme 4.2,
I'indice de ramification de tout anneau de valuation discréte de k(Cp), au-
dessus de ’anneau de k(X) associé & X — @;, est divisible par e.

Notons [E(r) : E] = €. Supposons que T # @;, ¢ = 1, ..., s. Comme
@, ...,as € k et = € O, il résulte que ’élément r est entier sur Of p.
Le discriminant D(1, r, ..., ,.5—1) des éléments 1, r, ..., ¢~1 divise le
discriminant du polynéme II(X) = X® — (¢ — a1) - - - (¢ — as), dans O p,
qui est égal a

Dp = (—l)e_lee[(:c —a1)---(z — as)) el

OnaZ#a;(i=1,...,s8)etay,...,as €Ek;alors (T—a;)- - (T—as) # 0,
co. On en déduit que D est une unité dans Og p, d’ol on a que
D, r ..., rﬁ'l) est une unité dans Og p. Le discriminant A de la
fermeture intégrale de O p dans E(r) divise D(1, r, ..., r¢=1); donc A
est une unité dans O p. Cela montre que I'idéal premier P est non ramifié
dans E(r).

Supposons que T = @;, 1 < i¢.< s. Soit V un anneau de valuation
discrete de k(Cp), au-dessus de I’anneau local de Cp au point (Z,7). On
note v l'indice de ramification de V'; alors v = eh, ol h € Z. Soit 7 une
uniformisante en V. Comme la fonction 7 est définie sur k, il existe t € E(C),
avec t(z,y) # 0, tel que la réduction de t modP coincide & 7. La fonction
DX, Y)=(X-a1)--- (X —3s)/7" est une unité en V, d’otr on a D(Z,7) #
0, 00. Sil’élément z = (z —ay) - - - (z — a5)/t?(z, y) n’est pas une unité dans
Og,p,ona D(Z,7) = 0 ou oo : il y a donc contradiction, donc z est une unité
dans Og p. Comme (r/t(z, y)h)e = 2, il résulte que r/t(z,y)" est entier sur
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OE,p. En considérant les éléments 1, r/t(z, )k, ..., (r/t(z, y)h)g—1 et en
procédant comme dans le cas- précédent, on déduit que P est non ramifié
dans E(r).

D’aprés le lemme 5.1 on a :

Ng (H-P) < (NSH(F)) P 10NN (6.1)
PeT :

Le discriminant de Pextension L/E(r) divise I’entier e. Alors le produit des
idéaux entiers premiers de E(r) qui sont ramifiés dans L divise e. Donc les
idéaux premiers de Of qui sont en dehors de S et qui ne divisent pas e sont
non ramifiés dans L. Comme ’extension L/E est galoisienne, le lemme 5.3
et I’inégalité (6.1) entrainent que le discriminant Dy, de L satisfait I’inégalité

2 6 6 d2103N18 2N2 8
DL < |Dg|” (NOH(F))* e, (6.2)

Enfin, le lemme 5.2 et I'inégalité (6.2) donnent :

IDp| < |Dg |3V (N | () TH 2e0 2 I0NIERES

7. Démonstration du théoréme 1

Soient z, y € Ok avec F(z,y) = 0. Considérons le premier cas. Alors il
existe a, b € K tels que les indices de ramification des anneaux de T, et ¥
sont tous divisibles par les entiers e, > 2 et e, > 3 respectivement. Soient
r, s € K tels que r® =z — a et s° = z — b. Notons L = K(a,b, r,5,(,n),
ou ( est une racine primitive efléme de 1 et  une racine primitive egeme de 1.

On désigne par £, et ¢y les plus petits entiers positifs, tels que les éléments
€aa et €,b soient des entiers de K(a,b). L’inégalité (5.5) donne :

3
caty < NN g (P)HN" (7.1)

Posons € = eg4€5. On a les égalités suivantes :

(etr)®e = e%Ca(z —a) et (c25)® = (z —b).
On en conclut que les nombres £°¢r et £ s sont des entiers de L et vérifient
I’égalité :

(e%%7)®® = (%¢5) + %% (b —a).
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Donc (X,Y) = (7, e%2s) donne une solution entiére de ’équation :
Y = X% %% (g —1b).
Les inégalités (5.4) et (7.1) entrainent :

H(gebe“(b _ a)) < N26dN5HK.(F)5N5 . ‘ (7.2)

La Proposition 2.2 entraine que les discriminants Dy, et Df, des corps
L, = K(a,r,¢) et Ly, = K(b, s,n) respectivement, vérifient les inégalités :

|DL,| < 'DK!ze?N2 (NGH(F))14d2e?103N2°, izab. (13)
D’apreés le lemme 5.4 on a :

|Dr| < |Dr, I[L:LG]IDLbf{L:Lb] : (7.4)

Soit é le p.g.c.d. des eq et ¢p; alors on a e, = 874, e = 67; et les entiers
Ya, 7» sont premiers entre eux; aussi, l’entier 6747, divise n et ¢; < n/2,
i=a, b Ilenrésulte [L : Ly] < 2N2%epy; et [L : Ly] < 2N2ey7y,. Alors
les inégalités (7.3) et (7.4) entrainent :

875d2N2°

DLl < Dk [N (NCH(F)) (7.5)

Soit 6 = (a — b)l/eb. Notons Dy, le discriminant du corps L' = L(6) et
[L' : L] = €. Le discriminant de la base 1, €4, ..., (56)5_1 de I’extension
L'/L est égal a Dentier algébrique a = &5(e¢(a — b))g—l. Alors la formule
de transitivité des discriminants donne :

|Dp/| < |DL|*Ni(e) < |DL|* H(e).
Les inégalités (7.2) et (7.5) entrainent :
8 2 730
|Dp/| < | Dxe | (NOH(F))*ETNT (7.6)

Maintenant on peut utiliser le lemme 5.5; donc, le lemme 5.5 et les inégalités
(7.2) et (7.6) donnent :

max{Hp/(er), Hp(e*5)} < exp {|Dx[N (VeH(F)MOCN" )
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On a: .
(e%%7) % + gCaq
T = ,
£€bCa

d’ou il résulte :
Hpi(z) < 2 QH (%)% H i (a)e 200 LU
alors comme on a H(y) < N(N + 1)H(F)H(z)N, on conclut :

max{Hg(z), Hx(y)} < exp{|DI\| N6H(F))111fN35} .

Considérons le deuxiéme cas. Alors il existe aj, ag, a3z € K tels que
les indices de ramification des anneaux des X4, (i = 1,2, 3) sont tous
divisibles par 2. Soit r € K tel que r? = (z — a;)(¢ — a2)(z — a3). Notons
L= K(al, as, a3).

On désigne par ¢; le plus petit entier positif, tels que ’élément ¢;a; est
un entier de L, i = 1, 2, 3. Posons € = €;e2¢3. L’inégalité (5.5) donne :

e < NN g (F)*N° (7.7)
Le couple (X, R) = (¢%z,3r) est une solution entiére de 1’équation
R? = f(X) = (X — €%a1)(X — €%a2)(X — £%a3),
sur le corps L. Le théoréme 5.9 de [23, p. 211], et le lemme 3 de [15] donnent :
H(f) <4H(e%ay)H(%az)H(e%a3) < 8N%8H(D) <
< N8N e () BN

Or la proposition 2.2 entraine que le discriminant Dj de L satisfait
P'inégalité :

(7.8)

ID;| < ‘DK|32N6 (N6H(F))10752 103N (7.9)

Alors le lemme 5.5 et les inégalités (7.8) et (7.9) nous permettent d’obtenir
Pinégalité :
281076 d?10t N4
max{Hg(z), Hi(y)} <exp{|DA| NGH(F)) } .

En utilisant la formule de Hurwitz [9, p. 26], on déduit facilement que N > 3,
ce qui donne la majoration annoncée dans le théoréme 1.
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8. Démonstration du théoréme 2

Nous allons nous ramener aux hypothéses du lemme 5.6. Notons g le
genre de la courbe C. Comme g > 1, on a § > 2. Supposons d’abord que
6 > 2g. Alors le degré du diviseur £ = (ky + D)V} +koVo + -+ -+ k, V; est -
6 + 1. Supposons ensuite que § < 2g. Posons

29=qbé+u,
oﬁq,ueZ,avec0§u<6;Siu;60,1ona:
29+6+1—u=(g+1)é+1.
11 existe donc m, ¢’ € Z, avec 0 < m < § — 1, tels que
29+m=q¢'6+1,

d’oli on conclut que les entiers 2g + m et § sont premiers entre eux. Alors le
degré du diviseur E = (¢'ky + 1)V1 + - - - + ¢’k V; est 2g + m et les entiers
6 et 2g + m sont premiers entre eux. Par conséquent il existe un diviseur
E=0(Vi+ 446V, avec 29 + 6 > deg E > 2g, tels que les entiers § et
deg E soient premiers entre eux et que pour tout i, £; > k;. Alors on peut
appliquer le lemme 5.6.

Le lemme 5.6 entraine qu’il existe une fonction f € K(C),avec (f) = E
et K(C) = K(f,h); la fonction f est définie sur un corps de nombres L
avec K C Let [L : K] <n";le discriminant Dy, de L satisfait 'inégalité
suivante :

IDz| < (2M)865 drM20+r |er )481'M1°+’ '

K

Hy(F

Aussi, il existe un polynéme G(X,Y) de L[ X, Y ], absolument irréductible,
tel que ’équation G(f, h) = 0 soit un modeéle de la courbe C, dont le degré
total est < 26 + 29 — 1 et dont la hauteur vérifie I’égalité :

Zrédg? T16+7 511 929+6 .7 52
Hi(G) < Q|DKIT- 6°g HK(F)420H 511920464792 ’

ou
11 , 7252 =21 15 ,792g+6H4
Q =@} 97 % (o)1 2004 GTT00]
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D’aprés le lemme 5.6. I’équation G(f,h) = 0 est une équation de
dépendance intégrale de f sur ’anneau Oy [h] et la fonction h est un élément
entier sur I'anneau Op[X]. Alors si z, y € Ok, avec F(z,y) = 0, les
éléments f(z,y) et h(z, y) sont des entiers de L avec G(f(z,y), h(z,y)) = 0.
L’extension K(C)/K(h) vérifie les hypothéses du théoréme 1. Alors, en
utilisant la majoration fournie par le théoréme 1, on obtient :

FHK(F)A} ’

max {Hr (f(z,y)) , HL(h(z,y)) } < exp {(25)A‘I’{B|DK

ou

A=2. 107d2nr321+r615g7229+5 (29 + 26)35¢4 ,
B =13 -10%dn"61g"=5 (29 + 26)%°®2

T =16 - 10°rdn"="g26%(2g + 26)%

A =7-108dn"§11 75164792948 (94 1 26)3592 .

Enfin, en utilisant le lemme 5.6 (5), on déduit la majoration annoncée.

9. Démonstration des corollaires 1 et 2

Il suffit de démontrer que si extension K(C)/K(X) est galoisienne, la
courbe C posséde une des propriétés (i), (ii) du théoréme 1. Supposons donc
que D’extension K(C)/K(X) est galoisienne. Alors la formule du genre de
Hurwitz [9, p. 26] donne :

29—2=-2n+ E (ng — 1)sq,
acKu{co}

ou n, est 'indice de la ramification au-dessus de X = a et s, le nombre des
anneaux de valuation discréte de K(C) qui se trouvent dans £,. Comme
le genre de la courbe C est non nul, il en résulte qu’il existe au moins
deux nombres algébriques ay, as tels qu’il y a de ramification au-dessus
de X = aj, as. S'il existe exactement deux places finies X = a1, a3 € K
ramifiées et ng, = n,, =2, 0n a:
n
2
ce qui est contradictoire. On en conclut que la courbe C posséde une des
propriétés (i), (ii) du théoréme 1.

0<29—2=-2n+ +g+(noo—1)soo=—soo,
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10. Exemples

Dans cette section nous allons donner des exemples de courbes algé-
briques qui vérifient les hypothéses du théoréme 1.

1) Soient f(X,Y), 9(X,Y) € K[X, Y] et h(X) € K[X] trois polynomes;
on suppose que f(X,Y) et g(X,Y) n’ont pas de zéro commun. Considérons
les équations :

A(X,Y) = f(X,Y)’h(X) - (X —a1)* (X —a2)*2 (X —a3)*®g(X,Y) = 0,
I

ou a1, az, as € K et sont deux a deux distincts; sy, s9, s3 sont des entiers
positifs impairs :

Fo(X,Y) = f(X,Y)°h(X) — (X —a1)" (X — a9)?g(X,Y) =0, (1)

ou a1, ag € K, avec aj # ag; a, t1 et t9 sont des entiers positifs, avec « > 3
et (t;,a) =1, ¢ =1, 2. On suppose que les polynomes F;(X,Y), i = 1, 2,
sont absolument irréductibles et on note C; la courbe algébrique définie par
Péquation F;(X,Y)=0,i=1, 2.

Si W est un anneau de valuation discréte de K(Cl), dans X,;,on a:
2ordw f(X,Y) = s;ordw (X — a;)

(car h(a;) # 0 et les polynémes f et g n’ont pas de zéro commun). On en
déduit que I’indice de ramification de tout anneau de valuation discréte de
K(Cy), dans I, est divisible par 2, i = 1, 2, 3. En procédant de la méme
fagon, on déduit que Pindice de ramification de tout anneau de valuation
discréte de K(Cz), dans X,,, est divisible par o, i = 1, 2.

2) Soient f(X,Y), 9(X,Y) deux polynémes de K[X , Y], qui n’ont pas
de zéro commun. Soient a, b € K avec a # b. Considérons 1’équation :

G(X,Y)=(X-a)f(X,Y)" - (X -b)g(X,Y)" =0,

oum,n € Z avec n > 3 et m > 2. Aussi, on suppose que le polynoéme
G(X,Y) est absolument irréductible. Notons C la courbe G(X,Y) = 0.

Soit W un anneau de valuation discréte de K(C), dans £,. Alors on a :
ordw (X — a) = nordw (9(X,Y)) .
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On en déduit que l'indice de ramification de W est divisible par n. De méme,
il résulte que l'indice de ramification de tout anneau de valuation discréte
de K(C), dans Ty, est divisible par m.

Soient a, b, ¢ € K deux a deux distincts. Considérons la courbe
CE(X,Y)=(X-a)f(X,Y) = (X —b)(X —c)g(X,Y)" =0,

ou n est un entier positif avec n > 2. On suppose que le polynéme E(X,Y)
est absolument irréductible. Alors on montre comme précédemment que la
courbe E(X,Y) = 0 vérifie les hypothéses du théoréme 1.

3) Soient C : F(X,Y) = 0 une courbe algébrique (irréductible) définie sur
K. Dans le cas ol le degré de F(X,Y) en Y est 3 ou 4, on peut examiner
facilement si I’extension K(C)/K(X) est galoisienne. En effet, supposons
que

F(X,Y)=Y3+a(X)Y? +b(X)Y + ¢(X).

On considére F(X,Y) comme polynéme a coefficients dans K[X] et on note
D(X) son discriminant. Alors I’extension K(C)/K(X) est galoisienne si et
seulement si D(X) est un carré dans K (X) [24, théoréme 18.2].

Supposons ensuite que
FX,Y)=Y*+a(X)Y3 +b(X)Y? 4 ¢(X)Y 4+ d(X).
Le polynome

r(X,Y)=Y3 = b(X)Y? + (a(X)e(X) — 4d(X))Y +
= (a(X)?d(X) - 4b(X) d(X) + ¢(X)?)
est la résolvante cubique de F(X,Y) (considéré comme polynéme & coef-
ficients dans K(X)). Notons E le corps de décomposition de 7(X,Y) sur

K(X). Alors le théoréme 1 de [6] entraine que ’extension K (C)/K(X) est
galoisienne si et seulement si on a un des cas suivants :

(i) le polynéme r(X,Y) se décompose en facteurs linéaires sur & (X),

(ii) le polynéme r(X,Y) posséde exactement une racine ¢t dans K(X) et
le polynéme g(Y) = (Y2 —tY +d(X)) (Y2 + a(X)Y + b(X) — t) se
décompose en facteurs linéaires sur E.

Dans le cas (i) le groupe de Galois de I’extension K(C)/K(X) est
isomorphe au groupe & quatre éléments de Klein V et dans le cas (ii) est
isomorphe au groupe cyclique a quatre éléments Cjy.
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Enfin si F(X,Y) = Y* 4+ b(X)Y? + d(X), on peut avoir un critére
plus simple. Dans ce cas le théoréme 3 de [6] entraine que 1’extension
K(C)/K(X) est galoisienne, de groupe de Galois V, si et seulement si
d(X) € K(X)? et de groupe de Galois Cy, si et seulement si d(X)(b(X)? -
4d(X)) € K(X)2.
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