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Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. VI, n° 3, 1997

Sur la non-intégrabilité de potentiels quartiques(*)

OLIVIER Vivoro(1)

RESUME. — Nous appliquons le théoréme de Ziglin & une généralisation
quartique du potentiel d’'Hénon—Heiles. Cela nous permettra d’obtenir
des conditons de non-intégrabilité analytique au sens de Liouville sur les
coefficients du potentiel.

ABSTRACT.— We apply the Ziglin theorem to a quartic generalization
of the Hénon-Heiles’ potential. This enables us to get analytic conditions
of Liouville nonintegrability on coefficients of potential.

1. Introduction
Considérons le potentiel généralisé de Hénon-Heiles [HH].

a b 1
Vie.y) =52+ 59" +ea’y+ 3dy°.

Si ¢ = 0, le potentiel est séparable et le systéme hamiltonien correspon-
dant est complétement intégrable au sens de Liouville. Si ¢ # 0, alors le
systéme est plus difficile a résoudre, avec une transformation linéaire, on se
ramene a étudier

a b 1
V(w,y)=§x2+§y2+:c2y+§dy3. 1)

(*) Regu le 4 septembre 1995
(1) Université Paul-Sabatier, Laboratoire Emile-Pica.rd, U.M.R. 5580, 118 route de
Narbonne, F-31062 Toulouse Cedex (France)
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Il est connu que ce systéme est complétement intégrable au sens de
Liouville :

e pour a et b quelconques et d = 6 [BSV];
epour a=bet d=1[AS];
o pour b = 16a et d = 16 ((CTW], [GDP]).

Dans ces cas, la deuxiéme intégrale du mouvement est un polynome. Sous la
condition a = b # 0, la non-existence d’une autre intégrale du mouvement
analytique au voisinage d’un ensemble de niveau de I’énergie H = const, a
été démontrée par [Zi] et [It] dans les cas d # 1, 2 ou 6. Il faut noter que la
non-intégrabilité du potentiel (1) n’est pas démontrée dans les cas :

e a#b,

ea=0=0,
ea=b#£0etd=2.

Nous allons considérer la généralisation suivante du potentiel (1) :

a b dy®  az? Br2y?  yy
1% - = 2 .2 2 hat A hatudil
(z,v) 5% +2y +zy+ 3 + ) + 5 )
Nous allons trouver des conditions nécessaires de non-intégrabilité analy-

tique. Pour cela, nous employons le théoréme de Ziglin [Zi].

En considérant un potentiel de degré 4, I’application de ce théoréme en
est rendue difficile du fait que I’on ne dispose pas de formules analogues
3 celles que Ito utilise pour le potentiel d’Hénon-Heiles pour calculer la
famille de solutions 'y, [It]. En effet, on est ramené au probléme d’inversion
de Jacobi, sur une surface de Riemann de genre 1 qui est définie par un
polynéme de degré 4. Il est nécessaire de connaitre ses racines en fonction
des coefficients pour connaitre la solution explicitement.

Nous allons contourner cette difficulté, en utilisant la méthode de
Poincaré-Lindsteédt [P2], en développant la solution vérifiant z(0) = € et
dz/dt (0) = 0 par rapport au petit parameétre €. Quand on recherche, par des
méthodes perturbatives des solutions périodiques, il apparait des termes sé-
culaires dans les développements en série de solutions périodiques. Lindstedt
(1882) a mis au point une méthode lui permettant d’éliminer ces termes sé-
culaires [Li]. Sa méthode consiste & supposer que la fréquence admet un
développement en série du paramétre de perturbation. Poincaré, en 1886, a
montré sa légitimité en prouvant la convergence des séries [P1].

Nos principaux résultats sont les théoremes 1, 2, 3 et 4.
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2. Théoréme de Ziglin

Soit (X,w) une variété complexe et symplectique, w une forme symplec-
tique non dégénérée sur X. Soit H : ¥ — C un hamiltonien holomorphe, et
soit X g le champ de vecteurs associé défini par dH =3 Xgw- Alors 'image
des courbes intégrales z = z(t) non constantes d’énergie h, vérifiant
, et H(z(t)) =h,
est une surface de Riemann I' C £; = H~1({h}). L’équation linéarisée du
systéme, le long de z(t), induit une équation différentielle linéaire sur le fibré
normal N := (T(Eh)h") /T(T') appelée équation variationnelle.

Prenons T = C*, w = dgAdp = dg1 Adpy +dgaAdp; et 2(t) = (¢(2), p(t)),
une courbe intégrable complexe de X g . L’équation variationnelle est donnée
par

d¢
E:JHZZ(Z(t))Ca
ou
&
0 I 10
(88 () o8
-I 0 0 1 m
2
et " "
o= (M )
Hpq HPP
ou

o) =
H = y H = —
« (a‘h' dg; i,5=1,2 i pi Op; i,j=1,2

9*H
Hyp=Hpy=| ——— .
” r <39i 9p; >i,j=1, 2

Si la solution 2(t), vérifie ¢1(t) = p1(t) = 0, alors I’équation variationnelle
se simplifie

d2 d

dfz_l + Hg g (z(t))fl =0, m= % (2)
d? d

dtiz + Hgyq, (Z(t))€2 =0, n2= % . 3)
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En remarquant que le 1-forme dH est un intégrale premiére de (3), on peut
résoudre explicitement pour £;. Ainsi I’équation variationnelle se réduit a
(2). I est alors essentiel d’étudier la monodromie de cette équation. Consi-
dérons une famille de solutions fondamentales { ¢(t), 9 (t) }. Soit {g(t), J(t)}
le prolongement analytique de ¢ et ¢ le long d’un lacet v C T tel que
¥(0) = zg. Alors il existe une matrice constante p(y) tel que

{6(1),9(1)} = {6(1), v(1)} p() -

En fait, p(y) ne dépend que de la classe d’homotopie [y] € m1(T, 20). Le
groupe de monodromie de I’équation variationnelle est I'image M de la
représentation p : w1(T,20) — sl(2,C) obtenue par prolongement d’un
systéme fondamental de solutions ® autour de lacets basés en zg € I'. Nous
allons considérer ces deux propositions :

HYPOTHESE 1

Il existe une famille 'y, (dépendant analytiquement de l’énergie h) de
solutions non triviales du systéme hamiltonien s’ezprimant par des fonctions
elliptiques du temps compleze et se trouvant dans un plan invariant par le
flot de Uhamiltonien H.

Soient g1(h) et g2(h) les matrices de monodromie relatives aux deux
périodes de la famille de solutions I',. Posons g(h) le commutateur de gq(h)

et ga(h),
g(h) = g1(h) g2(h) g7 () 95 (R) .

HYPOTHESE 2
Les valeurs propres de g(h) sont indépendantes de h.
Maintenant nous pouvons énoncer le théréme de Ziglin.

THEOREME DE ZIGLIN
Soit H un hamiltonien défini par

1
H(pl‘)p:lﬁr) y) =35 (pi +p32/) + V((L’,y)
2

ou V(z,y) est un polynome en & et y. St H vérifie les hypothéses 1 el 2
et si de plus H a une autre integrale premiére qui est analytique dans un
voisinage de la famille Ty, et fonctionnellement indépendante avec H, alors
soit g(h) = Id, soit Tr gy et Trgy sont indépendantes de h.
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3. Application du théoréme de Ziglin

Nous allons appliquer le théoréme de Ziglin au systéme hamiltonien H
défini sur ((C4,w) oll w est la structure symplectique standard et

Bziy? oyt
s t7 t— *t1 ¢

2 2 3 4
_bz Py a5 b o o dy  az®
H=Z+5 452 +oy+eiy+ —+

3.1 Calcul des plans invariants par le flot de H

Pour utiliser le théoréme de Ziglin nous avons besoin de chercher un
espace vectoriel invariant par le flot de H. D’abord rappelons comment on
peut trouver une sous-variété invariante.

PROPOSITION 1.— Soit X un champ de vecteurs polynomial sur C*,
F € Clz], ¢ = (21, 22, ..., Tn). Posons FO = F, F" = X(F* 1), n >0,
I=(F° F',...) l'idéal engendré par F™ dans C[X] et V(I) = {z € C* |
f(z)=0V fel}. Alors:

1) il eziste ng tel que I = (FO, F1, ... F™0);

2) V(I) est une variété invariante par le flot de X.

Démonstration. — 1) est une conséquence du théoréme des zéros d’Hil-
bert et 2) est évident.

Posons X = X, ou H est défini par (4), on a
F=z+py, F'=ps+ppy
F? = az® + Bualy + pz® + Bry® + 2zy + az + yuy® + duy® + pay .

Soit I = (F, F1). L’idéal I est premier et donc F2 € I si et seulement si
F2IV(1) = 0, c’est-a-dire

p((B=a)p® +7—=B)y®+ ud -2+ p)y? + pb - a)y = 0.
On est obligé de prendre soit p = 0, soit

B—v
8-«
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on aura donc au maximum deux plans invariants par le flot de H. Dans la
suite, on considérera trois hamiltoniens :

Hl:%”LprJ’f +50° +””y+d33+T+ﬁz2 * 44

H2=%+Zy+ («? +y)+wy+gy+ ; +ﬂ1’;yz+%‘i

H3=%+%+2($2+y2)+x2y+%(2—7_g>y+
+——+ﬂ””;y?+%‘i

Le flot de Hq et de Ho posséde un plan invariant et celui de H3 posséde deux
plans invariants. Nous rechercherons dans le prochain paragraphe, pour Hy
et Ho, une famille de solutions périodiques notée I'y, dans le plan z = 0; et,
pour H3, on recherchera une famille dans le plan £ = 0, notée aussi I'p, et
une autre notée Ap, dans le plan &+ py = 0 ot p? = (8—7)/(8 — ). Posons

_ 11—k y= Hq1 +q2
Vi+p?’ V14 p?

Pour H;, le potentiel dans le plan z = 0 est

V(0,y) = —y +3dy +g ¥, Vee(0,9) = B8y +2y+a.
Pour Ha,

V(O,y)=%y4+%dy3+-;-y2, Vez(0,9) = By* + 2y +a.
Et pour H3

1 - a
V(0,9) = %y4+§ (Q—g—_}) gy, Vee(0,9) =By’ +2y+a.

En coordonnées (g, p), on a
dz Adpy +dyAdpy = dg1 Adpy +dga Adp2 .

Dans le plan donné par g1 = z+py = 0 ot u? = (8—7)/(8—a), le potentiel
de Hg est

9 -
V(0,92) = Z%‘_Q%‘F 5\/—%‘13"' %42
ﬁ2+2(a+7)ﬂ 37 v«
Varas (0,2) = 55— AR ey R
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3.2 Existence de solutions périodiques

En utilisant le fait que les solutions sont dans une surface de niveau,
nous voyons qu’elles vérifient : (dgo /dt)2 = 2(h - V(0,¢2)) avec V(0,q2)
polynéme de degré 4 en gs. Soit

dgy

2(h — V(0, g2))

=dt, q2=q2(t).

Cela revient a résoudre le probléme d’inversion de Jacobi. Comme la surface
de Riemann de {22 = 2(h - V(O,QQ))} est de genre 1, ¢9 est une fonction
elliptique de ¢ € C/A ou A est le réseau période, de rang 2, de la fonction
g2. Comme les coefficients de 2(h — V(0,q2)) sont réels, il existe une
période purement réelle et une purement imaginaire. On peut exprimer g
en fonction de ¢ en utilisant des formules standard [Ba]. Pour cette raison,

il faut mettre dgz/4/2(h - V/(0, g2)) sous forme de Weierstrass ou sous
forme de Jacobi. Ces transformations nécessitent de connaitre les racines du
polynéme V (0, ¢2) — h, qui sont des fonctions algébriques des coefficients.
Pour contourner cette difficulté, nous allons utiliser la méthode de Poincaré-
Lindstédt.

3.3 Calcul de g(h)
En prenant
aalt,h) = T+ L4
et en I'injectant dans I’équation différentielle, on obtient n = 1 et a_; vérifie

a2, = —2a%, x (coeff. de plus haut degré dans V(0,q2)) .

Il y a donc deux valeurs possibles de a_j, c’est-a-dire on a deux péles
d’ordre 1 dans le parallélogramme période de go(t, h), et cela pour chaque
famille de solutions. Calculons les valeurs propres de la matrice g(h). Pour
cela il est d’abord nécessaire de le faire autour de chaque péle. Elle est du

type )
e2z7r(1 *
0 622'71'(2 ’

ou ¢; sont les racines de ’équation indicielle :
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et

g = a?; x (terme de plus haut degré dans Vj, 4, (0, ¢2)) -

szb%:@etﬁzhzgiﬁ,

La matrice g(h) correspond au produit des deux matrices autour de
-chacun des poles. Comme les deux pdles ont des résidus opposés et dans

I’équation indicielle il n’intervient que le carré du résidu du pole considéré,
ces deux matrices sont les mémes. Soit

e4i7r§1 *
g(h) = ( 0 e4i7r(2) -

On remarque que les valeurs propres de g(h) sont indépendantes de h. Si
on a g(h) = Id, alors nous avons obligatoirement /1 —4g = k, k € N, soit

142

kEN.
g FeEN

q

La famille 'y, de Hy, H et H3 donne ¢ = —28/¥ et donc

2 _
ézk 1, keN.
vy 8

La famille A, de H3 donne

_ _2ﬂ2 +2(a+7) 8 - 3ay
- p? —ay

et donc
(@+7)B—oy k-9

82 —ary 16’ keN.

3.4 Calcul d’une solution périodique du systéme

Nous allons calculer une solution périodique de période réelle du systeme

(&) =20~ Puw)

— 542 -



Sur la non-intégrabilité de potentiels quartiques

ou

Piw) =7 + B+ Byt )

PROPOSITION 2.— Si pg > 0, alors en prenant ¢ suffisamment petit, la
solution du systéme ci-dessus de conditions initiales y(0) = ¢ et dy/dt (0) =

0 est périodique (de période 27 /w(e)) admet un développement par rapport
d € suivant :

y(7,€) = cos(7)e + (cos 27 + 2 cos T — )——6 +
D2

+ ((9p4p2 + 6p2) cos 37 + 32 p2 cos 27 +

e3+

1
2 _ 2
+ (58 p5 — 9pap2) cos T — 96 p3) 588 p%

+ ((9p4p2 + 2p§) cos 47 + (27 papo + 18 p%) cos 37 +

+ (192 p2 — 288 p4py) cos 27 +

+ (238 p3 — 315 papy) cos 7 + 567 papz) — 450 p3) L2 et 4
864 p2

ot 7= w(e)t et w(e) est donnée par

9 10 p? 9 -10
w(E) = VB3 + p4p2 — . P52, p3(9p4p2 p3) &3

+
/2 36p5/2
_ 380 p3 — 860 pap2p3 + 63 p3p3 .
768 pi/*
Remarque. — Le développement de y(7,¢) par rapport 3 ¢ sont les

premiers termes d’une série de type

k=0 \i=1

0 k
Z (Z Aj g cos(it) + B; j sin(it) + Ck) e*

o 7 = w(e)t et w(e) = Y252 wie®, connue sous le nom de série de Poincaré-
Lindstedt. Bien que les séries de y(7,¢) et de w(e) soient convergentes [P2],
nous n’aurons besoin dans la suite que des premiers termes.
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Démonstration. — Si le hessien de H = p§/2 + P4(y) en 0 est défini
positif, alors on a ’existence de la solution périodique de conditions initiales
py(0) = 0 et y(0) = ¢ pour ¢ suffisamment petit, c’est-a-dire si p; > 0. On
a le systéeme

dpy

- = —(pay® + p3y® + p2y) -

Cherchons, en utilisant la méthode de Poincaré— Lindstédt [P2], une solution

périodique. Forcons la période de y & étre 27, en posant 7 = w(e)t et en
supposant que y(7 + 27) = y(7). On obtient le systéme :

dy
w(@a; =Py
d
w(s)—dzf = —(pay® + p3y* + p2v)

de conditions initiales

{y(O,E) =c
py(0,6)=0.
Soit
w(s) =wg + wi€ + w2€2 + W3€3 + w454 +...
et

y(r,€) = yl(T)E: + y2(7) e+ y3(7) g3 + ya(7) ety

Nous recherchons la solution vérifiant y(0) = ¢ et dy/d¢(0) = 0, nous
imposerons pour cela que

_ dy1 o\ _
n©=1, L@©=0

dy;

E(O):y,'(O):O, Vi>1.

Le systéme a ’ordre 1 est

dy

wo(€)d—7, =py
dp
wo(e) df_l = —patn1

- 544 -



Sur la non-intégrabilité de potentiels quartiques
de conditions initiales
{ y1(0)=1

Py (0) =0.

La solution est
y1(7) = cos (T———"m) .
wo

Si pa > 0 et wg = /P2, on a une solution 27-périodique

wn(r)=cosr.

On fait de méme & ’ordre 2 :

""0(5) + wi(e ) = Py,
d
wo(e) == p” = —p3yi — paye
de conditions initiales
{ y2(0)=0
Py (0)=0.

La solution est
y2(r) = p—s(cos2r+2cosr -3) +w1ISl—n(T—).
6p2 P2

Nous avons alors
Wl = 0

et
y(r) = é%(cos2r+2cos7’—- 3).

A Tordre 3, nous avons

dys dy;
WO(é‘)? + w2(€)TT' = Py,

dp
L+ wa(e) To- = —Pavi — 23312 — P2y3

de conditions initiales

{ya(o) =0
Dys (0) =0.
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La solution est

5p3 | wo 3194) - 2
= —2+4+ 22— —=— | 7sint+ ((9 + 6p5) cos 31 +
y3(T) (12 T ((9pap2 + 6p3)

1
+ 32 pg cos 27 + (58 p% — 9p4apz) cos T — 96 pg) -
288 p3

Il faut prendre

_ 9papz — 10p3

w2 = y
24 p3/2

et la solution est

ya(r) = ((9p4p2 + 6p§) cos 37+ 32 p%, cos 2T +

1
2 _ 2
+ (58 p5 — 9pap2) cos T — 96 p3) 538 pg .

On réitére le processus pour trouver I’expression de y(7, €) et de w données

dans la proposition 2.

Remarque.— Si p2 < 0, nous pouvons aussi obtenir une solution pé-
riodique avec la méthode de Poincaré-Lindstédt. Pour cela il faut faire le

changement de variables

t=v-10, z=+-1py

et on obtient un systéme qui vérifie I’hypothése de la proposition 2. Ce
qui nous permet d’obtenir une solution périodique & période purement
imaginaire et dont les premiers termes sont donnés par la formule de la

proposition 2 (o 7 = w(e)f) :

y(7,€) = cos(T)e + (cos 27 + 2cos T — 3);’73 e? 4+
2

+ ((9p4p2 + 6p3) cos 37 + 32 p3 cos 21 +

1

3
+
28852

+ (58 pg — 9p4pa) cos T — 96 p%)

+ ((9p4p2 + 2p3) cos 47 + (27 pap2 + 18p3) cos 37 +

+ (192 p% — 288 pyp2) cos 27 +
P3

+ (238 p2 — 315 paps) cos T + 567 papy — 450 pg) P34

864 p3

- 546 —



Sur la non-intégrabilité de potentiels quartiques

et
9 — 10 p2
w(e) = Vorr + LT f8 ety
24 (—p2)
L P3Opapz —1093) 5 3805 — 840papopd + 64ppE 4
36 (—p2)*/* 768 (—p2)"/*

3.5 Calcul de la trace de la matrice de monodromie g;(h)

D’apres la discussion précédente, nous avons une solution périodique de
période réelle si po > 0 ou imaginaire si ps < 0; nous allons calculer la trace
de la matrice de monodromie associée a cette solution. Pour cela nous allons
introduire le développement par rapport a € de y(r, ) et celui de w(e) dans
Péquation variationnelle. On pose

Ve (0, y) = vo + v1y + voy? (6)

d2= _
T Ve (0, y(t,€)) E(t) = 0.

Soit .
d<= —2—
Fy + Ver (O, y(T, 5)) w 2.:(1') =0.

Posons
P(1,€) = Ve (0, y(1,6)) w™2.

Pour calculer la trace de la matrice de monodromie de 1’équation varia-
tionnelle, on utilise le fait qu’il existe un systéme fondamental de solutions

{6(r,€),%(r,€)} tel que
#(0,e)=1, %(0,e)=0
d¢ _ de B
d_T(O’E)—O’ E;_‘(O,&‘)—l.

© ¢(27,¢) P(27,¢€)
) =
T Eero Lene

T

et

Tegr(e) = g, €) + 32 (2m,¢).
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Comme P(1,¢) est analytique en ¢, les solutions ¢ et 9 le sont également.
Posons

é(7,€) = ¢o(T) + ¢1(7) € + P2(7) g2 + ¢3(7) e3 + ...
(7€) = Yo(7T) + 1(7) € + ha(7) £ + ¢3(7) e + ...
P(r,6) = Po(t) + Pi(r) e + Po(r) €2 4+ P3(1) 3 + - --

On obtient les systémes

d2 d2 " n

'E;;)"*'PO(T)(?SO:O; %+PO(T)¢n+]§Pk(T)¢n_k=O,

d? d2¢n -

T80 4 Por)po=0, SHR 4 Por) i+ Y Pelr) Yok =0
k=1

avec les conditions initiales

d¢o

s =1, F20)=0
v =0, S2(0)=1

$n(0) = %’1(0) =¢n(0) = %’l 0)=0.

Les solutions sont

fn(T) = /0 Yo(v —7) kzzzl Py(v)bn_i(v) dv,

Yalr) = /O bolv = 1) 32 B s (0) o

et
d¢p T —
on(T) + ar (r) = A Z Pr(v)R,_i(v,7)dv,
k=1
1 dnTi‘g d’l/)n 2r T
nl  dem : =0 = ¢n(27) + F@’") = /0 k§=:1 Pi(v)Rp—k(v,27) dv
ou

Rj(v,7) = ¢;(v) Yo(v — 7) = ¥ (v) do(v — 7).
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PROPOSITION 3.— Si (pg — 4vg)vops # 0, alors la trace de la matrice
de monodromie g1(h) est

Trg; = 2cos (27r b +
D2

+ (vom (9p4(p2 — 4vo) — 2p3(5ps + 12 v1) + 24vaps) +

— 6p3(v1(v1 — p3) + vap2) + 40 vgpzz),) X

X sin (27r
Vp j 6p3+/v0Pz (P2 - 4vo)

Démonstration. — Nous trouvons

do(7) _—_cos(r1 /v—o ’ , to(r) = 1/—sm(r hit) ,
D2 Yo D2
c’est-a-dire
Trg1(0) = 2cos(27r, /v_o ),
D2

hir) = —= s (szIH( \/ID sinr +
+ /P cos <r\/D (cos 7 — 1))
Yi(r) = \/_(m Tug) (2\/—cos( \/@ sin 7 +
~ /Fasin (T\/;:g> (cos 7+ 1))

dTrg
de

0)=0.

C’est ainsi que 1’on obtient le résultat de la proposition 3, par souci de
concision nous ne donnerons pas ’expression de ¢2(7) et de ¢o(7). O

PROPOSITION 4. — Si po = 4vg, alors la trace de la matrice de mono-

dromie g1(h) est
27l'2

T = -2
rg: 6'!)2

e+
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Démonstration. — Pour la méme raison que précédemment nous ne
donnerons pas I’expression de ¢2(7) et de (7).

PROPOSITION 5.— St vg = po, alors la trace de la matrice de monodro-
mie g1(h) est

740102
Trg1 =2- 1 4
144 v
avec
01 = 10 p3 + 3vo(v2 — 3pa) — Tvrps + v}
Oz = 10 p3 + Yvo(v2 — pa) — 5v1(p3 + v1)
Démonstration. — On remarque d’aprés la proposition 3, que

Il nous faut calculer les prochains termes. On réitére le processus et nous
trouvons que

3 Trgy
43 =0.
de’ |-
De méme, nous avons
d4Trgq w2
—a| = gax 00
£ £=0 'UO

avec

01 = 10 p2 + 3uo(v — 3ps) — Tvrps + v3
0,=10 pg, + 9vo(vy — pa) — 5v1(p3+v1). 0

3.6 Application du théoréme de Ziglin & Hy, Hy et H3

Nous allons remplacer les coefficients de (5) et (6) par ceux de Hy, Ha et
Hs. Pour Hq, on obtient : -

e si b # 4a, alors on utilise la proposition 3
¢ Trgy = M sin (27r\/3)
de? |._o  3b2Vab (b — 4a) b

M = (b— 4a)(6b?8 — 9aby — 12bd + 10 ad?) + 24 % ;

ou
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e si b = 4a, alors on utilise la proposition 4

d2Tr gy _ 72
de? | = 2a%°
Pour Hj, on utilise la proposition 5
d*Trg;| 720,10,
det oo 6at

ou

01 = 9a(B8 — 7) + 10 (d+ 1)(d — 2)

02 = 3a(8 — 37) + 10 (d — 1) (d-§> .

Pour H3, on utilise la proposition 5; en considérant la famille I'y,, on a

d*Trgq
det

____mLN
e=0 6at (6 — a)4 ’

et avec Ay, on a

d*Trg;
det

B 22PN
e=0  3a*(B- a)2(26 —a-—7)

ou

2
L= 33y =A)(B-a) +68(a - ) - (4a= ) + 22

P =3aB(8—a)+2(=58+4a+7)

N=(y-5) (10(3a—2ﬁ—-7)+9a(a—ﬂ)2) .

Considérons les cinq conditions :

2 _
€ N tel que — = ou = 0;
Cl) 3k €N tel '3 k81 M=0
2 _
(Cl')BkeNtelqueé:k 1,
vy 8
2 _
(C2) akGNtelquegzk 3 1ou0102=0;
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2 _
(C3) ElkeNtelqueg:k 5 1ouLN-—-O;

(a+y)Bf—ay k-9

B — oy 16 ou PN =0.

(C4) F k€N tel que

Le théoréme de Ziglin nous donne enfin les résultats suivants.

THEOREME 1.— Soient aby # 0 et a/b # n%/4,V n € N. Si le systéme
défini par Uhamiltonien

Hl(Pac:Pyyx; y) =

2 2 3 2,2 4
P By = by dy>  azt Bty oyt
2-I-2+2+2+:L'y+3+4+2+4

est intégrable (c’est-a-dire s’il posséde une autre intégrale premiére qui est
analytique dans un voisinage de la famille 'y, ), alors (C1) est vraie.

THEOREME 2. — Soit ay # 0. St le systéme défini par Phamiltonien
2 2 2 vyt
Py Dy z 9 dy Bz2y
H YY) = —+—= — 42 4 R
1(Pz, Py, 2, Y) 2+2+a<2+y)+xy+3+4+ 3 +4
est intégrable (c’est-d-dire s’il posséde une autre intégrale premiére qui est

analytique dans un voisinage de la famille T'y,), alors (C1') est vraie.

THEOREME 3. — Soit ay # 0. St le systéme défini par Phamiltonien

Pa: py d az® Bxly?  yyt
Hz(pg;,py,l‘ y) = +2+ (’7 +y )+1' y+3y + 4 + 2 + 4

est intégrable (c’est-a-dire s’il posséde une autre intégrale premiére qui est
analytique dans un voisinage de la famille Ty, ), alors (C2) est vraie.

THEOREME 4. — Soit a(a — B)(8% — ay)(a +7 — 28) # 0. Si le systéme

défini par Uhamiltonien

H3(pl‘apy>x7 y) =

2 2
P Py 32y 2 10
—2+2+2(m+y)+xy+3(

y-8 Bzly yt
a_ﬂ) +—+ +—

4 2 4
est intégrable (c’est-d-dire s’il posséde une autre intégrale premiére qui est
analytique dans un voisinage de la famille Ty, et de Ay ), alors (C3) et (C4)
sont vrazes.
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COROLLAIRE .— Si un systéme hamiltonien de la forme (4) posséde une
autre intégrale premiére qui est analytiqgue dans un voisinage de la famille
Ty, alors ses coefficients sont dans un ensemble de codimension 1 dans
Pespace de tous les paramétres.

3.7 Recherche d’hamiltoniens intégrables

Nous allons rechercher des hamiltoniens intégrables grace aux théorémes
précédents.

Ezemple 1.— Considérons
2 2 4 2,2 4
Pz Py  a d az® Py Y
H(pa:apy;l';y):—2$+—2y+§($2+y2)+x2y+§y3+—4—+ 3 +7T'

Nous allons supposer que d = 4 et que l’'on peut appliquer le théoréme 4,
c’est-a-dire le systéeme défini par H est intégrable au sens du théoreme 4, d
s’écrit en fonction de ¢, § et 7. Cela nous donne la condition

vy=30- 2.

On supposera que (C3) est vérifiée grace a

On obtient ainsi
B=6a, y=16a.

Quant & (C4), supposons que P = 0, on en déduit que @ = 2/9a. Nous
obtenons I’expression de H.

1l o9 1 5 a o 9 2 4 3 2 4 2.2 4
H=gpr+5p+5@ +y)+2y+ 59" + 50— (2" +1227%° +16y7%).

H est un bon candidat pour étre intégrable. En fait, il appartient & une
famille plus générale ot p = 4/3 et a = b dans notre cas,

(e*+122%% +16 4%).
()

a b 2—
—x2+—y2+z2y+yy3+4 K

1, 1
P 2,2, 2.2 e rr
H =3rt3pt3e°+; a—1b)
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Ravoson [Ra] a démontré que (7) est intégrable au sens de Liouville,
en utilisant une structure bi-hamiltonienne, il a calculé une fonction K en
involution avec (7).

K = (4a — b—4y)p2 + 4zpLpy + 42%y? + dax’y + a(4a — b)z? +

4 2—
+ 2“ 4-l—4 (:c y+2¢%3).
Ezemple 2. — Considérons & nouveau
2 d y
H(pz,py, z,y) = + + (w +97)+2ly+ v’ + (z +y* )+

2 3

Nous allons supposer cette fois-ci que d = 1. De méme, appliquons lui le
théoréme 3. Nous supposerons que Oz = 0 (ainsi (C2) sera vérifiée). Si
09 = 0, alors 8 = 3a. On obtient H :

2 2 4 4
Py a 1 afz
Hipe g 2,0 = E+ B S @2ty tatve gt (G + 357 + )
®)

Si on prend
1
K =popy + avy + oy’ + 32° + a(ay’ + 2%),

elle est en involution et fonctionnellement indépendante avec H, le systéme
hamiltonien est intégrable au sens de Liouville. Nous généralisons le systéme
de Hénon—Heiles pour @ = b et d = 1, en un potentiel quartique (8). De plus,
H se sépare dans les coordonnées cartésiennes

r=A-p, y=Atp.

Ezemple 3. — Nous considérons cette fois
P2 2 2 gt
Pz Py (2% o2 I
H(pz,py,z,y) = +2+a(2 +2y>+x y+2y° + 2 2 5 + 4
9)

une généralisation de Hénon—Heiles au cas d = 6 et restreint & b = 4a. En
appliquant le théoréeme 2, si (9) est intégrable alors (C1’) est vraie, pour
cela nous supposerons que

g _3

78
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On voudrait savoir si cet hamiltonien (9) est bien intégrable. En fait si on

suppose que
v=16a,

alors (9) est séparable dans les coordonnées paraboliques
2

z-=—4uv, y=u+v.

En résumé, ’hamiltonien

p2 P z? 2 2 3 «? 2.2 4
H(pz,py, ¢, y) = 7’”+3y+a(7+2y >+w y+2y +a(7+3x ¥+ 4y )

est intégrable, il peut étre trouvé aussi dans [Ra].

Remerciements

Je remercie L. Gravilov pour ’aide et I’intérét qu’il a apportés a ce travail.

Références
[A] ARNoLD (V. L) .— Equations différentielles ordinaires, Ed. Mir Moscou (1988).
[AS] Aisawa (Y.) et SaiTO (N.) .— On the stability of isolating integrals: I effect

of the perturbation in the potential function, J. Phys. Soc., Japon, 32 (1972),
pp. 1636-1640.

[BSV] BounTis (T.), SEGUR (H.) et VivaLpi (F.) . — Integrable Hamiltonian systems
and the Painlevé Property, J. Phys. Rev. A25 (1982), pp. 1257-1264.

[Ba] BaTEMAN (H.) et ERDELYI (A.) . — Higher Transcendental Functions, McGraw-
Hill New-York (1955).

[CTW] CHANG (Y. F.), TaBor (M.) et WEIiss (J.) .— Analytic structure of the
Henon-Heiles Hamiltonian in integrable and nonintegrable regimes, J. Math.
Phys. 23 (1982), pp. 513-538.

[GDP] GrammMmaTicos (B.), Dorizzl (B.) et PADJEN (R.) .— Painlevé property and
integrals of motion for the Henon—Heiles system, Phys. Lett. A89 (1982), pp. 111-
113.

[HH] HENON (M.) et HEILEs (C.) .— The Applicability of the third integral of motion:
some numerical experiments, Astrophys. 63 (1964), pp. 73-78.

[1t] ITo (H.) .— Non Integrablity of Hénon—Heiles System and a Theorem of Ziglin,
Kodai Math. J8 (1985), pp. 120-138.

- 555 —



Olivier Vivolo

[Li} LINDSTEDT (A.) .— Mémoire de ’Académie de Saint-Pétersbourg, (1882).

[P1] PoINCARE (H.) .— Sur une méthode de M. Lindstédt, Bulletin Astronomique
Tome III (1886), p. 57.

[P2] PoINCARE (H.) .— Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, Tome II,
Dover Publi. New-York, 1957 (chap. IX et XIII).

[Ra] RavosoN (V.) .— (r,s)-Structure bi-hamiltonienne, séparabilité, paires de Lax et
intégrabilité, These, Université de Pau et des Pays de I’Adour (1992).

[Zi] ZiGLIN (S. L.) .— Branching of Solutions and Non-existence of First Integrals in

Hamiltonian Mechanics, Funct. Anal. Appl. 16 (1983), pp. 181-169; Funct. Anal.
Appl. 17 (1983), pp. 6-17.

- 556 —



