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Actions localement libres de groupes
non unimodulaires(*)

MicHEL BeLLIarT(V)

RESUME. — Soit G un groupe de Lie connexe. Nous supposons qu'il
existe v € G tel que les valeurs propres a1, ..., an de Ad(y) vérifient
la condition Vi, j, |ey -+ am| > JaiaT!|. Alors, nous montrons que
toute action localement libre et isochore de classe C" (r > 2) de G
sur une variété fermée de dimension dim(G) + 1 est C"-conjuguée & une
action homogeéne. Nous donnons aussi une preuve simple de la stabilité
différentiable des feuilletages formés par les orbites de & pour r > 3.

ABSTRACT.— Let G be a connected Lie group. Assuming that there
is a v € G such that the eigenvalues aj,...,on of Ad(y) fulfill the
condition V1, 7, |ag+--an| > |aiaT!|, we show that every locally free,
volume-preserving, C” (r > 2) action of G on a closed manifold M with
dimension dim(G) 4+ 1 is C"-conjugated to a homogeneous action. We also
give a simple proof of the differentiable stability of the foliation of M by
the ®-orbits for r > 3.

Introduction

On sait combien la notion de stabilité structurelle est naturelle en théorie
des systémes dynamiques ([AlI], [Ma]); pour autant, depuis une vingtaine
d’années, on connait des systémes ayant une rigidité supérieure. Nous allons
étudier de tels systémes; nos objets seront les suivants : un groupe de Lie
connexe G, une variété fermée connexe M de dimension n+1 = dim(G) +1
et une action ® de classe C” (2 < r < w) de G sur M. Nous supposons P
localement libre, de sorte que ses orbites forment un feuilletage F. Dans le
cas particulier ou G agit par translations & gauche sur un espace homogéne
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H/T (H un sur-groupe de Lie de G et T' un sous-groupe discret uniforme
de H), nous dirons que l’action et le feuilletage sont des modéles. Nous ne
chercherons pas & décrire les modéles trop en détail car ils ont fait ’objet
d’une littérature abondante dont le lecteur trouvera la trace dans [Go],
ouvrage de référence sur la théorie des feuilletages.

Nous commencerons par étudier ’existence d’une conjugaison différen-
tiable de ® & un modele. Dans le cas le plus simple (G = R), celle-ci n’existe
génériquement pas : il n’existe méme pas de conjugaison topologique de F
4 un modele, car les modéles ont des orbites toutes fermées ou toutes denses
alors que selon [Pe], un F générique posséde un nombre fini > 0 de feuilles
fermées. Selon [GHM], ce manque de rigidité est partagé par de nombreux
groupes nilpotents. Par contre, les actions de groupes & croissance expo-
nentielle semblent plus rigides; pour le plus simple d’entre eux, qui est le
groupe GA des transformations z — az + b (a > 0) de R, il y a dans [Gh]
le résultat suivant.

THEOREME (Ghys). — (G = GA). Si ® préserve un volume continu, ®
est C"-conjuguée d un modéle.

L’hypothése supplémentaire d’invariance du volume serait tres forte dans
le cas d’un groupe nilpotent, car elle excluerait de nombreux cas intéressants,
comme les flots de Morse-Smale pour G = R. Par contre, GA préserve
toujours une mesure de Borel qui charge les ouverts, et celle-ci est sans
doute un volume (Ghys I’a démontré quand H*(M,R) = 0). D’autre part,
on dispose d’un autre théoréme.

THEOREME (Ghys). — Soit ® une action localement libre de classe C”
d’un groupe de Lie non unimodulaire (un groupe de Lie est non unimodulaire
si sa fonction modulaire A(g) = det(Ad(g)) n'est pas constante) G sur
une variété fermée M de dimension dim(G) + 1. Si ® préserve un volume
continu, celui-ci est de classe C"™71.

Les méthodes utilisées par Ghys pour prouver son théoréme dépassent de
loin le cadre du groupe GA. En les adaptant, nous prouvons ce théoréme.

THEOREME A. — Soit ® une action localement libre de classe C™ (r > 2)
d’un groupe de Lie G sur une variété fermée M de dimension dim(G)+1. Si
® préserve un volume continu (donc C™71) et s’il existe un v € G tel que
les valeurs propres ai, ..., an et le déterminant A(y) de Ad(y) vérifient
A(y) > Sup |aiaj_1|, alors ® est C"-conjuguée a un modéle.
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Noter que ce théoreme est valable pour de nombreux groupes mais ne
s’applique pas & GA (pour lequel n = 2, a3 = A(y) et ag = 1 quel que
soit 7). Dans un premier article [BB] sur le sujet, écrit en collaboration
avec O. Birembaux, nous avions obtenu le cas particulier ou |a;] > 1 pour
tout 7 < n; nous fournissons ici une preuve plus simple basée sur le méme
principe. L’ingrédient principal en est la proposition qui suit.

PROPOSITION 1.— Il eziste un feuilletage F+ de dimension 1, de classe
C", transverse ¢ F et invariant par ®.

Gréce & cette proposition, nous disposons de deux feuilletages transverses
de dimension complémentaire; ceux-ci ont des structures trés particuliéres :
I’existence de ® implique que F+ est transversalement de Lie de groupe G,
et ’existence d’un volume ®-invariant implique que F est transversalement
affine. I1 est alors facile de conclure.

Voila pour le probleme de classification; considérons ensuite le probléme
de la stabilité. Dans [GS] sont classifiés les feuilletages F de dimension 2 sans
feuille compacte sur les 3-variétés fermées & groupe fondamental résoluble.
Il s’avére que pour un groupe fondamental non nilpotent, F est un GA-
modeéle, d’ou le corollaire suivant.

THEOREME (Ghys-Sergiescu). — Il eziste des feuilletages F de classe
C¥ et sans feuille compacte (si nous disons sans feuille compacte, c’est
qu’on connaissait depuis longtemps de tels phénomeénes de stabilité pour des
feuilletages n’ayant que des feuilles compactes (théoréme de Reeb). L’intérét
de [GS] fut de fournir les premiers exemples dynamiquement intéressants de
stabilité C" ) tels que si F' est un feuilletage C™ (r > 2) suffisamment proche
de F en topologie C°, alors F' est C"-conjugué a F.

Prolongeant le travail précédent, 1’article [EN] construit un grand nombre
de feuilletages F de toutes dimensions et codimensions et qui possédent la
propriété (plus faible) que tout feuilletage proche de F en topologie C®
est C-conjugué & F. Les méthodes sont ici I’analyse de Fourier et un
critéere homologique d’Hamilton; les exemples fournis sont transverses a
une fibration en tores sur le cercle, avec quelques conditions de spectre
les placant de facto parmi les flots d’Anosov algébriques nilpotents. En
codimension 1, nous pouvons préciser le résultat de [EN].

- 37 -



M. Belliart

THEOREME B. — Supposons que l’action modéle & du groupe non unimo-
dulaire G vérifie la proposition 1. Alors tout feuilletage F' de classe C”
(r > 3), suffisamment Cl-proche d’un modéle, est C"-conjugué d un modéle
voisin.

Ceci fait bien comprendre certaines des hypothéses spectrales de [EN] :
pour que F soit C"-stable, il faut et suffit que l’espace des feuilletages
modeéles soit réduit & un point. Dans le cas contraire, F n’est pas méme
structurellement stable, et cependant, tous ses déformés sont homogénes.

1. Preuve du théoréme A

Nous nous plagons sous les hypothéses du théoréeme A. Nous notons Q
le volume invariant, G 1’algébre de Lie de G, X3, ..., X une base de G
et w la 1-forme iy, - --ix,Q. Nous allons montrer la proposition 1. Avant
toute chose, il nous faut expliquer pourquoi celle-ci implique le théoréme A.
Puisque Q est invariant, et puisque le n-vecteur Xy A - - - A X, évolue selon
laloi g« X1 A---AXp = A(9)X1 A+ A Xy, sous P’action adjointe de G, on a
g*w = A(g)w. Supposons la proposition 1 montrée, soit ¥ 'unique champ
de vecteurs de classe C"~1 tangent & F. et tel que w(Y) = 1. On aura

Y = A(9)'Y, (1)

et cette équation algébrique signifie que le flot de Y prolonge & en une
action transitive du groupe H défini comme le produit fibré ci-dessous :

H—mm>G

e

GA ————> R}

D’autre part, dans des cartes locales adaptées il est facile de voir que le
champ Y a un flot C" et pas seulement C"~1. En d’autres termes, ® est
CT-conjuguée a4 une action homogene, et on a le théoréeme A (tout ceci
est expliqué plus en détail dans [BB]; voir aussi le lemme 2 infra). Nous
pourrions encore dire que les modéles sont définis par les deux propriétés
de posséder un feuilletage transverse invariant et d’étre transversalement
affines [Go, p. 169]. Rappelons la définition de cette derniére structure :
tout feuilletage de codimension un peut se décrire par un atlas feuilleté
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constitué de cartes (z,t) (z € R™, t € R) avec des changements de cartes de
la forme (z,t) — (¢(z,t),¥(t)); le feuilletage est le lieu des hypersurfaces
de niveau de la fonction ¢, et si les fonctions ¢ sont des transformations
affines, on dit que le feuilletage est affine. Ici, en partant de (1) ou de (2)
on peut montrer I’existence d’une forme fermée o de classe C” telle que
dw = a Aw; cette forme est H-invariante et son noyau est engendré par Y
et par ’algébre de Lie du noyau de A dans G; il est connu que la donnée
de deux formes telles que @ et w équivaut & celle d’un atlas affine.

Pour montrer la proposition 1, nous construisons un champ de droites
continu, transverse a F et invariant par ®, puis nous vérifions qu’il s’intégre
en un feuilletage de classe C”. Lorsque l’on veut intégrer un champ de
droites, on doit faire face & deux problémes : d’une part, en 1’absence d’une
autre hypothése, un champ continu n’est pas toujours uniquement intégrable
(il a toujours des courbes intégrales, mais il en passe parfois plusieurs par
un méme point). D’autre part, méme si un feuilletage a toutes ses feuilles
de classe C7, il peut ne pas étre lui-méme C”. Toutefois, on a le lemme qui
suit.

LEMME 2. — Si ® préserve un champ de droites de classe C° transverse &
F, alors celui-ci est uniquement intégrable. St 'une de ses courbes intégrales
est C”, alors son feuilletage est C™ (en particulier, il est toujours au moins

cl).

Preuve. — Notons d’abord que sil’on donne en un point m € M un petit
arc T(t) de classe C* transverse aux orbites (1 < k < r), on peut paramétrer
un petit voisinage de m en classe C* par (g,t) € G x R (g proche de 1, ¢
proche de 0) en associant & (g,t) le point g7'(¢). Prenons pour T'(¢) un petit
arc intégral du champ de directions : dans le paramétrage obtenu, ce champ
sera partout tangent aux horizontales ¢ = constante, qui en sont donc des
courbes intégrales de classe C’k; nous affirmons que ce sont les seules : en
effet, toute courbe intégrale a un paramétrage de la forme g = ¢(¢), et son
vecteur vitesse au point ¢(t) est

w(5)+ e

Ce vecteur étant horizontal, d¢(0/0t) est constamment nul donc ¢(t) est une
constante. Ceci prouve le lemme localement, et par connexité, on obtient le
résultat global annoncé. O
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Grace au lemme 2, notre probléme est désormais le suivant : construire un
champ de droites d continu, invariant par ®, transverse & F et possédant
une courbe intégrale de classe CT. Le feuilletage F+ dont la proposition
1 fait état s’obtiendra, alors en intégrant d. Soit maintenant E 1’espace
des champs de vecteurs tangents aux orbites, ceux-ci étant vus comme des
applications continues de M dans G. Nous munissons G d’un produit scalaire
euclidien et E de la norme Sup correspondante

Zl|lm= S Z .
215 = Stp |26,

Ceci fait de E un espace de Banach. L’action de G sur E est décrite par la
formule

(9x(2))(m) = Ad(g)(Z(g7'm)) .

Soit Z un champ continu tel que w(Z) = 1. Nous aurons ’équation (1) sur
Z avec un terme correcteur venant de ce que Z n’est pas forcément invariant
en direction :

wZ=A(g)"Z2+2,, Z,€E. (3)

Nous allons chercher une section Y de d sous la forme Z + T ou T
appartient & E. Ceci revient & résoudre simultanément en T toutes les
équations A(g)™1T — ¢.T = Z,. Nous utiliserons pour cela les propriétés
“hyperboliques” de ®(¥).

LEMME 3.— Lorsque la norme de G est convenablement choisie, on a
“7*” . H’y:l “ < A(¥). En particulier :

(i) Uopérateur V = A(’y) _17;'1 a une norme < 1 sur E;

(ii) pour tout Zg € E de classe C1, définissons par récurrence le champ
Zp+1 = V(Zy) de classe C!; soit X € G; alors la dérivée de Lie
Lx(Zy) tend vers 0 a vitesse exponentielle quand n tend vers +00;

(iti) pour p < A(y) assez grand (fizé pour la suite), l'opérateur U = pyx
est dilatant sur E.

Preuve.— Un résultat classique d’algébre linéaire est que pour toute
matrice A € M, (R), pour tout ¢ > 0, il existe une norme sur R™ pour
laquelle p(4) < HAH < p(A) + € ou p(A) désigne le rayon spectral de A et
|A|| sa norme sup. (ceci vient de ce qu’en jouant sur le choix d’une base de
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C™ ou A est mise sous forme de Jordan :

Ay 0 ... 0 0 1 ¢ 0 ... 0
0 Ay . 0 0 0 1 ¢ . 0
A= E 4" ." ... 3 , Ai:Az : . B . :
0 0 . Az, O 0 . 0 1 g
0o 0 ... 0 Ag 0 ... ... 0 1

(4)
on peut rendre chaque ¢; > 0 aussi petit que I’on veut). Si A est inversible,
on peut également supposer p(A™1) < |A71| < p(A™1) + ¢, car A et A7!
sont sous forme de Jordan dans les mémes bases (les termes A; et ¢; sont &
remplacer respectivement par )\i‘l et /\2._261- dans (4) pour obtenir la forme
de Jordan de A~1). Appliquons ceci & 1’endomorphisme Ad(y) de G : pour
une norme convenable, on aura & la fois

p(Ad(7)) = sup(Je;|) < |Ad(y)| < sup(|ai]) +¢

et
p(Ad(m) = sup(ja7 ")) < [Ad(2) | < sup(lo ) +e

- d’ol, si € est assez petit,

|adm)] - [[aa) 7| < A

Notons maintenant que par construction, ||VH =A(y) -1 “Ad ('y)_l ” On a

donc la premiére assertion, ainsi que ’inégalité “Ad('y)” . ”V” < 1 qui va
nous servir a prouver la deuxiéme assertion. Rappelons que Lx(Z) est la
dérivée de Lie de Z dans la direction de X ; on a

Lx(Zn1) = Lx (A() 7971 20) = A() ' Lx (472 20)

=AM T Ly x Z0) = V(L x Zn) -

Si Kr désigne le sup de ||Lx Z»|| quand X décrit la boule unité de G, on
aura par linéarité

|1Z7exZn < [|Ad(n)]| Kn

et en vertu de la formule précédente
Knsr < (V] - |Ad)]) .
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Par conséquent, K, tend vers 0 aussi vite que HV“ . “Ad(’y)“)n. Enfin,
pour u proche de A(y), opérateur U = p/A(y) V=1 est proche de V-1,
comme V est contractant, U est donc dilatant. O

Une conséquence directe de (i) et (ii) est le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.— Awvec les notations précédentes, la série y Z, con-
verge uniformément vers un champ T possédant une dérivée de Lie LxT =

E LXZn.

Nous pouvons maintenant construire Y. Soient Zg = A(7'1)Z1_1,
Znt1 = V(Zy). Selon le corollaire 4, le champ Y = Z 43} Z,, est bien défini
ainsi que toutes ses dérivées de Lie Lx(Y) (X € G). On a par construction

Y =12+ (Gt D+ 2ot )
=AMZ + Zy-1 + AMBG)(Zo+ 21+ 22+ )
=AM(Z+20+V(20)+V(Z1) +V(Z2)+ ) = A()Y .
Nous avons donc un Y qui vérifie I’équation (1) relative a 4~1. Nous allons
montrer qu’il vérifie cette équation pour tout g. Pour tout X € G, notons
T(X) la projection de Lx (Y') sur E parallélement & Y. Il faut donc prouver

que T(X) est toujours nul. Soit Xg de norme 1 dans G tel que ||T(X0)H >0
soit maximal : on a donc pour tout X de G

ITCOl < 1x]|- 7o)

Mais comme 7« Lx(Y) = Ly, x(%Y) = A(Y)L+,xY, on en déduit

|1T(Xo)|| = A7) " | T(3Xo)
< A() THT(Xo)| - [« Xol

et puisque ||'y,‘?1 " > A(*/)_l“'y* ”, on en tire HT(XO)” = 0. Done, T(X) est
nul pour tout X.

Nous savons maintenant que Y est invariant en direction par @, et le
lemme 2 nous permet donc de conclure que Y est uniquement intégrable,
puis que le feuilletage qu’il définit est de classe C1, et enfin que @ est
conjuguée de classe C1 & une action modéle. Pour obtenir la conjugaison
C" annoncée il nous reste & vérifier que Y posséde au moins une courbe
intégrale de classe C” (lemme 2). Nous allons utiliser le résultat suivant.
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THEOREME D’HADAMARD-PERRON. — Soit f un difféomorphisme local
de R™ en 0 laissant fize le point 0 et de classe C", r > 2. Soit THpR™ =
T*@T*®TC la décomposition de ToR™ en trois sous-espaces de dimension
d“,d® et d° correspondant auz valeurs propres de dfy de module > 1,
< 1 et = 1. Alors localement en 0, il existe des sous-variétés V¥, V¢ et
V¢ de dimension d“, d° et d° tangentes auzr sous-espaces T, T° et T€
et invariantes par f. De plus, les germes de V% et V*® sont uniques, de
classe C" et se composent des points m proches de 0 tels que f(m) tende
ezponentiellement vers 0 pour n — —oo (resp. n — +00).

Il existe d’autres versions de ce théoréme; on en trouve plusieurs dans
[AI] et [HPS]. Les variétés V*, V*® et V¢ s’appellent respectivement variété
instable, variété stable et variété centrale du point fixe 0 pour le difféomor-
phisme f. Pour appliquer le théoréme d’Hadamard—Perron, nous aurons
besoin d’un point fixe.

LEMME 5.— Quitte d changer de v, on peut supposer qu’il existe un
point m de M tel que ®(y)(m) = m.

Preuve.— Pour g € G, notons S(g) le plus grand des modules de valeur
propre de Ad(g). Selon le théoréme du rayon spectral, on a S(gh) <
S(g)S(h) pour tous g, h € G; par ailleurs, I’hypothése du théoréme A
peut s’écrire sous la forme A(y) > S(y)S(y7!). Par continuité, il existe
un voisinage ouvert U de 1 dans G tel que, pour tout A € U, on ait
A(hy) > S(hv)S((hy) —1) ; alors on a aussi pour tout n > 2

A(ky"™) = ARYAG")
> (S(ms(() ™)) (S 1S

= (S(hY)S(" 1)) (S(Y™)S(v 1 h7Y)
> S(hy™)S((Ry™)7Y)

ce qui prouve que hy™ vérifie également les hypothéses du théoréme A.
Appliquons maintenant le théoréme de récurrence de Poincaré : puisque ®
préserve le volume, presque tout point de M est récurrent ou périodique
pour ®(7). S’il existe un point de période n, on peut remplacer ¥ par y"
et le lemme est vérifié; s’il n’existe aucun point périodique, soit m un point
récurrent : pour n > 1 assez grand, v"m sera arbitrairement proche de m,
et il existera donc un h € U et un petit arc mm’ de courbe intégrale de
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Z tel que y"m = h~1m’. En remplagant v par hy" (qui, comme il a été
dit plus haut, vérifie les hypothéses du théoréme A), on s’est ainsi ramené
au cas ou v fixe globalement une Z-orbite. En paramétrant celle-ci par le
temps de parcours de Z & partir de m et en tenant compte du fait que
vZ = A(y)71Z, on voit que ¥ est une homothétie de cette Z-orbite donc
fixe un point de celle-ci. O

Construisons maintenant la variété stable V' du point m pour le dif-
féomorphisme ®(y). Un point m; est sur V si la distance de y"m; a m
tend vers 0 exponentiellement vite pour n — +oc et pour une métrique
auxiliaire quelconque. Comme 7, contracte Y, ce champ est tangent 4 V
en chaque point de cette variété. Considérons maintenant TM comme une
variété et ’opérateur U = pd®(y) comme un difféomorphisme de celle-ci :
nous pouvons construire dans T'M la variété stable W du point m (ou plus
exactement, du vecteur nul pointé en m). Elle est de classe C"! selon le
théoréeme d’Hadamard—Perron.

Les points de T M sont les vecteurs pointés (m,¥) de M, et ’action de
U se fait selon la formule

U(m, MX1+ -+ AnXn + AY) = (7m, pAA(Y) AL X1+ -+ M Xn) +
- uA('r)’lY) ;

comme W se compose des vecteurs pointés qui tendent vers (m, 0) sous les
itérés positifs de U, on tire de la formule précédente et du lemme 3 que W est
le fibré en droites engendré par Y sur V. Nous savons donc que ce fibré est
de classe C™1 en tant que sous-variété de TM. Il a bien siir la méme classe
en tant que sous-variété de TV, et comme c’est un sous-fibré en droites de
TV, on peut le voir comme un champ de directions de classe C"~! sur cette
variété. Ce champ de directions s’intégre sur V en un feuilletage de classe
C™! dont les feuilles sont de classe C”. Comme ces feuilles sont certaines
courbes intégrales de Y, on obtient le résultat voulu : Y a au moins une
courbe intégrale de classe C” et la preuve du théoréme A est achevée.

2. Preuve du théoréme B

Dans cette partie, nous considérons un groupe non unimodulaire G, sans
plus faire d’hypothése sur sa représentation adjointe. Nous construisons le
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groupe H du diagramme (2), et nous supposons qu’il posséde un réseau .
Nous considérons ensuite I’action modeéle ® de G sur H/T, le feuilletage sous-
jacent F, le feuilletage transverse 1 (engendré dans le diagramme (2) par
le noyau de la fleche du bas, c’est & dire le sous-groupe des translations du
facteur GA) et un autre feuilletage F’ suffisamment voisin de F en topologie
C! (nous donnerons des estimations précises de cette proximité le moment
venu). Il nous faut montrer qu’il existe une action &’ de G qui parameétre
F' et que celle-ci se prolonge en une action transitive de H. L’action &’ est
facile & construire.

PROPOSITION 6.— Il ezxiste une action localement libre ® de G sur M,
de classe C™ et C'-proche de ®, dont les orbites sont les feuilles de F' et
qui préserve F+.

Preuve. — Comme F' est proche de F, on peut le supposer transverse
a4 FL. Pour £ € M et g assez proche de 1 dans G, nous notons d'(g,2)
I'unique élément d’un petit voisinage de # qui appartient & la fois & la
F'-plaque de z et & la FL-plaque de ®(g, z). Il est immédiat que &’ est une
action locale C™ qui préserve F+. Comme M est fermée, cette action est
globale. La proximité C! des deux actions vient de la proximité des deux
feuilletages. O

Techniquement, nous venons juste de lire sur le feuilletage 7’ la structure
de feuilletage de Lie de groupe G dont est muni F+. Nous allons maintenant
vérifier que F' est transversalement affine. Prenons un point base mg sur
M et notons I' le groupe fondamental de M.

PROPOSITION 7.— La variété bifeuilletée (M,F,FL) peut étre vue
comme l’espace G x R muni de ses deuz feuilletages produits et quotienté par
une action de T de la forme v(g,t) = (9771, 7()(t)) ot 7 est un morphisme
de T dans GA. De méme, la variété bifeuilletée (M, F', FL) peut étre vue
comme l’espace G x R muni de ses deuz feuilletages produits et quotienté
par une action de T de la forme v(g,t) = (9771, 7'(7)(t)) od 7' est un
morphisme de T' dans Diff" (R).

Preuve. — Rappelons que F+ peut étre vu comme le portrait de phases
d’un flot ¢! qui prolonge ® en une action de H. Les applications R et R’
de G x R dans M, respectivement données par R(g,t) = ®(g) (qﬁt(mo)) et
R'(g,t) = ®'(g)(¢*(mo)) sont des revétements de M par G x R qui ont les
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propriétés voulues, comme on le vérifie facilement (notons que R n’est pas
autre chose que le revétement canonique de M = H/I par H). O

A

Dans la proposition précédente, I' s’identifie & un sous-groupe de G,
constitué des éléments v qui fixent globalement la feuille de F L passant par
“mg. Le théoréme de Fedida [Go, p. 156], nous permet d’apporter certaines
précisions.

o Premiérement, les adhérences des orbites de F L forment une fibration
T (nous noterons Fp la fibre de mp). Celle-ci est invariante par @ et &,
car ces actions préservent F-. La composante neutre K du stabilisateur
de Jo dans G est un sous-groupe distingué. (Le stabilisateur en question
est ’adhérence de I'.) Enfin, selon [CC), le fait que F~ soit de dimension
1 entraine que K est abélien.

e En second lieu, F1 est transversalement de Lie de groupe K en
restriction & Fo. Par conséquent, le groupe A = K N T s’identifie &
71(30) = Z* (2 < k = dim(Bo) < n). Notons que 7(A) est de type fini
et se compose de translations, ce qui découle facilement du fait qu’en
restriction & Jg, ® est la trace d’une action homogéne de codimension
1 d’un groupe abélien sur le tore.

e Enfin, le sous-groupe ' de G n’est pas contenu dans Ker(A), car le
quotient de G par ’adhérence de T est compact (c’est la base de la
fibration J); par conséquent, il existe dans I' un v tel que A(y) ;6' 1.
Dans GA, 7(y) est une homothétie dont le rapport est A(y) -t (en
effet, ®() multiplie par A(y) =1 Je vecteur Y défini dans la premiére
partie de cet article).

Apreés ces remarques, nous pouvons montrer la proposition suivante.

PROPOSITION 8.— Il existe un homéomorphisme h de R tel que le
morphisme o : ¥ — hor'(y)oh™1 de T dans le groupe des homéomorphismes
de R soit ¢ valeurs dans GA.

Preuve. — L’élément clef de la preuve sera la construction d’un groupe
4 un parameétre transitif et sans point fixe dans I’adhérence de T'.

Choisissons des éléments T et H de T dont les images par 7 sont
respectivement une translation et une homothétie de rapport k € ]0, 1[.
Pour fixer les idées, quitte & faire un changement affine de la variable ¢,
nous supposons que ces images ont respectivement la forme ¢ — ¢ + 1 et
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t — «t. Alors, elles engendrent dans GA le sous-groupe des transformations
t—> k" + X n€Zet A€Z[k, k'] Lensemble des translations de 7(T)
est de type fini : comme il contient Z[k], on en tire que x est irrationnel et
algébrique, ce qui nous servira bientét.

Choisissons une base X1, ..., Xp, Z de Palgébre de Lie de H et voyons-
la comme une base de champs tangents & M (les champs fondamentaux de
I'action modéle). Alors, les différentielles d®(g)(m) et d®’(g)(m) s’identi-
fient aux matrices (n + 1) x (n + 1) de leurs coefficients dans cette base.
Dire que & et &’ sont Cl-proches, c¢’est choisir un voisinage U relativement
compact de 1 dans G, un réel ¢ > 0 et demander que

|d®(g)(m) — d&'(g)(m)|| <€ )

pour tous m € M et g € U. Choisissons U pour qu’il contienne T et H,
et exprimons (5) en nous restreignant & la Z-orbite de m : on voit que les
éléments 7/(T) et 7/(H) de Diff"(R) ont la forme

() =t+1+e1(t) et 7T(H)(E) = rt +e2(2) (6)

ol €1, €2 sont des fonctions petites en norme C! uniformément sur tout R
(et pas seulement sur tout compact). Donnons une majoration explicite de
leur norme : pour ¢ proche de 0, 7/(H) a un point fixe unique; quitte a
faire un changement affine de la variable ¢, on supposera que ce point fixe
est 0. Nous demandons que :

1
oit5< (T)(t) < t+ g,
eilexiste k € 10, 1[,£€ 10, 1] tels que £2/k < let kt < T'(H)(t) < £t
(notons que cette condition entraine £71t < 7/(H~1)(¢) < k~1t).

Soit 7 un réel quelconque; nous construisons maintenant une suite v, € A
telle que 7/(»)(0) converge vers r et que /() converge dans Hom(R). En
composant avec une puissance de 7/(T), on peut se ramener a r > 0. En
combinant les deux hypothéses sur 7/(T") et 7/(H), on obtient pour tout n
entier un encadrement

1
t+5k" < T(H"TH™™)(t) <t+ gzn.
Posons 79 = 1. Par récurrence, une fois défini v,_3, on pose 7, =

-1 (H"TH™")P" ol p, est le plus petit entier positif tel que (7, )(0) < 7.
Par construction, la distance entre 7(+4,)(0) et » n’excéde pas
3

Sup(r'(H"TH™™)(t) —t) < 5@“ :
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Comme 0 < ¢ < 1, la suite 7(y5)(0) converge donc vers r. De méme, pn
n’excéde pas
d(rlm-)(O 1) _ !
Inf(f’(HnTH‘"(t)) —t) Tk

Par conséquent, on a la majoration

2n
Suplr/(resn)(1) ~ 7)) < 2 (52 - 7).

Comme 0 < £2/k < 1, la série de terme général 7/(yp+1) — 7/(7n) converge
normalement dans Hom(R) vers un homéomorphisme qui envoie 0 sur r.

Nous pouvons maintenant conclure la preuve. L’adhérence de 7(A) est
un groupe abélien (car A en est un) et comme on l’a vu, ce groupe agit
transitivement sur R. Il est classique qu’un tel groupe soit conjugué au
groupe des translations usuelles (voir par exemple l'introduction de [Pl]). Il
existe donc un homéomorphisme h tel que la représentation o définie dans
I’énoncé envoie A sur un sous-groupe dense des translations de R. Comme
A est normal dans T, tout élément de o(T') agit par conjugaisons internes
dans Hom(R) en normalisant les translations, donc est affine. D

PROPOSITION 9.— h est en fait de classe C".

Comme nous l’avons vu, A est de type fini. Le sous-groupe engendré
par o(T), c(HTH™Y), o(H?*TH™?),... dans GA est donc de type fini, et
on en déduit que o(H) est une homothétie dont le rapport est algébrique
et irrationnel. Par conséquent, I’image de o contient des translations dont
les longueurs ont des rapports algébriques irrationnels, & savoir o(T) et
o(HTH™1). Selon une forme optimisée du théoréme de Herman ([He],
[Si, p. 108]) h est donc C™~!; comme o(T') contient aussi des éléments
hyperboliques et comme r — 1 > 2, h est C" par [St].

COROLLAIRE 10.— &' est C"-conjuguée & une action homogene.

Preuve.— Soit ¢° le groupe & un paramétre défini sur G x R par
¢°-(9,t) = (g,t+A(g)s) : alors, le groupe de classe C”, h=1¢%h, est invariant
par l’action de T' donnant le revétement R', et passe donc au quotient sur
M. On vérifie sans peine qu’il prolonge ®' en une action transitive de H. 0O
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Remarque. — Certains feuilletages sujets au théoréme B ne sont pas
structurellement stables : nous laissons au lecteur le soin de vérifier ce qui
suit. Soient a, —a les logarithmes des deux racines de la matrice d’Anosov

11
()
Soit H le groupe de Lie dont l’algébre est engendrée par les champs
X1, ..., X4, T avec

[X1+€) T] =a-X1+€a [X3+€7 T]'_'—QX:H-E; 620, 1
les autres crochets étant nuls. On sait que A se plonge dans un groupe a un

parametre de matrices, et ’on peut voir H comme le groupe des pseudo-
dilatations (y1, ..., Ya, t) :

Ty n
@nne— (2 OV 4]
) 3 0 A . . ’
T4 Y4
21, ...,%4, Y1, ..., Y4, t € R. Le groupe H contient un réseau, constitué
des points (y1, ...,ys,t) € Z5 et si G est le sous-groupe engendré par

X1, Xo, kX3 +£€X4 et T, le feuilletage engendré par G sur H/T satisfait
les hypothéses du théoréeme B. Or, selon que k/£ est rationnel ou non, les
feuilles génériques de F tantét seront simplement connexes, tantét auront
Z? pour groupe fondamental. D’autre part, certains feuilletages sujets au
théoréme B, structurellement stables ou non, ne sont pas anosoviens :
pour le voir, prenons une matrice exponentielle A de SL(n,Z) dont les
valeurs propres sont les nombres algébriques conjugués d’un nombre de
Salem unitaire qui n’est pas un nombre de Pisot : cette derniére condition
signifie que A posséde une valeur propre réelle de module > 1, que toutes
ses autres valeurs propres sont dans le disque unité et qu’au moins une
d’entre elles est au bord de ce disque. Considérons le groupe H des pseudo-
dilatations ¢ — A’z +y de R™ : comme A posséde une valeur propre réelle,
H contient un sous-groupe G de codimension 1 obtenu en restreignant le
parametre y & un sous-espace A-invariant de dimension 1; comme cette
valeur propre n’est pas 1 ou —1, G est non unimodulaire; enfin, comme A
laisse invariant le réseau standard de R", H posséde un réseau constitué des
éléments (y,t) € Z™ x Z. On a donc toutes les conditions du théoréme B,
et cependant le feuilletage F n’est pas anosovien.
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