ANNALES DE LA FACULTE DES SCIENCES DE TOULOUSE

PHILIPPE CASTILLON

Sur les surfaces de révolution a courbure moyenne
constante dans I’espace hyperbolique

Annales de la faculté des sciences de Toulouse 6° série, tome 7, n° 3
(1998), p. 379-400

<http://www.numdam.org/item?id=AFST_1998 6_7_3 379 0>

© Université Paul Sabatier, 1998, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de la faculté des sciences de
Toulouse » (http:/picard.ups-tlse.fr/~annales/) implique 1’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitu-
tive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

) \J UMDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AFST_1998_6_7_3_379_0
http://picard.ups-tlse.fr/~annales/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. VII, n° 3, 1998

Sur les surfaces de révolution
a courbure moyenne constante
dans ’espace hyperbolique(l)

PuiLiPPE CasTiLLON(!)

RESUME. — Le but de cet article est de donner une interprétation ciné-
matique des méridiennes des surfaces de révolution & courbure moyenne
constante dans H® . On obtient une construction par des roulettes analogue
4 celle de Delaunay dans RS, La famille de courbes 4 faire rouler contient
les analogues hyperboliques des ellipses, des hyperboles, et une surpre-
nante famille de “paraboles”.

ABSTRACT.— The purpose of this paper is to give a kinematic inter-
pretation for the generating curve of revolution surfaces with constant
mean curvature in H® which is similar to Delaunay’s rolling construction
in R, The family of curves we have to roll to obtain the generating curves
of these revolution surfaces contains generalized ellipses, hyperbolas and
a surprising family of “parabolas”.

0. Introduction

En 1841, C. Delaunay [De] trouvait un moyen amusant de construire
les surfaces de révolution dans R3 & courbure moyenne constante : leurs
méridiennes sont les trajectoires d’un foyer d’une conique qui roule sans
- glissement sur ’axe de révolution. Des résultats analogues ont été obtenus
par W. Y. Hsiang et W. C. Yu pour les sous-variétés O(n — 1)-invariantes
de R™ (cf. [HW, théoréme 2]), par H. Rosenberg et R. S& Earp pour les
surfaces spéciales de R (cf. [RE, théoréme 4.3)), et par I. Sterling pour les
hypersurfaces de type o, dans H" et S™ (cf. [St]).

1) Recu le 30 mai 1996, accepté le 7 avril 1997

(1) Université Grenoble I, Institut Fourier, B. P. 74, F-38402 St-Martin-d'Héres Cedex
(France)
e-mail : philippe.castillon@fourier.ujf-grenoble.fr
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En appendice de [De], J. Sturm apporte une preuve plus géométrique
du théoreme de Delaunay. Le but de cet article est de montrer que la
démarche de Sturm s’adapte au cas hyperbolique et permet d’obtenir une
interprétation cinématique analogue a celle de Delaunay.

1. Equation différentielle vérifiée par la méridienne
et équation de la roulante

Soit G le sous-groupe des isométries de H® laissant une géodésique T
point par point invariante. Plagons-nous dans le modéle de la boule, soit

B3 = {(u,v,w) e R®|u? +v? + w? < 1}

munie de sa métrique hyperbolique. Prenons pour I la géodésique v = w =
0. Les éléments de G sont alors les rotations euclidiennes d’axe v = w = 0
restreintes & B3. Dans la suite, on notera

B? = {(u,v,w) € B} |w=0} et B ={(u,v,0)€ B?|v>0}.

Chaque orbite de G coupe Bi orthogonalement en un point unique, et
’espace B2 est engendré par I’action de G sur Bi.

Soit s 1’abscisse curviligne de T telle que I'(0) = 0. Prenons sur B les
coordonnées de Fermi : soient m € Bi et p sa projection hyperbolique sur
T, la premiére coordonnée « de m est I’abscisse de p sur I' et la deuxieme
coordonnée y de m est d(m, p) ot d est la distance hyperbolique. Dans ces
coordonnées, la métrique hyperbolique sur B_2,_ s’écrit (cf. [Bu, p. 4]) :

9p2 = cosh? ydz? + dy? .

2
oy

Fig. 1.1
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Sur les surfaces de révolution & courbure moyenne constante dans l’espace hyperbolique

Soit C(s) une courbe de B2 paramétrée par I’abscisse curviligne, et soit
M la surface de B2 engendrée par I’action de G sur C. Notons z(s) et y(s)
les coordonnées de C(s), et a(s) ’angle de /0y & C = dC/ds. On a

_ sina 0 4o Saa
" coshy Oz © oy
Soit
_ cosa 0 sina
= coshy Oz dy

un vecteur unitaire normal & M, et soit v le champ de vecteurs tagents
aux orbites de G. Pour des raisons de symétrie, C et v sont les directions
principales de courbure de M. Soit D la connexion riemannienne de H°®,
notons

k= (Dc-(f, n> et ko= <D,,V, 17)

les courbures principales de M, et H = (ki + k2)/2 la courbure moyenne
de M, un calcul donne le résultat suivant.

PROPOSITION 1.1.— La courbure moyenne H de M vérifie

da

2H = i

+ sina(tanh y + cothy).

Supposons dorénavant que la courbure moyenne de M est constante. On
a alors la proposition suivante.

PrROPOSITION 1.2.— La méridienne d’une surface de révolution M i
courbure moyenne constante H vérifie I’équation différentielle

—H sinh? y + sinh y cosh? yj—j =K

ot K est une constante.

Preuve. — Soit
. 2 . 2 d:c
F = —H sinh“ y + sinh y cosh ya ,

en utilisant le fait que

dz _ sina et W osa
ds ~ coshy ds — ’

le calcul donne dF/ds = 0.0
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Montrons maintenant que 1’équation

. . dz

—Hs1nh2y+smhycosh2y—d— =K (1.1)
s

est vérifiée par la trajectoire d’un point lié & une courbe qui roule sans

glissement sur une géodésique; on va chercher une équation de la roulante &

partir de 1’équation différentielle (1.1). Pour ce faire, adoptons la méthode

utilisée par Sturm (cf. [De, pp. 319-320]).

Soit N une variété isométrique & H?, et F € N. Considérons sur N les
coordonnées polaires centrées en F, l’angle étant pris par rapport & une
géodésique de référence k. Dans ces coordonnées, la métrique de N s’écrit
(cf. [Bu, p. 3]) :

gn = dr? +sinh?r d6? .

Soit v(t) = (r(t), 6(t)) une courbe de N, T la géodésique de B? d’équation
v=0cet g(t,m) : I x N — B? le roulement sans glissement de v sur T'
(définition A.T). Soit C(t) = ®+(F) la trajectoire de F', et soient z(t) et y(t)
les coordonnées de Fermi de C(t). On note s ’abscisse curviligne de C, et on
passe en variable s.

Fig. 1.2

Sur la figure 1.2, on a représenté dans B? 1’image par ®s de v et k, et
Pimage par @« de 8/07, 0/06 et (s).
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Sur les surfaces de révolution & courbure moyenne constante dans ’espace hyperbolique

Soit 8 ’angle de 3/dz 4 C(s), et a 'angle entre T et la géodésique joignant
@ a F'. Le roulement étant sans glissement, on a QFC = 7/2 donc QFP =
(prop. A.9).

Supposons que C(s) vérifie 1’équation (1.1), on veut en déduire une
équation vérifiée par r(s) et 6(s). Comme

d__.'c__ cos 3
ds ~ coshy’

on déduit des relations dans le triangle hyperbolique (QF P) (cf. [Bu, p. 33])
que

cosh? y g% = coshrsina. (1.2)
De plus, on a
sinhy = sinhrsine. (1.3)

D’autre part, on a

‘ ‘ b} siha O
4(s) = “7(3)” (— cos a7 + P 55) ;

d’out .
#sinhr

sina = ———m—r—.
V72 + sinh? r§2

En reportant les relations (1.2), (1.3) et (1.4) dans I’équation (1.1), on
obtient

(14)

dcothr\? K
-H thr = K .
Feo ( dé ) sinh? r
En posant u = cothr, on obtient
46 = +du )
\/K —H v
K K
et en intégrant, on trouve
2K

tanhr =

14+ V4KZ —4HK +1 cos(6 — 6g)
Finalement, on a le résultat suivant.
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PROPOSITION 1.3.— Soit T' une géodésique de HZ, et soit C la méri-
dienne d’une surface de révolution d’aze T' et a courbure moyenne constante.
Soient N une variété isométriqgue a H2, F € N et (r,6) les coordonnées po-
laires centrées en F'. Alors il existe dans N un courbe vep d’équation polaire
tanhr = p/(1 + ecosf), e > 0, p € R, telle que C soit la courbe décrite par
F lorsque vep roule sans glissement surT.

Ivan Sterling a étudié un probléme similaire dans le cadre plus général
des hypersurfaces de révolution de type oy dans H*t1 et S7t1; il obtient
une équation intégrale de la roulante (cf. [St, théoréme 1]). D’autre part,
il remarque que dans le cas des surfaces & courbure moyenne constante
cette équation s’intégre, et il obtient le résultat de la proposition 1.3 (cf [St,
p. 196)).

2. Les courbes d’équation tanhr = p/(1 + e cos §) dans H?2

Soient r et @ les coordonnées polaires de H? centrées en un point F, et
prises par rapport 4 une géodésique de référence k (r € R4 et 6 € UpH?,
le cercle unité tangent en F & H?). On identifiera dans la suite dooH2 et
UrH2. On adoptera les notations suivantes :

e si E € H?, on notera dg la fonction définie par dg(z) = d(E,z) ot d
est la distance hyperbolique;

e si v € dooH2, on notera b, la fonction de Busemann centrée en v qui
s’annule en F' (pour la définition des fonctions de Busemann, voir [Bal);

e si g est une géodésique orientée par un champ normal 7, on notera dg
la fonction définie par

dy(z) = d(g(u),z)  si 2 =expgyy)(rn(u)) avec r >0,
o(®) = —d(g(u),z) siz= €XPg(u) (rn(u)) avec r < 0.

On appellera fonction de type distance les fonctions £dg avec E € H2,
+b, avec v € DooHR, et dy avec g une géodésique orientée de H2.

Soit Yep, € > 0, p > 0 la courbe d’équation polaire tanhr =
p/(1+ ecosf). Dans ce qui suit, on supposera p < 1 + e (sinon on a
p/(14+ecosf) > 1 et yep est vide). L’équation de v, nous fait songer
aux coniques de R2, montrons que Ye,p @ des propriétés analogues.
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Sur les surfaces de révolution & courbure moyenne constante dans 'espace hyperbolique

Pour tout 0, soit ug € T, IHI2 le symétrique de —0/0r par rapport au
vecteur Ye,p(8), et soit gg(s) = exp,Ye (9)(su9) La géodésique gy est obtenue
par réflexion par rapport a la normale aYe,p €N Ye,p(6) de la géodésique issue
de F.

Je.p
g8

Ug

F

Fig. 2.1

On construit ainsi une famille de géodésiques associée & 7ep qui a les
propriétés suivantes.

ProPoSITION 2.1

e St p<1—e, toutes les géodésiques gg sont concourantes au point
~ 2ep .
F= arg tanh m , T et gg(s) = Vdﬁ(gg(S)) .

o Sip<e—1, toutes les géodésiques gg sont concourantes au point

F= (arg tanh(e—2:2—;§—_j> , O) et gg(s) = V(-dg) (90(s)) .

e Sip=1—¢e, pour tout 6, go a un point @ Uinfini dans la direction «
(on a lims—_oo go(s) = ) et gg(s) = Vbr(gs(s))-

e Sip=-e—1, pour tout 8, gg a un poz'nt a Uinfint dans la direction 0
(on a lims— o0 go(s) = 0) et go(s) = V(—bo)(gs(s))-

e Sip>1l—ecetp>e—1, pour tout 8, gg est orthogonale d la géodésique
g d’équation polaire

2 2
. e“+p -1
tanhp(a) = cos & ot A= -——-2;1)—,

et go(s) = Vdg(ge(s)) pour un orientation adéquate de g.
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Preuve. — La démonstration est uniquement calculatoire. O

Comme conséquence, on a le résultat suivant.

COROLLAIRE 2.2.— La valeur de la fonction dp + 6 est constante le
long de chagque composante conneze de Yep, ou 6 est la fonction sutvante :

esip<l—e, 6=df"

esip<e-—1, 6=—dj;;

esip=1l—e, 6=by;

esip=e—1,6=—-bg,

esip>l—eetp>e—1,6=d,.

Preuve.— D’aprés la proposition 2.1, les géodésiques gy sont des lignes
de gradient de la fonction 6 : on a V§(ve,p(8)) = §g(0) = ug. Il vient alors

& (4r (e (®) + 6(125(6)) = (3e0(6), Vdp(1e5(6)) + V6 (rep(6)))

= (365(0). 5= (1esl®) + )

=0 par construction de ug. O

Les courbes 7., ont donc des propriétés focales analogues & celles des
coniques euclidiennes :

e pour p< 1 —e on a les ellipses;

e pour p < e — 1 on a les hyperboles;

epour p=1—eoup=e—1les 7., ont une propriété analogue & celle
des paraboles euclidiennes;

epour p>1—eet p>e—1,on aune nouvelle famille de “paraboles”.

De plus, ces propriétés focales caractérisent les courbes v p; en effet, on
obtient par le calcul la proposition suivante.

PROPOSITION 2.3. — Soit F € HZ, et soit v une courbe conneze vérifiant
dp + 6 = a le long de v, ou 8 est une fonctions de type distance. Il existe
p >0 ete >0 tels que pour tout m € v les coordonnées polaires de m
centrées en F soient de la forme (6,7(8)) avec

p

tanh 7”(0) = m .
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Remarque. — Un calcul analogue & celui de la preuve du corollaire 2.2
montre que la ligne de gradient de é passant par v(6) s’obtient par reflexion
sur la tangente & 4 en ¥(6) de la géodésique issue de F.

3. Résolution de I’équation par les roulettes

On montre dans cette section que les propriétés focales des courbes 7e p
permettent de montrer que la trajectoire du foyer vérifie I’équation (1.1).
La preuve est une adaptation au cas hyperbolique de celle de Sturm (cf.
[De, pp. 319-320]). Elle utilise notamment les résultats de trigonométrie
hyperbolique suivants.

ProPoOSITION 3.1

(i) Soient z,y et z des points de H2, et soient a = d(z,y), b = d(y, 2)
etc=d(z,2). On a alors

cosh ¢ = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos v

sinha _ sinhb _ sinhc

sina  sinf@  siny

Fig. 3.1

(ii) Soient z et y des points de H?, 6 un point du bord, et soient
a=d(z,y), b=>bg(y) et c=by(z). On a alors

eb e

b —
sin@  siny’

e = e cosha — e’ sinha cos 7,

b y
]
c a
X
Fig. 3.2
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(iii) Soient © et y des points de H?, g une géodésique, et soient a =
d(z,y), b=dy(y) et c = dy(z). On a alors

sinh ¢ = cosh a sinh b — sinh a cosh b cos 7 .

Fig. 3.3

Preuve.— Pour le point (i), voir [Bu, p. 33]. Le point (ii) se déduit de
(i) par passage a la limite.

Pour le point (iii), ¥ est défini comme étant 1’angle entre —Vd,(y) et
exp;l(m). Notons p; et py les projections de z et y sur g, d = d(pz,py) et
€= d(py, z)

Si b = 0, I'identité se déduit des relations dans le triangle (yzp).

Supposons b # 0. Des relations dans le triangle (xpzpy), on déduit que
coshe = coshdcoshc et, des relations dans le triangle (zypy), on déduit
cosh e = cosh a cosh b—sinh a sinh b cos y (cette égalité reste vraie pour b < 0
compte tenu de la définition de ¥). On a donc

cosh d cosh ¢ = cosh a cosh b — sinh asinh bcos . (3.1)
D’autre part, on a (cf. [Bu, pp. 38])
cosh a = cosh b cosh ¢ cosh d — sinh bsinhe. (3.2)

En reportant (3.1) dans (3.2) et en divisant par sinhb qui est non nul, on
obtient le résultat voulu. O

Dans ce qui suit, on notera MN = d(M, N) ou M et N sont des points
de HZ et d est la distance hyperbolique.
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THEOREME 3.2.— Soit N une variété isométrique ¢ H?, soit F € N,
et soit v une courbe connexe de N vérifiant dp + 6 = a le long de v, ou é
est une fonctions de type distance. Sott C la trajectoire de F lorsque v roule
sans glissement sur une géodésique T' de H2. La courbe C vérifie I’équation

dz

y£=K

—H sinh? y + sinh y cosh?

ot s est abscisse curviligne de C, et z(s) et y(s) sont les coordonnées de
Fermi de C(s) relatives @ T. En particulier, elle engendre une surface de
révolution M d’aze T' et d courbure moyenne constante. De plus, la valeur
H de la courbure moyenne vérifie

o 516 =xdg, F €N, alors |H| = coth|a| > 1;
o si6==2b,, v E€EON, alors |H|=1;

e si 6 =dg, g une géodésique orientée de N, alors |H| = tanh|a| < 1.

Preuve. — On vérifie par le cacul que la courbure de ¥ ne s’annule pas,
compte tenu de la remarque A.11, on peut supposer que C est paramétrée
par ’abscisse curviligne. On fait la preuve dans trois cas :

(1)6=dj;avecf€N;

(2) 6 = b, avec v € 0N, quitte & modifier la valeur de a, on supposera
de plus que 6(F) = 0;

(3) 6 = dg ol g est une géodésique orientée de N, et dg > 0 le long de 7.

Dans les autres cas, la preuve est analogue & l’un de ces trois cas.

Dans la suite de la preuve on traite les trois cas en paralléle, les numéros
entre parenthése dans les énoncés des identités 1 & 10 renvoyant & chacun
d’entre eux.

Soit ¥ une courbe de N vérifiant dp + 6 = a, on note ¢ = §(F) (c est la
distance interfocale). Dans le deuxiéme cas, on a ¢ = 0.

Soit (s, m) : I x N — H? le roulement sans glissement de y sur T', ou1 s
est ’abscisse curviligne de C (définition A.7).

Sur les figures, on a représenté dans H? I’image de v par I’isométrie &
du mouvement plan sur plan hyperbolique. Le point P est la projection de
Fsur T', @ est le point de contact, et la géodésique h est la ligne de gradient
de § qui passe par Q.
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Fig. 34 6= d};.

Premier cas : P est la projection de F sur . On note V= FP.

Fig. 3.5 §=1by.
Deuxiéme cas : P est le point de I' qui minimise § le long de T.
On note y = by, (P).

~
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P Q P

Fig. 3.6 6=d,.
Troisiéme cas : F’ est la projection de F sur g, Festla prgJectzon de Q sur g
et P est la projection F sur T. On note y=FP.

Dans les trois cas, on note § 'angle de 8/0z & C(s); le roulement étant
sans glissement, on a QFC = 7/2 donc QFP 8. D’aure part, d’apres la
remarque 2.4, la géodésique h fait avec I' le méme angle que la géodésique
(QF); on note « cet angle. Des relations dans le triangle (QF P) on déduit
dans les trois cas ’identité 1.

Identité 1.— sinh y = sinh QF sin

De méme, des relations dans le triangle (QFP) ou (Q0}3), on déduit
I’identité 2.

Identité 2

(1) sinh § = sinh QFsina,
(2) e¥ = ebo(@sin o,
(3) sinh§ = sinh QF sina .

Dans les trois cas, on a dz/ds = cos 8/ cosh y, on déduit donc des relations
dans le triangle hyperbolique (@QF P) I’identité 3.

Identité 3. — cosh? y(dz/ds) = cosh QF sin a.
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En prenant les cosinus et sinus hyperboliques de I’expression dp + 6 = a,
on obtient les identités suivantes.

Identité 4

(1) cosha = cosh QF cosh QF + sinh QF sinh QF,
(2) e = (@) cosh QF + ¢?(?sinh QF,
(3) sinha = cosh QF sinh QF + sinh QF cosh QF .

Identité §

(1) sinha = cosh QF sinh QF + sinh QF cosh QF,
(2) e@ = e%(Q) cosh QF + €%(? sinh QF,
(3) cosha = cosh QF cosh QF + sinh QF sinh QF.

En appliquant la proposition 3.1 au polygéne hyperbolique (QFF’),
(QF8) ou (QFF'F), on obtient Iidentité 6.

Identité 6

(1) cosh ¢ = cosh QF cosh Qﬁ — sinh QF sinh Ql?' cos(m — 2a),
(2) 1 =e%(@ cosh QF - eb6(Q) sinh QF cos(m — 2),

(3) sinh ¢ = cosh QF sinh QF — sinh QF cosh QF cos(m — 2a).

En faisant la demi-différence des identités 4 et 6, et en utilisant I'iden-
tité 1, on obtient l'identité 7.

Identité 7

h a — cosh ~
(1) ﬁs_a_zcgs_g = sinh ysinh 7,

a _ ~
(2) z 5 1 = e¥sinhy,

(3) s_m_hi;_s_gl_h_c_ = sinh y cosh QF sin a.

En faisant la demi-somme des identités 4 et 6, et en utilisant 'identité 7,
on obtient I'identité 8.
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Sur les surfaces de révolution & courbure moyenne constante dans 'espace hyperbolique

Identité 8

cosha+coshe cosha—coshe
- s o,

(1) cosh QF cosh QF =

2 2sin? o
(2) eb(@) cosh QF = +1 -1 cos? a,
2 2sin? o
(3) cosh QF sinh QF = sinha +sinhc  sinh a‘— sinh ¢ Za.
2 2sin? o

En multipliant les identités 5 et 3 membre & membre et en utilisant les
identités 1 et 7, on obtient I’identité 9.

Identité 9

(1) sinhasinhycosh? 3
cosha — cosh ¢

= sinh? y(g(_)iha——coshc + cosh QF cosh Qﬁ) + 5 ,

2sin? o

(2) e smhycosh2yd
et —1
2 ’

(1
= sinh? (2 -1 + e(@) cosh QF)
sin?

(3) cosh asinhycosh? y% =

sinh a — sinh e

= sinh? y (5"}“‘—‘;‘—“2 + cosh QF sinh Qﬁ) + >

2sin“

Finalement, on obtient le résultat voulu en reportant ’identité 8 dans
I’identité 9.

Identité 10

(1) — coth asinh? y + sinh y cosh? ydx = cosha — cosh e

2sinha ’
(2) —sinh? y + sinhy cosh? y d ez;l ’
de sinha—sinhe
_ s 12 . 2, > _ > Tt
(3) — tanh asinh® y + sinh y cosh Yis 2cosha
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Ceci termine la preuve pour les trois cas envisagés. Les autres trois autres
cas sont les suivants :

(4)6=—clfavecf€N;

(5) 6 = —b, avec v € Do N, quitte & modifier la valeur de a, on suppose
de plus que §(F) = 0;

(6) 6 = dgy o1 g est une géodésique orientée de N, et dy < 0 le long de 7.

En suivant des étapes similaires & celles qui précédent, on trouve le
résultat suivant.

Identité 10’

dxz cosha—coshe

— cot c 12 . 2, dr _cosha—coshe
(4) — cothasinh® y + sinh y cosh“ y i Ssmha
dz e%-1
—sinh? i 2= =
(5) —sinh“ y + sinh y cosh Y3, ye=a
2 dz _ sinha-—sinhc

—tanhasinh?y 4 sinh y cosh? y— =
(6) —tanh asinh® y + sinh y cos Vi 5cocha

La valeur de la courbure moyenne de la surface engendrée par la tra-
jectoire de F' se lit sur ’équation qu’on obtient. O

On retrouve dans ce résultat la classique séparation des trois types de
sous-variétés & courbure moyenne constante dans ’espace hyperbolique.

D’autre part, la constante K donnée par la proposition 1.2 se lit égale-
ment sur I’équation; elle est déterminée par les parameétres a et ¢. De plus,
comme I’a montré W. Y. Hsiang [Hs, théoréme 2], la constante K caracté-
rise la géométrie de M. On peut notamment & partir des valeurs de H et K
(et donc & partir des valeurs de a et ¢) étudier les propriétés de plongement
de M (cf. [Hs] et [Go]). Il résulte de cette étude que si 6 = dzoué =b,, on
obtient une surface plongée; si § = —d= ou § = —b,, on obtient une surface
non plongée; si § = dg, la situation est plus complexe et différe suivant les
valeurs de H (cf. [Go]).

A. Appendice
Le mouvement plan sur plan hyperbolique

On définit dans cet appendice ce qu’est le roulement sans glissement
d’une courbe sur une autre; on procéde par analogie avec le cas euclidien.
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DEFINITION A.1.— Soit N une variété isométrique 4 H2, I un intervalle
de R. Un mouvement plan sur plan hyperbolique de N sur H? est la donnée

d’une application
¢0:Ix N — H

(t,n) — o(t,n)
telle que ¢ soit C?, et pour toutt € I, o(t, -) soit une isométrie.
Par la suite, on notera aussi ®; = ¢(t, ).

DEFINITION A.2.— Soient ¢ € H? et ny = ®;'(z) € N. Le point ny est
appelé le t-coincidant de x. Le champ des vitesses d l'instant t, Vi, est défini
par

d
Vi(z) = 57| _,p(s,m1).

Dans ce qui suit, ¢ désigne un mouvement plan sur plan hyperbolique, et
Vi désigne sont champ des vitesses a ’instant ¢. Le champ V4 a les propriétés
suivantes.

PrOPOSITION A.3. Pour tout t € I, V; est équiprojectif au sens
suivant : pour toute géodésique ¢ de H2, l’application

s (Va(e(®)) , &(s))

est constante le long de c.

Fig. A.1
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Preuve. — Soit ¢ une géodésique de H? paramétrée par la longueur d’arc.

Soient s, s’ € R et z = ¢(s), 2’ = ¢(s'). On note n = ®;1(z) € N et

n’ = &;1(z') € N. Soient ¢, la géodésique joignant ®,(n) & ®,(n') et

L(u) = dyp (®y(n), ®y(n')). Comme les &, sont des isométries, L(u) est
constante, et en appliquant la formule de la variation premiére, on obtient :

0= ad; L(u)‘m = (Vi(z'), &(s")) = (Va(z), é(s)) . O

PROPOSITION A.4.— Pour toutt € I, et tout & € H2, Uendomorphisme

Ai(z) : T,HE - T,H?
X — (Dx Vi)(2)

est antisymétrique.

Preuve. — Soit X € T,H? et c(s) = exp,(sX), d’aprés la proposi-
tion A.3, on a

0= ;—s <V}(c(s)) ; é(s)>L=0 = <Dc‘(o)Vt, ¢(0)) = (Ar(x)X X).o

Pour tout t € I, le champ des vitesses V; permet donc de définir un
champ d’endomorphismes. Ces endomorphismes étant antisymétriques, on
en déduit que le champ V; est de Killing [KN, p. 237]. De plus, on a la
propriété suivante.

PROPOSITION A.5.— Soit z € H?, X € T,H?, et y = exp,(X). Pour
toutt € I, on a la relation

Pl (V) = VT (2) + cosh|| X |V (2) + Tl

ot P[ac désigne le transport paralléle le long de la géodésique joignant y d
z, et les exposants T et N désignent les composantes tangente et normale
a X.
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Pour démontrer cette proposition, on commence par prouver le lemme
suivant.

LEMME A.6.— Soit a(u) une courbe de H?, X un champ de vecteurs le
long de a, et b(u) = expy(y) (X (u)). On a alors

b(u) = PIZ((Z)) (d(u)T + cosh|| X (u) “d(u)N

sinh“X(u) ||

XY ()T

(DaX)(w)?N)

ou P|z((1;)) désigne le transport paralléle le long de la géodésique joignant
a(u) & b(u), et les ezposant T et N désignent les composantes tangente et
normale ¢ X (u)

Preuve. — Soit
oG
G(s,u) = expg(y) (sX (u)) et Ju(s) = B (u, 8).

Jy est un champ de Jacobi qui vérifie

dJy

Ju(0) = a(u) et v

(0) = (D X)(u)

D’autre part, on a b(u) = J,,(1). Le résultat s’obtient en intégrant I’équation
des champs de Jacobi dans HZ. O

Preuve de la proposition A.5
Soit a(u) = @y 0 ®; 1 (z), b(u) = &y o ®;71(y), et X(u) = exp;(lu) (b(w)).

Par définition, on a a(t) = Vi(z), b(t) = Vi(y) et (D X)(t) = A:X. La
proposition se déduit alors du lemme et du fait que A; est antisymeétrique. O

On peut maintenant définir le roulement sans glissement.

DEFINITION A.7.— Soit I un intervalle de R, R: I — N, B : I — H?
deuz courbes CV telles que pour tout t € I, R(t) # 0, B(t) # 0 et
”R(t)“ = ||B(t)||..50it ®; lisométrie positive définie par ®:(R(t)) = B(2)
et @4 (R(t)) = B(t). Le roulement sans glissement de R sur B est le
mouvement plan sur plan hyperbolique défini par ¢(t,n) = ®¢(n). La courbe
R est appelée la roulante et B la base.
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Dans la suite, ¢ désigne le mouvement plan sur plan défini par le
roulement sans glissement d’une roulante R sur une base B, et V; est son
champ des vitesses.

LEMME A.8.— On a V;(B(t)) =0 et pour tout z € H? ,on a

z inh || X

ot X = expgh)(z)
Preuve.— On a B(t) = ¢(t, R(t)), donc

B(t) = %‘tﬁ (t, R(t)) + g% (t, R(t)) - R(t)
= Vi(B(t)) + @ux (R(1))

Par définition de B(t), on V;(B(t)) = 0. Le résultat du lemme est alors une
conséquence de la proposition A.5. O

Le roulement sans glissement a la propriété suivante.
PROPOSITION A.9.— Soit C(t) = ¢(t,n) la trajectoire d’un pointn € N,
le vecteur C(t) est orthogonal d la géodésique joignant B(t) a C(t).

Preuve. — Soit X = expé%t) (C(2)) et soit g(s) = expp(4)(sX) la géodé-
sique joignant B(t) & C(t). Par le lemme A.8, on a

; c sinh || X||
C(t) = PIB((?) <W A X | .

Comme A:X est orthogonal & §(0) = X, par transport paralléle, C(t) est
orthogonal 4 ¢(1). O

En considérant H? comme un hyperplan hyperbolique de H®, on peut
écrire ’endomorphisme A;(B(t)) sous la forme

A(BO)X = plt) = AX

ol /2 est vecteur unitaire normal & H2.
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PROPOSITION A.10.— Si B est une géodésique, alors
p(t) = =(n(t), DxR),

ot 1) est un champ de vecteur normal @ R convenablement choisi.

Preuve.— On peut supposer sans perte de généralité que les courbes
B et R sont paramétrées par ’abscisse curviligne. On se fixe t € I, et on
cherche & calculer p(t).

Pour tout s € I, soit v(s) = 3/0z A B(s), et soit z = expB(t)(B(t)). Ona

Vi(z) = P|g(t) (sinh 1p(t)v (1)) . (A1)

Soit n = ®;}(z) € N, Y(s) = exp}'i%s)(n) et n(s) = @5t (v(s)). On a
notamment

n = exXpRy) (R(t)) et Y(t)= R(1).

En dérivant, & I'aide du lemme A.6, ’expression n = exppgy) (Y(s)), en se
plagant en s =t et en prenant I'image par ®¢x, on trouve

0= B(t)+ (DgY , R)B(t) +sinh 1{DRY , n)v(t). (A.2)

D’autre part, la trajectoire du point n sécrit ®5(n) = expps)(X(s)) avec
X(s) = ®x (Y (s)). Comme Y = (Y, R)R +{Y ,n)n, on a

X=(Y,RB+(Y,nyv
et
(DpX)(#) = (DgY , RYB(t) + ((DRY , n) — (DxR, ) v(). (A3)

On a utilisé le fait que R et B sont de norme constante, le fait que B est
une géodésique et le fait quen s =t on a (Y, Dpn) = —(DxR, n).

En utilisant le lemme A.6 et les expressions (A.2) et (A.3), on obtient

d r . .
Vi(z) = I @s(n)ls=t = PlB(t) (—smh 1(DgR, n)u) ,
et en comparant avec 1’identité (A.1), on obtient la proposition. O
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Remargue A.11.— Soit C(t) = ¢(t,n) la trajectoire d’un point n € N,

on a .

ou X = expé%t) (C(t)).Sing Rona X # 0, et si de plus la courbure de

R ne s’annule pas, on a C(t) # 0. On peut en particulier paramétrer C par
I’abscisse curviligne.
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