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Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. VII, n° 3, 1998

Fonctions de Mathieu et
fonctions propres de oscillateur relativiste(*)

LisETTE JAGER(Y)

RESUME. — Les fonctions de Mathieu ont été introduites en 1868 lors
de la résolution du probléme de Dirichlet dans une ellipse. Elles se
retrouvent, sous une forme modifiée, dans I’étude d'une version relativiste
de l'oscillateur harmonique. Le présent article utilise le calcul de Klein-
Gordon (introduit par A. Unterberger comme analogue relativiste du
calcul de Weyl) pour obtenir des résultats, exacts ou asymptotiques, sur
les fonctions de Mathieu et sur l'oscillateur associé.

ABSTRACT.— Mathieu functions were introduced in 1868 to solve the
Dirichlet problem in an ellipse. Modified Mathieu functions also show up
in the study of the relativistic oscillator, which is a relativistic deformation
of the harmonic oscillator. In the paper we give results, some exact and
some asymptotic, about Mathieu functions and the associated oscillator;
methods rely strongly on the use of A. Unterberger's Klein-Gordon
symbolic calculus (a relativistic substitute of the Weyl calculus).

0. Introduction

On appelle oscillateur relativiste en une variable I’opérateur différentiel

1 [ @2 0 2 1/ d)?

ol la constante ¢ est la vitesse de la lumiére. Cet opérateur est essentielle-
ment autoadjoint sur un espace de Sobolev approprié (dépendant de ¢) et
a résolvante compacte. Ses valeurs propres Az sont de multiplicité un. On
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appelle 1, la fonction propre de L dans cet espace de Sobolev, associée a la
valeur propre A; et normalisée par un certain équivalent en —oo (cf. [U2]).

On peut appliquer a cet opérateur des méthodes classiques, puisqu’il
s’agit d’un probléme de Sturm-Liouville singulier : le paragraphe 2.1 donne
une estimation du N(X) et prouve que la fonction ¥4 est de la parité de k.

Mais la vraie motivation de ce travail est 1’étude de L & 1’aide du calcul
symbolique de Klein-Gordon (§ 2.2) Ce calcul associe, & une fonction f
convenable, appelée symbole, un opérateur noté Op(f). Notons p la fonction

esten= (14 2) (1+2). 02

L’oscillateur relativiste s’écrit L = Op(mc?(p—1)— (16 nc2) 1) et l'on con-
nait I’expression exacte (ce fait est fondamental) du symbole de I’opérateur

L Op(f(p)) :

(760~ - 5552 76) = gz (o= D7) + 2o = D) 09

[U2, (3.10)]. On voit par 14 que I’opérateur Op(p 7Y est un polyndme de degré
j exactement en Op(p), noté P;. Ces polynémes apparaissent, d’abord, dans
un développement asymptotique, en —oo, de la fonction vj. Rappelons la
définition des opérateur Fs, qui sont indispensables & notre étude :

Fs=0p (\/2 es exp(2mc? sh s) exp(—2mc? esp)> . (0.4)
Ils vérifient la propriété

Fstpy = Yp(csh s)yy

qui a pour conséquence le développement

t/)k(csh(s)) =
_\/ﬁ 2mc? shs(z ( 27'-; ) P, (’\k +1+4 167];264) +O(8NS))

(0.5)
C’est un développement du genre BKW, mais dont les coefficients sont
explicites.
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On retrouve les P; dans le développement de Fourier-Floquet convergent
de certaines fonctions de Mathieu. En effet, sous le changement de variable
z = csh s, opérateur L devient

M= ! iz— 2r2ct(ch2s — 1) (0.6)
T 4mc? \ds? ’ ’
On reconnait la forme modifiée de I’équation de Mathieu [Ca]. Les fonctions
de Mathieu ont été introduites pour résoudre le probléme de Dirichlet dans
une ellipse (de méme que les fonctions de Bessel, pour le résoudre dans un
disque). Elles apparaissent lorsqu’on pose

z=achfcosy, y=ashfsiny

pour séparer les variables, le nombre a dépendant des parametres de
Pellipse. On ne dispose pas de ’expression explicite de leurs coefficients
de Fourier-Floquet, méme si I’on connait depuis longtemps les relations de
récurrence & trois termes qu'’ils vérifient. On montre (§ 2.2) que, dans le
cas des fonctions de Mathieu 27-antipériodiques, ces coefficients de Fourier
s’expriment griace aux P;, le développement des fonctions de Mathieu
d’un autre type de (quasi) périodicité faisant intervenir d’autres suites
de polynémes généralisant les P; et dont la définition est un peu moins
immeédiate.

Dans la section 3, on emploie systématiquement les techniques du calcul
symbolique. On y propose un calcul approché des opérateurs LP(In L)
(pour B complexe et d entier positif), c’est-a-dire un développement
asymptotique selon les classes de symboles du calcul de Klein—Gordon, du
symbole de Popérateur LP (In L) La démonstration s’inspire de la mé-
thode de Seeley [S], utilisée par [HR] dans le cadre du calcul de Weyl,
et basée sur la formule de Dunford; elle est facilitée par I’emploi de la
formule de composition (0.3). Une application de ce calcul symbolique
est 1’étude de la fonction zéta de l’oscillateur définie, pour s > 1/2 et
Rb > —(7c2) "'hg — 1 — (16 72¢4) 71, par

2 A 1 =
CL(S:b):'Z %?2—+1+m+b ;

k=0
cette fonction se prolonge en une fonction méromorphe sur C, de péles
d’ordre 2 au plus situés aux points 1/2, —1/2, -3/2, ...

Le present article résume des parties de notre thése [J], dans laquelle cer-
taines preuves sont plus détaillées et qui contient d’autres développements.
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1. Calcul de Klein—Gordon et oscillateur relativiste

Cette section donne le minimum de rappels nécessaires & la compréhen-
sion de ce travail : le lecteur souhaitant connaitre ’origine et la structure
du calcul de Klein—-Gordon devra se reporter a [U1] et [U2].

On note ¢ la vitesse de la lumiére et ’on pose, pour tout £ réel,

(€)= <1+ i—z)m . (1.1)

L’espace de Sobolev Hg/ 2(IR) est ensemble des distributions tempérées u
telles que

luf* = /]Rlﬁ(ﬁ)lz(ﬁ)dﬁ < 400, (1.2)

la transformée de Fourier étant normalisée par

(FO© =) = [ u(z)e =t o,
R
Le calcul de Klein-Gordon fait correspondre un opérateur a toute fonction

intégrable sur R? par la régle suivante.

DEFINITION 1.1.— Soit f une fonction définie sur l’espace R2, sommable
pour la mesure de Lebesgue. L’opérateur Op(f), borné sur H,}/z(lR), est
défini, pour u appartenant @ cet espace, par la formule

@& (FOp(u)(eshe) = [ f(wesh (£ ) nFuyeshn) x

% e—2imey(shé—shn) (§_';'2> dndy.

La fonction f est appelée le symbole de Uopérateur Op(f).

Les définitions suivantes permettent de donner un sens & Op(f) sous des
conditions plus utiles sur f. La notation (z,p), préférée dans ce qui suit
4 la notation traditionnelle (z,§), est liée & D’interprétation physique du
calcul de Klein~Gordon (ol p est une impulsion). On appelle fonction-poids
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une fonction m strictement positive définie sur R? et telle qu’il existe des
constantes C(m) > 0 et N(m) > 0 pour lesquelles ’inégalité

:E; 5)) < Cm)(1+ e - y|2<q)(p>)N(m) (¢a)p) - c“2pq)N(m) (1.3)

soit valable pour tout couple ((z,p), (y,q)) de points de R2

Posons
p=p(z,p) = (z)*(p)". (1.4)

Les fonctions (:c), <p>, p et 1+ Inp sont des fonctions-poids tout comme,
bien entendu, le produit de deux fonctions-poids, ou les puissances réelles
d’une fonction-poids.

Soit m une fonction-poids. On appelle symbole de poids m (resp. symbole
de poids m et de type pl/ 2 toute fonction f de classe C™ sur R? vérifiant
les inégalités suivantes :

‘(@)S%)j (<p>"158;)kf(w,p)l < Cm(z,p) (resp. < Cm(z, p)p(z,7)”*/*)

(1.5)
pour une constante C ne dépendant que de j et k. On note

NN’ NN’
17" Gesp- 1717072

la borne inférieure des constantes C pour lesquelles les inégalités ci-dessus
sont vérifiées lorsque j < N et k < N’. On peut définir la notion de symbole
de poids m (et éventuellement de symbole de poids m et de type pl/z) Jusqu’a
Pordre de dérivabilité N, en imposant que ces majorations soient vérifiées
pour j+k < N.

On a les résultats suivants.

(1) Soit f un symbole de poids m. L’opérateur Op(f) opére continiiment
de S(R) dans S(IR) et se prolonge, si m = 1, en un opérateur continu
de H,}/z(lR) dans Hcl/2(]R) ou plus généralement de tout espace de
Sobolev H*(R) dans lui-méme. Les symboles de poids 1 parcourent
la classe traditionnellement notée S7;, mais celle-ci, comme on sait,

ne conduirait pas 4 des opérateurs bornés sur L2(R) dans le calcul
de Weyl.

(ii) Soient f un symbole de poids mj, ¢ un symbole de poids my
(resp. de poids my, my et de type pl/2). L'opérateur Op(f)Op(g)
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admet un symbole de poids mimgy (resp. de poids mimgy et de

type p1/2) noté ffg, et ’on peut majorer la norme Hftig||ﬁ’1]?7n;2 par

! !
C”f”%l’M ||g||Am42’M ol les constantes C, M et M’ dépendent de
N et N’ mais ne dépendent des fonctions-poids mj, mo que par
I'intermédiaire des constantes C(m;) et N(m;).

(iii) Signalons aussi l’existence d’un développement asymptotique de la
composée filg de deux symboles de poids m; et ms et de type pl/ 2
que nous ne serons pas amenés a utiliser ici. Il existe également des
formules de composition sans reste valables dans 1’algebre envelop-
pante de la représentation de Bargmann-Wigner, dont les généra-
teurs infinitésimaux, dans la réalisation adoptée ici, sont les opéra-

teurs 1 d
o I s Op(p)
(D) = (1+¢72D%)"* = 0p((r)) (1.6)

B=2z(D)=Op (z(p)) .
Nous nous servirons de la formule donnant le symbole pf f(p) rappelée
en (1.8).

DEFINITION 1.2.— On appelle oscillateur relativiste et l'on note L

1 [ a2 o o 1/ d)?
—:1; (3_1'5—471- x +c—2(l‘d—£) .

Son symbole au sens du calcul de Klein-Gordon est la fonction mc?(p—1) —
(16 wcz)—l. On note Ly Popérateur Op(p) quit intervient plus naturellement
dans certaines formules.

Dopérateur

L’opérateur L est essentiellement autoadjoint dans H! / 2)(IR) et a résol-

vante compacte. Ses valeurs propres sont simples et forment une suite crois-
sant vers 4+oc : on note Ag la k-iéme valeur propre de L (resp. py la k-iéme
/ 2(

valeur propre de L1) et ¢ la fonction propre de L dans Hg R), associée

a la valeur propre A, normalisée par la condition

Yip(—2z) ~ (z)_l/z exp (—27rc2<:c)) , & — +00. (1.7)

[+
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Il est aisé de voir que ¥ est paire ou impaire. La proposition 2.1 précise
que ¢}, est de la parité de k, étant entendu que la plus basse valeur propre
est notée Ag.

Ce qui rend le calcul de Klein—Gordon irremplagable pour I’étude de 1’os-
cillateur relativiste est que les fonctions de p sont exactement les symboles
des fonctions de L (au sens spectral). On a la formule explicite de compo-
sition [U2, 3.10] :

pH1(e) = p(6) — gaz (plo —~ DF"(D) + Go = DF(p)  (18)

valable pour toute fonction f € C* ([1 , +00[), vérifiant pour une certaine
fonction-poids m les estimations

G%Yﬂﬂ

Les opérateurs Fs définis ci-dessous interviennent dans ’étude des coef-
ficients de Fourier-Floquet des solutions quasi périodiques de ’équation de
Mathieu. Posons, pour |Ss| < 7/2,

< Cim(t). (L.9)

Fs = V25 exp(2mc? sh s) Op (exp(—2mc? e°p)) . (1.10)

Les fonction ¢ sont fonctions propres de Fj; avec la normalisation (1.7)
choisie, on a

Fsp = Yr(cshs)yy, (1.11)

formule dans laquelle ¢, apparait & la fois comme fonction propre et
comme valeur propre. Les opérateurs Fs opérent de S(R) dans S(R) pour
|Ss| < /2, et ’on a pour |Fs+t| < /2 la formule de composition suivante:

FsFt - c/me—zmz(dl”ht‘:h““h”h“hu)Fu du. (112)

On peut déduire de (1.12) une identité intégrale vérifiée par la fonction ¢y
[U2] ou en tirer le symbole de 1'opérateur FsFy (sect. 2).
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2. Fonctions de Mathieu ordinaires et
fonctions propres de ’oscillateur relativiste

Le début de cette section est consacré, en partie, & 1’étude classique de
Poscillateur L. Sa fonction propre ¥ a exactement k zéros réels, elle est
donc de la parité de k. La démonstration demande d’adapter la méthode
de [D] puisque nous sommes en présence d’un probléme de Sturm-Liouville
singulier. On détermine aussi un équivalent du N(A) et de la k-ieme valeur
propre Ap. On donne enfin un développement asymptotique de % au
voisinage de —oo. Celui-ci revient au développement BKW. On ’obtient
cependant d’une maniére totalement différente. Basée sur ’utilisation du
calcul de Klein-Gordon, celle-ci permet d’exprimer d’emblée les coefficients
du développement en termes de la suite de polynémes (P”)n N définie par

Pa(L1) = Op(p™).
Le second paragraphe concerne les fonctions de Mathieu ordinaires. Ce
sont les solutions périodiques ou quasi périodiques de ’équation

<2w2c cos 2t + 2n%ct + i—) u= 47r2c4,uu .

Il s’agit bien de 1’équation de Mathieu générale. La forme 472¢%(u — 1/2) —
1/4 du parameétre spectral permet de regarder le membre de gauche comme
une version “modifiée” (par le changement de ¢ en it) de 'opérateur défini
en (0.6). Les coefficients de Fourier (ou de Fourier-Floquet) des fonctions
de Mathieu sont inconnus et vérifient des équations de récurrence a trois
termes. Le but de cette section est d’expliciter ces coefficients en termes
de polynémes intervenant naturellement dans le calcul de Klein—Gordon.
Par exemple, si la fonction de Mathieu est antipériodique, elle admet le
développement suivant qui fait apparaitre les polynoémes P, cités ci-dessus :

= (—2#62)n—1

—2ime? si
e 2ime smtu(t) = Z (n — 1)!

n=1

+voz 2“ () e=int1/2)t .

n=0

Po_1(p) ei(n—1/2)t +

ce développement est convergent & la différence de celui qui a été considéré
en (0.5) (le développement BKW de 9 en —o0); leurs coefficients sont
cependant similaires.

~ 472 -



Fonctions de Mathieu et fonctions propres de 'oscillateur relativiste

2.1 Zéros réels des fonctions 1 ;
estimation du N()); développement asymptotique en —oo

PROPOSITION 2.1.— La k-iéme fonction propre v de loscillateur re-
lativiste L a ezactement k zéros réels; en particulier, elle est de la parité
de k.

Preuve. — Par le changement de fonction défini par

v (z) = (2) 2yi(e),

on ramene ’équation définissant v & I’équation sans terme du premier
ordre

¥+ fk,z)y=0

avec

_ 2.2 22, 1 -2 3 —4
f(A z) = —4rc* + (47r ¢ +E+47r/\ (z) —4C—2(:c> (20

Le résultat serait classique pour un probléme de Sturm-Liouville régulier.
On adapte ici la méthode exposée dans [D, chap. XV]; on étudie 1’équation
du second ordre

v '+ (A z)y=0. (2.2)

On note v)(z) 'unique solution de (2.2) admettant en —oo le développement
suivant (obtenu par la méthode BKW ou toute autre méthode, voir (2.4)) :

+oo
vy(z) ~ 27 (1 +> an'") :
n=1
on note aussi
400 +o0
vh(z) ~ 27 (27rc + 27rcz Bpz™" — Z an:c‘"‘l) .
n=1 =1

En +00, la fonction vy (et sa dérivée) admet également un développement
BKW. Elle est équivalente pour une certaine constante C & C 2™ & )
n’est pas valeur propre de L ou & C e~27°% dans le cas contraire.
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On effectue le changement de fonction non linéaire
W(e) = r(@)sin(8(z) ,  ¥(e) = r(z) cos(6(z)
dans I’équation (2.2). La fonction § vérifie I’équation
§'(z) = cos?(8(z)) + f(A, z)sin?(4(2)) . (2.3)

On vérifie que 'unique solution 8) de (2.3) tendant vers Arctg((27c)!) en
—~00 coincide, au voisinage de —o0, avec la fonction Arctg (v Az) (vf\(ac))_1
et s’écrit Arctg (v,\(x)(v')‘(:c))_l) + k sur tout intervalle ol v} ne s’annule
pas. Le nombre de zéros de la fonction vy est égal au nombre de fois
que la fonction 6, passe par un multiple entier de 7. La fonction A —
6x(x) est croissante et continue et sa limite en 400 est congrue, modulo
nZ, a Arctg ((21rc)—1) si A n’est pas valeur propre de ’oscillateur ou &
Arctg((—2mc)~1) dans le cas contraire. Pour A < Ag (plus petite valeur
propre de L), la limite en +oo est Arctg((2mc)~!) et l'on démontre que la
fonction

A— lim 6,(x)
r—+400

prend une unique fois la valeur k7 & Arctg((27¢)™!), k > 1. Ceci prouve la
proposition 2.1. O

Donnons maintenant les résultats concernant les parametres spectraux.

THEOREME 2.2. — Pour tout réel X, on définit Uentier N()) comme le
nombre de valeurs propres Ay de Doscillateur L au plus égales @ A. On a
alors

N(A) ~ 2 (;) In(A), A —+4o0.

Preuve.— La fonction & — 9gk41(csh ) est fonction propre, pour la
valeur propre Agi41, du probléme de Sturm-Liouville suivant :

2
(Ed_{z‘ + (4nc?X — 4n?ctsh? m)) y=0
(0) =0 24

y € L%([0, +oo[).
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Le nombre N()) vérifie évidemment
—]Y—g-/\—) ~card{k € N | Ayp41 < A}.

Il suffit d’évaluer cette derniére quantité pour obtenir le théoréeme. Rap-
pelons le résultat suivant.

THEOREME 2.3 ([T, théoréme 7.4]).— Soit le probléme de Sturm-
Liouville

(f—;'F (A—Q(x))> y=0

y(0)=0
y € L2([0, +oo[) .

Supposons la fonction q de classe C! sur [0, 400 [, croissante, non bornée
et telle que

lim z3¢'(z) = 4.
T—00

Soit (A”)neN la suite croissante des valeurs propres de ce probléme. Notons
M(A)=card{k e N| A < A}
et soit X le réel positif tel que ¢(X) = A. Le réel M(A) vérifie

M(8) ~ %/OX(A—qm)”2 dt.

On a alors

ﬁg—’\l ~ M(4mc?))
(2.5)

(4mc®X — 4n2c% sh? t)1/2 dt.

A~ —

T Jo

1 /Argsh((/\/rcz)l/z)

Il reste a estimer l’intégrale elliptique figurant au membre de droite de (2.5)
que nous notons I(A). Posons ¢t = Argsh ()\1/2 (me?) -1/2

2 ["2 Ao, \T2
I(A)_;—/o sin ¢(l+7r-c7—7r—c75m go) de

2 \1/2 /2 A . 1/2
=22 (l + ;;5> (—/0 <1 v Y sin? go) de +
/2 A . -1/2
+/0 (1 T AZ i sin? go) dgo) ,
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donc

e (o 2) " (¢ () - ((F5)")

ou K et E sont les intégrales elliptiques complétes. On conclut grace aux
développements :

K(k)=2In2 - % In(1— k) +O(1—k2) et E(k)=1+O0(1—k%).0

COROLLAIRE 2.4.— Pour k tendant vers linfini, on a l’estimation

sutvante :
nk?

A ~ ————
k 16c2(lnlc)2

Preuve. — D’apres le théoréme 2.2, on a
A 1/2
— 2 k
k+1=N(g) ~2¢ (m) In(Ag).

1l suffit d’inverser approximativement la fonction z +— 2¢? (z/ 7rc2)1/ e
pour obtenir le corollaire. O

Voici, pour conclure ce paragraphe, le développement asymptotique de
la fonction v¥y.

Notons L, l'opérateur Op(p"). La formule de composition (1.8) prouve
que L, est un polynéme de degré n exactement en L; = Op(p). On définit
le polynéme P, par

L, = P,(L,) = Op(p"). (2.6)

La formule (1.11), & savoir

Fsypp = ¥r(cshs)yy,

permet de ramener la recherche du développement en +o0o de la fonction ¢
& celle d’un développement de la fonction-opérateur s — F'(s). Développant
en série entiére ’exponentielle exp(—27c? e*p) du symbole

B /2 pe e‘Zﬂ'c2 shs e—27rc2 ecp
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de Popérateur F, on obtient un développement selon les classes de symboles.
Le j-iéme terme régulier est un symbole de poids p’ et de type pl/ 2. et, si
on note pV eNs fir(p, 8) le reste & ordre N du développement de Taylor
de P’exponentielle exp(—2mc? e%p), la fonction fx(p, s) est un symbole de

poids 1 et de type pl/ 2. On en déduit le développement

N-1 2 s
-2
bi(cane) = vawerrene (3 L2 )

§=0

Pi(ur) +0(N) | 5 (27)
on notera que ce développement n’est pas uniforme par rapport & k.

2.2 Fonctions de Mathieu ordinaires

DEFINITIONS ET RAPPELS 2.5

Les fonctions de Mathieu sont les solutions u quasi périodiques, de
multiplicateur caractéristique o € C (c.-d-d. telles que u(t + 27) = ou(t))
de ’équation

u” + (27r2c4 cos 2t + 2m2ct + %) u=4r?ctyu. (2.8)

Si, pour une certaine valeur de p € C, léquation ci-dessus admet une
solution 2mw-périodique, elle n’en admet pas d’autre qui soit indépendante
de celle-ci. Sinon, elle admet toujours deuzx solutions quasi périodiques
indépendantes, de multiplicateurs caractéristiques inverses l'un de lautre

([Caf, [WW]).

Si la fonction u est une solution quasi périodique de I’équation (2.8),
de multiplicateur caractéristique e avec R(v) € [-1/2, 1/2[, nous
étudierons la fonction v définie par

. 2 . 3
e—2z7rc smtu(t) = v(t) = Z n, ez(n+u)t ] (2.9)
n€Z
Dans le cas ol ¥ = —1/2, on peut énoncer le résultat suivant.
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PROPOSITION 2.6.— Soit (P")neN la suite de polynémes définie par

Pr(Op(p)) = Pu(L1) = Op(p").

Les coefficients vy, de la fonction v définie en (2.9) sont alors donnés par

(~2me?)"! ,
Up = _(n——l)‘ Praa(p)vr sin>1
2me?)"
Vop = (—%)—Pn(,u)vo sin>0.

Remarque. — Les coefficients vg et v; peuvent étre choisis arbitrairement
puisque, dans ce cas, ’équation de Mathieu admet deux solutions 27-
antipériodiques linéairement indépendantes.

Preuve. — D’énoncé plus simple que le cas ol v # —1/2, traité plus loin,
cette proposition se trouve de la méme fagon. Elle est basée sur 1’identité de
la relation de récurrence & trois termes vérifiée par les v, (ainsi qu’il résulte
de I’équation différentielle (2.8)) et de celle que vérifient les polyndmes P,
(conséquence de (1.8)). O

Introduisons & présent, pour tout nombre complexe a, 'opérateur
Lo = Op(p®)
et si o n’est pas un entier strictement négatif, I’'opérateur
Loo1. (2.10)
Les opérateurs L, et L, vérifient la relation
4m2cd

ala+1 a?
<L1 + ——(———)) My = Mypq + mMa-l (2.11)

ol M, est mis pour Ly (resp. L!). C’est une conséquence directe de la
formule de composition (1.8). On a alors le théoréme suivant.
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THEOREME 2.7.— Pour tout a compleze, o #-1,-2, .., 0na
2
INa+1

(4m2c4)~

Le point principal de la preuve de ce théoréme est le lemme suivant.

LEMME 2.8.— Soit 2 et ( deuz nombres complezes de parties réelles
strictement positives. L’opérateur L_;L_; a pour symbole la fonction

2)2+¢
—00
X K, ¢ (47rc2(\/p+ sh? u + sh u)) du.

Donnons une preuve un peu formelle de ce lemme. En remarquant que

-z 1 +eo —pt z—1
14 = W b € t dt, (212)

et en rappelant que e~#* est le symbole de 'opérateur

(7rc2t_1) 1/2 exp (—2%02 sh (ln (#) )) Fln(t/27rc2) =

—1\1/2 t 272t
= (mc*t™!) / exP(‘g"‘ 7 Fn(t/2ne2) »

on se ramene a composer des opérateurs Fl.

Calculons le symbole hs ¢ (p(z, p)) de Popérateur F,F;. D’aprés la formule
(1.9) qui donne une expression intégrale de F,F; et la définition (1.3), on a,
_pour toute fonction ¢ € S(R),

(ch &) (F(FsFrp))(cshé) =
- c/ e—27rcz(chschtchu+shsshtshu) %
R

x c/]R2 exp (—27rc2e“ ((y)%h2 (i‘é‘_’l))) 2ev x

x e2mc’ shu (e_2i"°y(5h£—5h”)(ch n)(Fe)(cshn)ch (5—; 7’)) dndydu ;
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ce qui donne, si 'on utilise la formule
/ pu/2 =z (e gy = (1)1/26—2\5(
R ¢
valable pour Rz et R¢ strictement positives [MOS, p. 85],
(ch€)(F(FsFrp))(csh§) =
=c /]R2 e"%“y(sha's}‘”)(ch n)(Fe)(cshn)ch (E ; 77) X

() r ()

« o= 47 chi((s-0)/D)(sh? (s+0)/2)+(w)? ¥ (E+m)/D)'"* 4y 4y .

D’aprés la définition 1.1, le symbole hg ¢ (p(z,p)) de 'opérateur FyFi est
donc

hs,t(p) =
-1/2 _ 1/2
= (p + sh? (s_—%—_t_)) exp (—4;71'c2 ch(s—2—£) (p + sh? (S ;—t>> ) .
(2.13)
Notant que

o (o) -2 (o(52)
= exp (-% (t +7) + 272t (% + %)) ,
on a d’aprés (2.12) :
T(2)[(Q)p ™ tp™¢ =

_ -1/2
() vz (¢ N
R+xR+ me? me?

1 1 1
X exp (—§ t+7)+ or2et (? + ;)) P1n(r/(27c2)) ,ln(t/(2ﬂ-c2))(P) drdt.

- 480 -



Fonctions de Mathieu et fonctions propres de ’oscillateur relativiste

Remplagant le symbole de Fiy(y/(2rc2))Fin(r/(2mc2)) Par son expression
(prop. 2.6) et posant

u= E 1 Tt v= ! I
Ty Mt ) VT2 t
(alors dt dr = 8m2¢% ¢* du dv), on obtient

P =
(27l.c2)2+C elzH{-1u o(2=¢)v e—41rc2 chv(sh u++/p+sh? u)
~ T(9r(C) Jre \/p+sh§u

Enfin, une application de la formule

dudv.

+00
K, (2) = %/ e~#chu gvu gy
—00

valable pour R(z) > 0, permet de conclure.

Remarque. — 11 conviendrait de prouver que le membre de droite de
P’équation du lemme 2.8 est un symbole de poids p‘m(c*‘z) et de type pl/ 2
(c.-a-d. vérifiant les inégalités (1.5)); on épargnera au lecteur ces calculs
minutieux, basés sur des majorations classiques de la fonction K,_ et sur

les encadrements suivants de I’argument sh u+ (p+ sh? u)l/ 2 de la fonction

de Bessel :
/ 1
2
> —
shu+4/sh“u+p > 5
shu+\/sh2u+p > %\/pe”

— P __ <« < — Y= rF
2|shu]+\/;_)—\/8h u+p+5hu“2lshu]+\/fo' sip>4

et

L lshul™? p ! -1 -
2p|shu| Z?lshu|+\/ﬁz4p|5hul u< ~lInp.

si0>u>—Inp,

Preuve du théoréme 2.7

Remplagons L/, et L/ +1 bar leur expression (2.10) dans l’énoncé du
théoréme 2.7. Prouver ce théoréme revient 4 démontrer que
2
a+1
(—mc% Lal-g-2—Log-1Lat1 = —1I.
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Nous allons, dans un premier temps, établir ce résultat pour un nombre
imaginaire pur z = a + 1. Considérons pour cela l'opérateur

1
4r2cd (z + 5)(z - €)Lz—1—€L—z—1—5 — Lyl _y e,

ol € est un nombre > 0 appelé & tendre vers 0. On calcule, grace au lemme
2.8, le symbole H(z, p,€) de cet opérateur. Il vient

—4(27rc
T(z+e)l(—

H(z,p,¢) = z+5)/ (p+sh?u)” 12g2eu ¢y g

X K2z(47rc2(shu+ \/p+sh2u)) du,

(la facteur (z +¢)(z —¢€) se simplifie avec le facteur I'(1+¢— 2)I'(1+¢e+2)
du symbolede L,_y_.L_,_1_.). En posant t = shu + (p + sh? u)1/2, on
obtient

2¢e
H(z p.e) = I‘(z+€F(—z+e)/( (t—g>2+4> X

x Ko, (47rc2t)§tE

On peut montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que

(-07) () |ser e

pour (t,p,e) € RT x [1, 4+00[ x ]0,1/2]. On a alors

i () =) () vt =

On sait par ailleurs [MOS, p. 91] que, pour £ > 0,
400 )
/ 1271 Ky, (4nc?t) dt = 22572 (4me?) T T (e 4 2)T(e — 2)
0

done lim,_,o H(z,p,¢e) = —1.

Ceci prouve le théoréme 2.7 lorsque z € iR et ’on étend cette égalité a
tout z complexe différent de —1, —2, ... par prolongement analytique. O
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DEFINITION ET PROPOSITION 2.9. — Soit a € C\(—N*). Considérons les
deuz suites de polynomes (P2) et (QS) définies par la relation de récurrence
suivante (ot (RY) est mis pour (P2) ou (QF)) :

2
R 00 = (x4 2 tn b ) oy G20 R )

et les conditions initiales

P§=1,PP=0 e QF=0,Q7=1.

On a alors, pour n entier > 0,
Lotn = Pp(L1)La + Qn(L1)Lata
Logn = PR(L1) Lo + Q7(L1) Ly -

Inversement

1 (F(a +n+1)
4m2c4)" [(a+1)

1 (I‘(a +n+1)
(472c4)" I'(a+1)

(@+1)
T T 4r2d

2
Qg(Ll) = La+nL—a—1 - ( ) Lol _g-n-1,

P(Ly) = -

2
) La+1 L-a—-n—l +

L—a—2La+n .

Le premier point se vérifie par récurrence en utilisant la forme de compo-
sition (1.8). Pour exprimer les opérateurs Q3(L1) et PY(L1) en fonction des
L, on résout le systéme d’équations obtenu dont le déterminant est donné
par le théoréme 2.7. O

On a enfin le résultat suivant.

THEOREME 2.10.— Soit v un nombre complexze différent de —1/2 tel
que Rv[—1/2, 1/2[. Avec la notation (2.9), les coefficients vy, et v_n sont
donnés pour n € N par les formules

n T(+1/2 - v+1/2 -
Up = (—27rc2) ﬁ)‘ (UOPn 1/2(ﬂ) - ‘mz/_le" 1/2(“))

. D(1/2-v —— v?—1/4
Vo = (271'62) F—(H(_—T-/—lr)u) (UOPn 1/2(l“) + ((/‘ + —2_7,.2?1/_> vo +

+1/2 —y—
+ V27rc2/ vl) " I/Z(u))'
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Preuve.— La suite de terme général z, = (—Qrcz)—”l‘(n +v+1/2)v,

(resp. yn = (27¢?) T"T(n — v + 1/2)v_y) vérifie la relation de récurrence

que vérifient les suites numériques (P,'{-l/ 2(w)) et ( v-1/ 2(4)) (resp. les

suites numériques (Pn_v_ln(u)) et ( ,'{V_ln(u))), 4 savoir

+—1— n+1/-—l n+v+—1- Zn =
BT 4n2cd 2 2)) "=

1 1\2
= T2 n+V—§ Zp-1+ 2p41

et respectivement

O N [T ) I

1 1)\ 2
= A n—V—'z' Yn—1 + Yn41

comme on le voit en partant de I’équation différentielle (2.5). Dans chacun
des deux cas, ces deux suites sont linéairement indépendantes et ’on peut
écrire zy sous la forme

on = 20PL Y20 + 21 Q5 P ()

et de méme
—v-1 —v=1/2
Yn = yOPnU /2(#)+y1QnV Y (l‘)

1l suffit de calculer zo, 21, Yo et y1 en fonction de vg et vy pour conclure.

3. Calcul symbolique approché des puissances de L,
Fonction zéta de ’oscillateur Ly

On propose dans cette section un encadrement de Ag moins précis en ce
qui concerne les puissances de k, mais prouvant que la limite non relativiste
du spectre de L est celui de l'oscillateur harmonique. La démonstration
repose sur la comparaison de I’opérateur L, isospectral & L — (16 7rc2)—1,
apparaissant dans la formule de composition (1.8), avec l'oscillateur de
Laguerre qui a méme spectre que l’oscillateur harmonique.
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On donne ensuite un développement asymptotique du symbole de I’opéra-
teur Lf (In Ll)d selon les classes de symboles du calcul de Klein-Gordon. On
adapte ici la démonstration de [S] et [HR] basée sur la formule de Dunford
et le choix d’un contour complexe approprié. On profite en outre du fait que
I’ensemble des opérateurs dont le symbole (de Klein—-Gordon) ne dépend que
de p constitue une algébre pour la composition.

Une application de ce calcul symbolique est I’étude de la fonction zéta de
Poscillateur L. On démontre qu’elle admet un prolongement méromorphe
sur tout C dont les pbles sont tous d’ordre deux au plus et sont situés aux
points —n + 1/2 (n étant un entier > 0).

THEOREME 3.1.— La k-iéme valeur propre A, de loscillateur L vérifie
l’encadrement

1 1 1 1\? 1
k+§§/\k§k+§+m((k+§) +§)

Preuve. — Bornons-nous & prouver l'inégalité de gauche car celle de
droite est le résultat d’une démonstration analogue. L’opérateur L est est
autoadjoint sur ’espace de Sobolev H, 01 / 2(11&), dépendant de ¢, qui complique
sa comparaison avec l’oscillateur harmonique. Mais il a le méme spectre
qu’un certain opérateur autoadjoint sur un espace de Hilbert fixe. Soit £
Poscillateur de “Mathieu—Laguerre” donné par

L—_—_l rﬁ_'_.g_ +7|-1~_—_1 r2£+2ri
T 4n \drZz " dr 4me? dr? dr)’
initialement défini sur C§°(]0, +oo[). L’oscillateur £ admet, d’apres [U3],
une extension autoadjointe a ’espace des

{ve L*®* dr) | Lu€ AR, dr) et ru/(r)],_ = 0} .

Avec cette condition initiale, il est & résolvante compacte et a méme spectre
que l'opérateur L + (16 7rc2)_1. Cet opérateur apparait en effet dans la
formule de composition par le symbole de L. Si les symboles » et p sont
liés par p = 14 ¢~ 2r et si la fonction g vérifie les conditions (1.9), alors

I'opérateur L Op(g(r)) a pour symbole la fonction ((E — (16 7c?) _l)y) (r).
Notons

L —_i. riz__{_i +
T 4r \ dr? " dr i
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Poscillateur de Laguerre. Avec la méme condition initiale que ci-dessus
Lo est autoadjoint, & résolvante compacte et ses valeurs propres sont les
nombres k + 1/2 (pour k entier > 0).

Soit E I’ensemble des fonctions de classe C* sur [0, +00 [, & décroissance
rapide en l’infini. Soit f une fonction de E. On a

4w

€D =t - oz (2 (2 2) 7. S)
d 2

1
—(Eoof,f)'*'m "

f

On vérifie que l'opérateur r(d/dr) + 1/2 est antisymétrique sur E C
L2(R**,dr) et donc que

2

d

d 1\ ?, 1
e =|Ca+3)n) 3

on a établi sur E l'inégalité

(ot 1)< (£ gz ) 1) - (5.)

Pour déduire de (3.1) une inégalité portant sur les valeurs propres de £ et
de Lo, nous utiliserons le lemme suivant.

LEMME 3.2.— Soit H un espace de Hilbert dont on note (-, -) le produit
scalaire et ” . H la norme. Soit E un sous-espace de H, dense dans H pour
la norme || . ||, soient A et B deur opérateurs définis dans H d domaine
contenant E, autoadjoints. On suppose que le spectre de A est contenu dans

Rt*, que A~1 et B~1 sont compacts, que les opérateurs AFL AE1/2 ¢
BE! conservent E et que lon a pour x € E linégalité suivante

(Bz,z) > (Az,z).
Si lon note by, (resp. a) la k-iéme valeur propre de B (resp. A), on a alors

b > ag.
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Preuve.— On a, pour tout z € E,
(A7Y2BA™V2; o) = (BA™Y 20, A=V 22) > (AY 22, A7Y2%) = |2|°.
L’opérateur (A~1/2BA~1/2) =1 conserve E, donc

,]A1/23_1A1/2$I|2 < (e, A1/2B'1A1/2x) < “:c” ”A1/2B‘1A1/2:c||,
et |IA1/2B‘1A1/2:::” < ||z“ Cela donne bien

0< (=, A1/2B_1A1/2:c) < ”:c||2
En remplacant dans cette inégalité « par A=1/2z on obtient
0< (B lz,z) < (A7 1z, 2),

inégalité qui se prolonge & H tout entier; on conclut en utilisant le principe
du minimax. O

Pour appliquer ce lemme (avec H = L?(R**,dr), A = Lo et B =
£—- (16 7rc2)_1), nous devons d’abord prouver que les opérateurs £ et Loo
laissent ’espace E invariant. Nous utiliserons dans ce but la caractéristion
de I’espace S(R?) par les produits scalaires (au sens de L?(R2%dz dy)) avec
les fonctions d’Hermite. La fonction d’Hermite

_@emtf 1 118 N e
as(®:9) =\ g (mr’”) (27‘6;‘)6

est fonction propre, pour la valeur 1 + a + 3, de Doscillateur harmonique
standard sur R? et le produit scalaire (®4,8, 9) de la fonction @, g avec une
fonction g & décroissance rapide sur R? vérifie

(a5.9)=0((1+a+8)7")

pour N arbitrairement grand. Réciproquement, une fonction g de carré
intégrable et dont les produits scalaires avec les fonctions d’Hermite vérifient
de telles estimations est & décroissance rapide. Soit donc f une fonction
radiale appartenant & S(R2) et posons (7£)(r) = f(r1/2,0). La fonction 7f
appartient & E et ’on a

92 82
527 T By?

r Lot = ——}— (

2 2
- )+w(x +47)
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opérateur qui se raméne par un changement de variable élémentaire a
’oscillateur harmonique standard sur R2. Les puissances réelles de Lo
conservent donc E.

Montrons que (,C - (16 1rc2)—1)_1 conserve E. On a rappelé plus haut
que l'opérateur L Op(g(r)) a pour symbole la fonction (C - (16 wcz)-l)g.
Nous admettons ici, provisoirement, que I’opérateur L~! admet un symbole
de poids p~1 et de type pl/ 2 et conserve donc S(R); c’est un corollaire
du théoreme 3.3 dont la démonstration ne repose pas, bien entendu, sur le
présent résultat. L’opérateur (£ — (16 7rc2)—1) est donc inversible et 1’on a

L1 Op(g(r)) = Op (((ﬁ - (16 7rc2)_1) - g) (r)) .

Si, de plus, la fonction g est & décroissance rapide, l’opérateur Op (g(r))
est continu de §'(R) dans S(R). Le calcul de Klein-Gordon ayant, comme
le calcul de Weyl, la propriété que les opérateurs faiblement continus de
S'(R) dans S (]RP sopt ceux dont le symbole appartient & S (R?), la fonction

L— (16 7rc2)_ g est & décroissance rapide. On peut alors appliquer le
lemme 3.2 avec Loo = A et £L— (16 7rc2)_1 = B, ce qui achéve la preuve du
théoréme 3.1. O

Le résultat suivant donne un calcul symbolique approché des puissances
de L]_.

THEOREME 3.3.— Soient 8 € C et d un entier > 0. Il existe un unique
opérateur linéaire continu de S(R) dans S(R) que l’on notera Lf (In Ll)d
caractérisé par les équations

Lf(ln Ll)dd)k = yf(lnpk)dd)k pourk=0,1,...

Cet opérateur admet un symbole actifhg,d(p(:c,p)) de poids p%(ﬁ) (1+lnp)d
et de type p1/2. En outre, on a le développement asymptotique suivant :

k
hoa(p) = PP (I p)* + 3 PP~ RH(B, 10 p) + 911 (p, B, d)
=1

ot les R;l sont des polynémes de degré 3j au plus en B, de degré d au plus

enlnp et ot gxyq(p, B,d) est un symbole de poids pR(B)=F-1 (1 +1np)d. Si
d =0, on note ainsi ce développement

+o0
ha(p) ~ PP+ a;(8) PP~
J=1
ot a; est un polynéme de degré 3j au plus.
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Preuve du théoréme 3.3

On note T' le contour complexe (déja utilisé par [HR]) composé du
segment {R(2) =1/2| |8(z){ < 1/2} et des deux demi-droites {R(z) =
+9(z) | R(z) > 1/2}, parcouru dans le sens des S(z) décroissants.

Par le procédé classique d’inversion des opérateurs elliptiques, on cons-
truit deux suites (b (p,t)) & €6 (re(p, 1)) i de symboles ne dépendant que de
p€[1l,+oo[ et t €T définies par

bolp,t) = (t—p)"", rolpt)=1.
et pour k > 1 par

ri(p, ) = re_1(p,t) — (t — p)br—1(p 1)

(3.2)
br(p,t) = ri(p,t)(t —p) 71,

et ’on a bien siir
Op(bo+ -+ bp)(t — L1) = I = = Op(rg41) -

En utilisant la formule (1.8), on vérifie que le reste ri(p,t) s’écrit, pour
k > 0, sous la forme

3k
re(p,t)= Y PEM(t-p) 7" (3.3)
m=k+1

ou P,ﬁ est un polynéme de degré m — k au plus en t; cela se démontre
par récurrence. On en déduit que rj vérifie les inégalités suivantes dans
lesquelles la constante C ne dépend que des indices k, m et j (et non de
tel):

(0)g) (07 g2) (oo 0] < Clo=t 52, ()

On vérifie que, pour le contour choisi, les fonctions |t — p| sont des fonctions
poids d’une facon uniforme par rapport & ¢, c’est-a-dire que les constantes
C(|t — p|) et N(|t — p|) de la formule (1.3) peuvent étre choisies indépen-
dantes de t. On dit alors que le reste rg(p,t) (ou la famille (rk(p’t))ter‘)

est un symbole de poids lt — p|_k et de type pl/2 indépendamment de t. Le
symbole by_, posséde la méme propriété.
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On peut alors énoncer le résultat suivant.

LEMME 3.4.— Pourt € TU{0}, lopérateur (L, —t)—1 a un symbole de
poids |t - pl_l et de type pl/2 indépendamment de t. Ce symbole est noté

f(p,t) = f(P(iE,p) ) t)'

Preuve du lemme 3.4

D’aprés (3.2),0n a

(t——L1)—1 = Op(bo(p, t)+- - -+bx(p, t))+(t—L1)_1 Op(re41(pt)) . (3.5)

D’apres (3.4), la partie réguliére de ce développement admet un symbole de
poids It - p|—1 et de type p!/2 indépendamment de ¢. Il faut maintenant

traiter le reste (t — Ll)—1 Op(riy1(p,t)), c’est I'objet du lemme qui suit.

LEMME 3.5.— Soit R un opérateur d trace dans Hc1/2(IR) commutant
avec L. Soit N un entier assez grand. Supposons que, pour N' > (N +4)/2,
Vopérateur RLN' soit & trace dans H2/2(]R). Il existe un symbole h(p(z, p))
de poids 1 et de type pl/2 Jusqu’da Uordre de différentiabilité N, ne dépendant
que de p, tel que Uon ait

R= Op(h(p(w,p))) :

Preuve. — Procédons & quelques rappels [U1, chap. 2]. Soit un opérateur
A admettant pour symbole une fonction h de poids 1 jusqu’a un ordre de
différentiabilité N suffisamment grand. On définit alors le symbole passif g
de l'opérateur A par l'identité

-1/2

2

(FEn = (14— ]  (BNED), (36)
4¢%(p)

formule dans laquelle F; désigne la transformée de Fourier par rapport &

la premiére variable. Si de plus 'opérateur A est & trace dans H cl / 2(]R), on
peut obtenir le symbole passif g directement par la formule

g(z,p) = 2Tx(Ao(z,p)) ,

dans laquelle o(z, p) est 'image, par la représentation de Bargmann-Wigner
d’un certain opérateur unitaire involutif canoniquement attaché au point
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(2,p). Il nous suffira ici de savoir que l'opérateur o(z,p) est unitaire dans
,} / 2(11@.) et que le symbole passif posséde la méme propriété de covariance
a I’égard de la représentation de Bargmann—-Wigner que le symbole actif.

Nous poserons donc, pour démontrer le lemme

9(z,p) = 2 Tr(Ro(z,p)) .
La fonction s~1 (9(z — 5,p) — g(x, p)) est le symbole passif de I’opérateur

e—2im sDRGZz'r sD __ R 3 6_21_’” sDR e22'1!' sD _ I N e—22'7r sD _ I R
b b
S S S

il s’agit ici d’un fait de covariance. Les hypothéses effectuées sur R (et
plus particuliérement le fait que les opérateurs R(D) et (D)R sont & trace

sur H 01 / 2(IR)) prouvent que la famille de fonctions ci-dessus définies tend,
lorsque s tend vers 0, & la fois vers —(dg/0z)(z, p) et vers le symbole passif de
2iw RD. En itérant le procédé et en définissant la fonction h par la formule
(3.6), on obtient la régularité désirée pour h, ce qui termine la preuve du
lemme 3.5. O

Nous appliquons ce lemme & l’opérateur (¢ — L1)—1 Op(rk41(p,t)) qui
commute avec L1 et dont la j-iéme valeur propre est majorée, en valeur abso-
lue, par C’(uj)—l (uj)_k—l pour une constante C indépendante de ¢t € T.
Cet opérateur reste & trace lorsqu’on le multiplie par Lf'*'l puisque, d’aprés
le corollaire 2.4, u; est de I’ordre de 72 (lnj) -2, L’opérateur (t - Ll)"1
admet donc un symbole de poids 1 jusqu’a un ordre de différentiabilité
arbitrairement grand. En reportant ce résultat dans la formule (3.5), on
obtient le poids annoncé et le lemme 3.4 est démontré. O

Fin de la preuve du théoréme 3.3.— La formule de Dunford conduit,
pour les nombres complexes § de partie réelle < —1, & la formule

hoale) = g5r [ (nt) o)t (3.7)

dans laquelle on choisit la détermination principale du logarithme. En
intégrant terme & terme, le long du contour I', le développement suivant
du symbole de (Ly —t) ™" fourni par (3.3) et (3.5)

o0 3k
floty~(p=t)"1=3" 3 PE)(t-p)"h,  (38)
k=1m=k+1
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on obtient la formule

ho.a(p) = p° (Inp)? i Z ( ) (P,fm(p)pﬁ(lnp)d), (3.9)

k=1m= k+1

ce qui donne la forme des termes réguliers du développement de hg 4(p).
Le signe ~ apparaissant dans (3.8) veut dire que le reste a I’ordre k est de
poids |t - p| -2 . Intégré le long du contour T', ce reste donne un symbole
de poids p~%=2 et de type pl/ 2 ce que I’on vérifie par un calcul direct. On

en déduit le poids du symbole noté gxy; dans le théoréme 3.3.

Enfin lorsque @ ne vérifie pas nécessairement R(8) < —1, on définit
hg q(p) en posant

hﬁ,d(p) = PNﬁh,@—N,d(P)

en choisissant ’entier N suffisamment grand pour que (8 — N) < —1 de
sorte que hg_n 4(p) soit donnée par la formule (3.7). Le théoréme 3.3 se
déduit des résultats obtenus par le cas ot R(8) < —1 et de la formule de
composition par p. O

Le dernier résultat de cette section concerne la fonction zéta de loscilla-
teur de Mathieu.

THEOREME 3.6.— Soit b € C tel que R(b) > —po, ot (ux), est la suite
croissante des valeurs propres de Ly. Notons (g, (s,b) la fonction 2éta de
Voscillateur relativiste définie sur {s € C | R(s) > 1/2} par

+o0

CLa(s,0) = D (ux+0)7°

k=0

La fonction s — {1, (s,b) se prolonge en une fonction méromorphe sur C
de péles d’ordre deuz au plus situés auz points —n+1/2 (n est entier > 0).
La partie polaire en 1/2 est

c? (s - %)4 + 4c?In(2) (s — %>_1 .

Preuve.— La fonction s — (r,(s,b) est holomorphe pour s > 1/2
d’apreés 1’équivalent obtenu dans le corollaire 2.4 pour la valeur propre Ak.
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Traitons pour commencer le cas ot b = 0. Lorsque le symbole a est de
poids p~N avec N assez grand, on a, comme dans le calcul de Weyl, I’identité

Tr(Op(a)) = /]R2 a(z,p)dedp. (3.10)

Admettons-le provisoirement et supposons R(s)t suffisamment grand. On a
alors

Te(L7Y) = / symb(L7®)dzdp.

Intégrons terme a terme le développement asymptotique du symbole de L1 ?
fourni par le théoréme 3.3

+00 )
hos(p) ~ P~ + Y _aj(—8)p™77.
i=1

Le reste d’ordre N donne une fonction holomorphe & droite de 1/2 ~ N, et
Pon peut calculer explicitement l’intégrale

I(s+j— 1/2))2

—s—J — a2
/mzp (z,p)dzdp=c W( TG 17)

(voir par exemple, [MOS, p. 6]); ceci prouve le premier point du théoréme
3.6 pour R(s) suffisamment grand. Un argument de prolongement analytique
prouve que ce résultat reste valable pour R(s) > 1/2. La partie polaire de
CL,(s) en 1/2 est égale & celle de c?x(T'(s — 1/2)/T(s))*. On a

. 1\2
Jim (5= 3) () =

et

Jim (o= 3) (@ -(s-3)7) =

_ 2 i(( I(h+1) )2)
=T \\T(r+1/2)

formules dans lesquelles la fonction ¢ désigne I''I'"! dont [MOS] donne les
valeurs en n et n + 1/2.

=227 ra) \? _
h=0_2 (r(1/2)> (w(1) —(1/2)),
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Le cas général se déduit du raisonnement précédent en remarquant que

_ (=) =5 =1) - (=s—F41) + s
(L1+b) 3~L;S+Z( S)( § )J'( s—J+ )bJLlsJ;
J=1 '

la partie polaire en 1/2 ne change pas.

Pour conclure justifions la formule (3.10). Soit G la transformation définie
par
(Gu)(p) = (p)a(p) ;
Cest une isométrie de HY/ 2(R) sur lespace L2 (R, <p>_1 dp). On voit par
la définition 1.1 du calcul de Klein—Gordon que le noyau de l’opérateur
G Op(f)G~1, pour la mesure <p>_1 dp, est la fonction

-1 -1
K(p,g)=ch (ArgSh(c p) -2F Argsh(c q)) 3

-1 -1 ,
y / f(y, esh (Argsh(c p) + Argsh(c q))) (~2imy(p—q) dy
R

2

(on a posé, dans la définition 1.1, p = cshn et ¢ = eshé). Si le symbole f
est de poids p=N avec N assez grand, on a

K(p,p) = (p>/mf(y, p)dy

et
TH(Op() = TG ORNGY) = [ KGp) s = [ swpdvar,

ce qui achéve la preuve du théoréme 3.6 O
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