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Discriminant d’un germe (g, f) : (C2,0) — (C2,0)
et quotients de contact dans la résolution de f - g(*)

HELENE MAUGENDRE(D)

RESUME. — Soient f et g deux germes de fonctions analytiques de
(C2,0) dans (C, 0) sans branche commune, c’est-a-dire que si

f=Hf.~" et 9=Hy;j

tel JEJ

sont des décompositions de f et g en leurs facteurs irréductibles distincts,
alors f; # g; pour tout 7 et tout j modulo une unité.

Dans [14], nous avons défini les quotients jacobiens de (g, f) et démontré
que ce sont des invariants du type topologique de (g, f). Nous les avons
calculés en fonction de la topologie de (g, f). Nous les étudions ici &
travers la résolution minimale de f . g. Ceci donne un autre moyen de
calcul explicite des quotients jacobiens de (g, f) & l'aide de la résolution
minimalede f-g (sect. 3). On décrit ensuite le comportement de croissance
de ces quotients dans la résolution minimale de f - g (sect. 4). Dans le cas
ol g est une forme linéaire transverse & f, on retrouve les résultats de D.
T. Lé, F. Michel et C. Weber dans [9]. Nous terminons enfin en donnant
un exemple d’application de ces résultats, lequel constitue la réponse a
une question de D. T. Lé et C. Weber (voir [11]) relative & leur étude de
la conjecture jacobienne (sect. 5).

ABSTRACT.— Let f and g be two plane curves germs from ((?,0) into
(C, 0), without common branches, i.e., if

s=]]s and o=]]sy

tel JEJ

are decompositions of f and g into their distinct irreducible factors, then
fi # g5, modulo units, for all 7 and j.

In [14], we have defined the jacobian quotients of (g, f) and we have
proved that they are invariants of the topological type of (g, f). We have
computed them in terms of the topology of (g, f). Here, we study them

(*) Recu le 13 mars 1997, accepté le 30 septembre 1997
(1) CMI, 39 rue F.-Joliot-Curie, F-13453 Marseille Cedex 13 (France)
E-mail : maugendr@gyptis.univ-mrs.fr
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in the minimal resolution of f - g. It gives another way to compute the
jacobian quotients of (g, f) (Sect. 3). Then we describe their behaviour
in the minimal resolution of f - g (Sect. 4). In the particular case where
g is a linear form transverse to f, we recover the results of D. T. L§, F.
Michel, C. Weber in [9]. Finally, we give an application ot these results,
which constitutes the answer to a question of D. T. Lé and C. Weber (see
[11]) concerning their study of the jacobian conjecture (Sect. 5).

AMS Classification : 14B05, 32505, 32545, 57TM25.

1. Introduction

Notations.— Si € est un réel strictement positif, D désigne la boule
fermée de rayon ¢ centrée a l'origine de C2, dont le bord est la sphére 53.
Le nombre d’enlacement dans S2 est noté L(-, ). Enfin, si hy et hg sont
des germes de fonctions analytiques & l’origine de C?, (h) o €t (hl,hg) o
désignent respectivement la multiplicité en l'origine de hy et la multiplicité
d’intersection & l’origine entre hy et ha.

1.1 Quotients jacobiens

On considére le germe d’application analytique & défini par :

(€2,0) 2 (€2,0)
(CIZ, y) — (g(x,y),f(:c,y)) )

DEFINITION. — Le germe jacobien de (g, f), j, est le produit des compo-
santes du déterminant de la matrice jacobienne de @,

qui ne divisent pas f-g. Le lieu des 2éros réduit de J estun germe de courbe
réduit appelé lieu jacobien de (g, f) et noté J.
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Remarques

(i) Si f et g sont lisses et transverses & l’origine, alors j est vide. Nous
éliminons d’office I’étude de ce cas trivial.

(i) Le type analytique du lieu jacobien J est un invariant du type
analytique de ® mais son type topologique n’est pas un invariant
du type topologique de ® ([14], [12]).

DEFINITION. — On appelle courbe discriminante de (g, f), 'image par ®
du lieu jacobien J. On la note A.

Désignons par (u, v) les coordonnées complexes de ®(C?). Par définition,
{u =0} = ®({g = 0}) n’est pas une branche de A. Donc, si § représente une
branche de A, il existe un nombre rationnel strictement positif ¢5/ps (ot ¢;5
est premier & ps), un entier strictement positif m et une paramétrisation de
Puiseux de 6 de la forme ([1] ou [2]) :

u=v9%/P | g4 E bpo®/™
keEN*

otta € C*, by, € C.

DEFINITION. — L’ensemble des quotients jacobiens de (g, f) est égal d
Uensemble des nombres rationnels ps/qs, pour les branches § de A.

Par définition, cet ensemble est un “invariant du premier ordre” de la
courbe discriminante du morphisme (g, f).

Remarque. — Si g est une forme linéaire transverse & f, J est le germe
polaire de f pour la direction g, et les quotients jacobiens de (g, f) sont les
“quotients polaires de f ([18], [6] et [7]).

1.2 Présentation des résultats
Soit 7 la résolution minimale de f - g & l'origine. L’arbre de résolution
minimal de f - g, noté A(f - g), s’obtient comme suit.

Chaque composante irréductible Eg du diviseur exceptionnel 7=1(0) cor-
respond & un sommet S de A(f-g). Si deux telles composantes s’intersectent,
alors les sommets de A(f-g) qui les représentent sont reliés par une aréte. A
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chaque sommet S, on ajoute autant de fleches qu’il existe de composantes ir-
réductibles de la transformée stricte, 7=1((f - g)=1(0)\{0}), de (f-g)_l(O),
qui intersectent E'g. Chaque fleche symbolise la transformée stricte d’une
composante irréductible fi_l(O) (resp. g}'l(O)) de (f -g)—l(O), et est affectée
du poids r; (resp. s;). Un sommet S est dit de rupture si le nombre de fleches
et d’arétes qui le rencontrent est au moins égal & trois. On oriente positive-
ment chaque aréte de A(f-g) qui se trouve sur un chemin (orienté), appelé
géodésique, allant du premier sommet de A(f - g) (c.-4-d. du sommet repré-
sentant la composante du diviseur exceptionnel obtenue en éclatant l’origine
dans C?) vers une quelconque fleche. Une telle orientation est appelée sens
géodésique.

A partir de A(f-9), on peut construire ’arbre de résolution minimal coloré
de f-g, noté A.(f-g). On Pobtient en marquant en rouge les géodésiques
(fleches comprises) des branches de f~1(0) et en bleu celles de g~1(0). On
appelle branche morte chaque partie connexe de I’arbre qui reste incolore.

DEFINITION. — Une curvette de Eg est un germe de courbe lisse qui
intersecte Eg transversalement en un point lisse.

Pour chaque sommet S de A(f - ¢), on choisit un germe de courbe réduit
a lorigine de C?, noté ¢(S), dont la transformée stricte est une curvette
de Eg.

DEFINITION. — Le quotient de contact de (g, f) associé & un sommet S
de A(f - g) est le nombre rationnel (f,¢(S)),/(g,¢(S)),, ot (f,¢(S)), est

la multiplicité d’intersection d origine entre f et ¢(S).

La section 2 présente des résultats connus qui seront utilisés dans la
section 3 pour démontrer le théoréme 1.1 suivant.

THEOREME 1.1.— L’ensemble des quotients jacobiens de (g, f) est égal
d Densemble des quotients de contact de (g, f) associés auz sommets de
rupture de A(f - g).

Ce résultat fournit une méthode de calcul algébrique des quotients
jacobiens en terme de quotients de multiplicités d’intersection & l’origine
de C?. Dans [14], la description topologique des quotients jacobiens nous
avait permis de donner une premiére méthode de calcul au moyen d’entrelacs
toriques itérés. Le caractére combinatoire de la méthode exposée ici présente
un intérét évident. En effet, le calcul des quotients jacobiens & partir de leur
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définition est généralement impossible. De plus, le procédé utilisé ici est
totalement indépendant de celui donné dans [14]. Il permet ainsi une étude
algébrique des quotients jacobiens, qui compléte I’étude topologique qui en
avait été faite dans [14].

Dans la section 4, on étudie le comportement de croissance des quotients
de contact dans I’arbre de résolution minimal de f - g. Comme le montrent
D. T. Lé et C. Weber dans [10, § 2], le comportement de croissance des
quotients de contact de (g, f) est essentiel pour lever 'indétermination locale
de la fonction méromorphe f/g. On démontre le résultat suivant.

THEOREME 1.2. — Le long d’une aréte orientée positivement de As(f-g),
dya:

(i) croissance stricte des quotients de contact si ’aréte est unicolore
rouge ;

(ii) croissance non stricte des quotients de contact si par cette aréte
passent toutes les géodésiques rouges;

(1ii) constance des quotients de contact si l’aréte est incolore.

De la méme maniére, nous obtenons des résultats de décroissance le long
des arétes bleues.

Ces résultats ont permis de répondre négativement & la question suivante
de D. T. Lé et C. Weber : si f et g sont réduits (c.-d-d. r; = s; = 1 pour
tout i et tout j) et st J est lisse d Uorigine, a-t-on forcément f ou g lisse ?

La motivation de ce probléme résulte d’une étude par D. T. Lé et
C. Weber de la conjecture jacobienne dans C2.

CONJECTURE JACOBIENNE. — Etant donné F et G deuz applications po-
lynomiales de C* dans C, on dit que (G, F) satisfait Uhypothése jacobienne,
si le déterminant de la matrice jacobienne de (G, F') est une constante com-
plexe non nulle.

Si (G, F) est un automorphisme de C?, alors (G, F) satisfait Uhypothése
jacobienne.

La conjecture jacobienne affirme que la réciproque est vraie.

Dans leur travaux, D. T. Lé et C. Weber considérent une surface
algébrique lisse X obtenue en éclatant des points de CP2\C?, et pour
laquelle il existe des fonctions holomorphes F et G de X sur CP! telles que,
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si 1 est Iinclusion naturelle de C2 dans X et j celle de C2 dans CP! x CP1,
on ait le diagramme commutatif suivant :

X ——(F,G)— CPxCP

| 7

o (F,G)

I e

Si P désigne un point lisse d’une composante irréductible D de X\C2,
et U un voisinage de P dans X, on choisit des coordonnées locales pour
que DNU = {z = 0} et P = (0,0). On note f et g les restrictions de
FetGaU.Le probléme général est de trouver des conditions nécessaires
sur (g, f) pour que (G, F) satisfasse I’hypothése jacobienne. Les conditions
nécessaires évidentes sont les suivantes :

(i) f et g sont des germes réduits (donc D(®) = J);

(ii) f et g sont sans branche commune au voisinage de P = (0,0).

De plus, si (G, F) satisfait ’hypothése jacobienne, soit J (0,0) # 0, et
alors f et g sont lisses et transverses en (0, 0), soit JNU = DNU = {z = 0}.
Dans ce cas, D. T. Lé et C. Weber espéraient que I’un an moins des deux
germes serait lisse.

Dans [11], on a fourni plusieurs types d’exemples de deux germes non
lisses, dont le lieu jacobien est lisse. Ces exemples montrent que I’hypothése
avoir lieu jacobien lisse ne permet pas de caractériser la topologie de f - g
de fagon plus précise que dans les théorémes 1.3 et 1.4.

THEOREME 1.3.— Soient f et g deuz germes réduits de fonctions analy-
tiques d Uorigine de C2 dont le lieu jacobien J est lisse. De plus, supposons
qu’une composante irréductible fo de f soit transverse a g. Alors, soit g
est lisse, soit fo est lisse et transverse a toute autre composante irréductible

de f.

THEOREME 1.4.— Soient f et g deur germes réduits transverses d
Uorigine, dont le lieu jacobien J est lisse. Alors, il existe (a,b) € N* x N*,
b>a>2, tel que f - g soit topologiquement équivalent 4 y(z° — yb).
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Les démonstrations de ces deux théorémes (sect. 5) utilisent le théoréme
1.2 dans le cas particulier ol il y a un unique quotient jacobien.

2. Définitions et rappels

Pour tous les calculs effectués par la suite, nous choisissons des coordon-
nées de C? pour que ’axe z = 0 soit transverse au germe produit f - g.

Dans cette section (§ 2.1 et 2.2), nous commengons par donner quelques
définitions utiles pour la suite de I’article. Au paragraphe 2.3, nous rappelons
le résultat de [14] et nous établissons des correspondances avec ’arbre de
résolution minimal de f - g.

2.1 Donnée caractéristique de Puiseux
Commencgons par rappeler une définition.

DEFINITION. — La multiplicité d@ lorigine d’un germe de fonction ana-
Iytique de (C2%,0) dans (C,0) est égale au degré de la partie homogéne de
plus bas degré d’une série convergente de C{x,y} qui représente le germe
f. Nous la notons (f) .

Soit f* une composante irréductible de f. Considérons un développement
de Puiseux ¢« de (f*) _1(0) donné par

pu@)= Y aet

keQ, k>1
ou les a; sont des nombres complexes.
DEFINITION. — On définit la valuation de ¢, notée val(px), comme suit.
St px = 0, on pose val(px) = —00, sinon
val(px) = min{k tel que ap # 0}.

St pour tout k, avec ap, # 0, k appartient ¢ N*, alors f* n’a pas de paire
caractéristique de Puiseur.

Sinon, soit k1 = inf{k tel que a, # 0 et k € Q\N}. Le nombre ky peut
s’écrire k1 = my/ny, avec pged(mi,ny) = 1. Le couple (my,ny) est la
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premiére paire caractéristique de Puiseuzr de f*. Soit (mj,n;) la j-iéme
paire caractéristique de Puiseuz de f*. Considérons

kj1 =inf{k tel que ap #0, k> k; etk ¢ ——1—N} )
ny---ny
On écrit k;y1 sous la forme
kipq = mj+1
it (n1--mj41)

avec pged(mjtr,njp1) = 1, et njy1 > 1. Le couple (mjt1,nj41) est la
(j + 1)-iéme paire caractéristique de Puiseuz de f*.

Il existe q tel que si k > ko, et ap # 0, alors k appartient d

(1/("1 : ""q))N’

DEFINITION. — L’ensemble {(ml,nl), (m2,n2), ..., (mg,ng)} consti-
tue lensemble des paires caractéristiques de Puiseux de f*.

DEFINITION. — On appelle exposants caractéristiques de Puiseuz de f*,
les nombres rationnels r, = mg/(ny -+ ng), avec 1 < rp <rgpy1, 1 <k < g

Ona '
ox(z) = Zbiz’/(nl'"”Q) avec b; € C.
t€N

Soit f** une autre composante irréductible de f qui admet pour paires
caractéristiques de Puiseuz {(mj,n}), ..., (m;,,n;,)}. Autrement dit, si
xx €st un développement de Puiseur de (f**)—l(O), on a

; ,--- /
Oxx(Z) = Z b;zj/(nl ny)
JEN
s 7/
ot b € C
DEFINITION. — (Voir aussi [15, chap. 3]) Soit 0. (resp. 0xx) un géné-

rateur du groupe de Galois relatif & @« (Tesp. @ux). Alors Uezposant de
coincidence entre f* et f**, noté exp(f*, f**), est égal a :

exp(f", £7) = max{val{oi(p.) — olu(pmn)} }

pouri=1,..., (f) eti=1,..., (f),
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DEFINITION. — La donnée caractéristique de Puiseur d’une composante
irréductible f* de f consiste en la réunion des exposants caractéristiques
de Puiseuzr de f* et des exposants de coincidence entre f* et toute autre
composante irréductible de f.

Remargue. — Un exposant caractéristique de Puiseux de f* peut aussi
étre un exposant de coincidence entre f* et une autre composante irréduc-

tible de f.

DEFINITION. — La donnée caractéristique de Puiseuz de f consiste en la
réunion des ensembles qui constituent la donnée caractéristique de Puiseux
de chaque composante trréductible de f.

Remarque. — Par O. Zariski et M. Lejeune, la donnée caractéristique de
Puiseux de f détermine le type topologique de f (voir aussi [15, chap. 3]).

2.2 Autres définitions

DEFINITION. — Le cone tangent réduit d’un germe f est le lieu des zéros
réduit de la partie homogéne de plus bas degré d’une série convergente de
C{z,y} qui représente le germe f. C’est une réunion finie de droites.

DEFINITION. — La valence d’un sommet S de A(f-g) est égale au nombre
d’arétes et de fléches qui rencontrent S.

DEFINITION. — Deuz germes sont dits transverses st leurs cones tan-
gents (réduits) n’ont aucune droite en commun.

Remarque. — Le nombre d’arétes et de fleches qui partent du premier
sommet de A(f - g) est égal au nombre de droites du cone tangent réduit
de f - g. Par conséquent, lorsque deux germes f et g sont transverses, leurs
transformeées strictes se séparent au premier éclatement (dans la résolution

de f - g).

DEFINITION. — Un sommet caractéristique de A(f - g) est un sommet de
rupture S qui provient d’un exposant caractéristique de Puiseuz ry, de f-g.
On le note (S, rg).
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Tout autre sommet de rupture S de A(f - g) est appelé sommet de
coincidence pur, et noté (S,r), od r est un erposant de coincidence entre
deur composantes irréductibles de f - g.

Remarque. — Si S est un sommet de coincidence pur et si aucun sommet
caractéristique ne précéde S, alors r est égal au nombre de sommets
compris entre le premier sommet et S (tous deux étant comptés). Sinon,
si rp = my/(ny---ng) est I'exposant caractéristique de Puiseux associé
au dernier sommet caractéristique S’ qui précéde S, lorsque I’on parcours
’arbre A(f - g) dans le sens géodésique, alors r peut s’écrire sous la forme

mep+m
—__——)

ny---Ng

ot m € N*, et si rgyy existe, m vérifie my + m < mpyy/ngqq.

DEFINITION. — Soient hy et hy deuzr germes de fonctions analytiques d
Uorigine de C?. La multiplicité d’intersection d l'origine entre les germes de
courbes hl_l(()) et h2_1(0), notée (hl,h2)°, est égale d la dimension sur C
de C{z,y}/(h1,h2), ot (h1, hs) est lidéal engendré par hy et ha.

Remarque.— Si hy et ho ont au moins une branche commune, alors
(h1, hz)o est infinie.

Dans [4, p. 74], Fulton a démontré que cette définition est équivalente &
la définition suivante.

DEFINITION. — Soient hy et hy deur germes de fonctions analytiques d
Uorigine de C2, sans branche commune, avec hy irréductible. Considérons
une paramétrisation de Puiseuz de hy, au voisinage de l'origine, donnée par

{ z =t", n mintmum
y= ().

(Le “n minimum” signifie que le pged entre n et le degré de chacun des
monémes de (t) est égal d 1).

La multiplicité d’intersection & lorigine entre les germes de courbes
hi’l(O) et h2_1(0) est égale ¢ la multiplicité & Uorigine de ha(t", o(t)) (voir
aussi [2, chap. 9, partie 3, pp. 183-187]).
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Remarque.— Si f = f-il fiietg= Hf:l g;’, alors nous avons la
formule suivante :

(f.9)0=2_ D risi(fi,g;),-

=1 j=1

2.3 Décomposition de Waldhausen

J. Milnor a démontré que, si ¢ est un réel strictement positif suffisamment
petit, alors la classe d’isotopie de I’entrelacs K # = f~1(0) N S2 ne dépend
pas de ¢ (voir [16]).

DEFINITION. — L’entrelacs pondéré de f = [licr fi* est Ventrelacs Ky
dans lequel on pondére par r; la composante conneze de K¢ qui correspond
d fi, i€l

Dans [14], nous avons défini I’équivalence topologique entre deux paires
de germes (g1, f1) et (g2, f2). Elle correspond & ’existence d’un homéomor-
phisme d’un voisinage de ’origine qui envoie 97 1(0) sur 95 1(0) et fI ! (0) sur
Iy 1(0) en respectant les poids de chaque composante irréductible. D’aprés
le théoréme de structure conique de J. Milnor (16, théoréme 2.10, p. 18],
si deux paires d’entrelacs pondérés sont isotopes, alors les paires de germes
qui leurs sont associées sont topologiquement équivalentes. La réciproque
est donnée par O. Saeki dans [17]. Par conséquent, étudier la topologie de
la paire de germes (g, f) revient a caractériser la classe d’isotopie de la paire
d’entrelacs pondérés (K, K ).

Dans [14], nous avons démontré l’invariance topologique des quotients
Jacobiens de (g, f) en les calculant en fonction de la topologie de la paire
d’entrelacs pondérés (K, Kf). Pour ce faire, nous avons considéré une
décomposition de S2 en une réunion finie de variétés feuilletées en cercles
— dites variétés de Seifert (pour plus de détails voir [5], [8] et [19]) — qui
admettent les composantes de K 1.9 pour feuilles. Une telle décomposition
est appelée une décomposition de Waldhausen de S3 pour K fg-

Remarque. — L’intersection entre deux telles variétés de Seifert est soit
vide, soit constituée d’un unique tore.
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En fait, nous nous sommes plus précisément ramenés a la décomposition
minimale de Waldhausen de S2 pour K., (c.-4-d. lorsque le nombre de
variétés de Seifert est minimal), notée

ﬁ:Um

i€l

laquelle est unique  isotopie pres ([5], [8] et [19]). Nous avons alors considéré
P’ensemble des quotients d’enlacement de (g, f) défini comme suit.

Soit p; une feuille quelconque d’une variété V;, i € Z, de la décomposition
minimale de Waldhausen de S pour K fg

Remarque.— Dans la proposition 4 de [14], nous avons montré que
chaque feuille p; est isotope au nceud d’un germe irréductible & l'origine
de C%, noté c. Par un théoréme de Lefschetz, le nombre d’enlacement entre
deux nceuds algébriques K., et K., est égal & la multiplicité d’intersection
3 Porigine entre ¢y et cg. Par conséquent, L(K,, Ke,) = (c1, c2)o > 0.

DEFINITION. — L’ensemble des quotients d’enlacement de (g, f) est égal
¢ Uensemble constitué des nombres rationnels L(Ky, p;)/L(Kg,pi), i € L.

L’unicité, & isotopie prés, de la décomposition minimale de Waldhausen
de S2 pour K #.g fournit I’invariance topologique de I’ensemble des quotients
d’enlacement de (g, f).

Le résultat principal de [14] s’énonce comme suit.

THEOREME 2.1.— A tout quotient d’enlacement de (g, f) correspond un
unique quotient jacobien de (g, f), et réciproquement.

Dans [15, chap. 10], [3] ou encore [8], on trouve une démonstration du fait
que les liens qui existent entre les variétés V;, i € Z, et I’arbre de résolution
minimal A(f - g) sont les suivants : il existe une correspondance biunivoque
entre les variétés de Seifert de la décomposition minimale de Waldhausen
de S3 pour K 7.9 €t les sommets de rupture de A(f - g). Autrement dit,
“3 chaque variété V;, i € Z, correspond un unique sommet de rupture de
A(f - g) et réciproquement”.

Dans [8, § 1.3.13], on a le résultat suivant.
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PROPOSITION 2.2. — Soit p; une feuille d’une variété de Seifert V; de la
décomposition minimale de Waldhausen de S pour Kj.4. Soit S le sommet
de rupture qui correspond d V;. Soit ¢(S) un germe irréductible a l’origine
de C2 tel que la feuille p; soit isotope, dans S?\Kf.g, au neud Kys)-

o Si p; est une feuille réguliére (c’est-da-dire qu’il existe un voisinage
tubulaire de p; tel que toute feuille de ce voisinage soit homologue
& p;), alors la transformée stricte de c(S)™1(0) dans la résolution
minimale de f-g est une curvette de la composante irréductible du
diviseur exceptionnel symbolisée par S.

o Si p; est une feuille exceptionnelle (c’est-d-dire qu’il existe un voisinage
tubulaire de p; tel qu’aucune feuille de ce voisinage ne sott homologue
& p;), alors la transformée stricte de ¢(S)™1(0) dans la résolution
minimale de f-g est une curvette d’une composante irréductible du
diviseur exceptionnel symbolisée par un sommet S’ de valence égale a
un et tel que la géodésique comprise entre S’ et S ne passe par aucun
sommet de rupture.

3. Démonstration du théoréme 1.1

Avant de débuter la démonstration du théoréme 1, rappelons deux
résultats essentiels contenus dans [15, chap. 3, § 4 et chap. 5, prop. 5.4.5,
resp.]. Ce sont des conséquences directes de la résolution de f-g. Le premier
s’énonce comme suit.

PROPOSITION 3.1.— Soient hy et hy deur composantes irréductibles de
f-9

St hy et hy sont transverses, alors leurs géodésiques se séparent au
premier sommet de A(f - g), et Uexposant de coincidence entre hy et hg
vaut 1.

Sinon, soit (S,r*) le sommet de rupture qui correspond au liew de
séparation des géodésiques de hy et hy. Alors, Uexposant de coincidence
entre hy et hg est égal a r*.

Afin de présenter le deuxiéme résultat, précisons quelques notations.

On affecte tout sommet de rupture de A(f - g) d’un couple d’entiers
(4, &), ol, avec les mémes notations que dans la section 2, (les (m;, n;) sont
les paires caractéristiques de Puiseux), on a :
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e pour un sommet caractéristique (S,rx) :sik = 1, ona a =m
et £ = £; = mq, sinon, par récurrence, @ = np et £ = £ =
my +ng(Lp_1nk—1 —Mg_1) ot (S, rg—1) est le sommet caractéristique
qui précéde (S,rg);

e pour un sommet de coincidence pur (S,r) : si aucun sommet carac-
téristique ne précede (S,r), alors & = 1 et £ = N, ol N est égal
au nombre de sommets qui précédent S (S inclus); sinon, s’il existe
au moins un sommet caractéristique (S’,rx) qui préceéde (S,r), avec
re = mi/(ny---ng), et r = (mg + m)/(ny---ng), alors « = 1, et
£ = m+ £gng, o, (£, ng) est le couple associé & (S, 7).

PROPOSITION 3.2.— Soient hy et hy deuzr composantes irréductibles de
f - g. Désignons par ({;y,a;,), le couple d’entiers associé au sommet de
rupture oi se séparent les géodésiques de hy et ha. Alors, nous avons

2.
(h1,h2), = (1), - (h2), - -
(al ©e 'aio—l) Qg

Remarque. — Le nombre rationnel £,~0/(a1~--a,-0_1)2a1-0 dépend de
lexposant de coincidence entre hy et hy. Dans [20], Zariski a aussi ob-
tenu des formules exprimant les multiplicités d’intersection en fonction des
exposants de coincidence.

Démonstration du théoréme 1.1

D’aprés le théoreme 2.1, il suffit de prouver que I’ensemble des quotients
d’enlacement de (g, f) est égal & ’ensemble des quotients de contact associés
aux sommets de rupture de A(f - g).

Montrons tout d’abord que l’ensemble des quotients d’enlacement est
inclus dans I’ensemble des quotients de contact.

Soit p; une feuille de V;, i € I, et soit S le sommet de A(f - g) associé
4 V;. D’aprés les propositions 4 de [14] et 2.2, il existe un germe de courbe
irréductible & D’origine de C%, noté ¢(S), tel que p; soit isotope & K(s). De
plus, si p; est une feuille réguliére, alors la transformée stricte de ¢(S) par
7, est une curvette de la composante irréductible du diviseur exceptionnel
qui correspond & S. On obtient directement le résultat escompté, a savoir

L(Ks pi)  L(Ks Kes)
L(Kg,pi) ~ L(Kg,Kys))
ou encore (f,¢(S))o/(g,¢(S))o (Par un théoréme de Lefschetz).
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Par ailleurs, si p; est une feuille exceptionnelle de V;, d’aprés les propo-
sitions 2.2, 3.1 et 3.2, le calcul explicite de (f,¢(S)),/(g,¢(S)), fournit le
résultat.

Réciproquement, soit ¢(S) un germe de courbe réduit a l’origine de C2
dont la transformée stricte par 7, est une curvette d’un sommet de rupture
S de A(f - g). Soit V; la variété de Seifert de la décomposition minimale de
Waldhausen de S2 pour K f-g qui correspond & S. Alors, K (g est isotope
4 une feuille réguliére p; de V. Par conséquent,

(f,e(5)), _ LKy Kus)) _ L(Ky,pi)
(9:¢(8)), L(Kg Kys)) L(Kg,pi)

Remarque. — Attention, il n’existe pas de correspondance biunivoque
entre ’ensemble des quotients jacobiens, donc d’enlacement, et 1’ensemble
des sommets de rupture de A(f-g). Ceci est dii au fait que plusieurs variétés
Vi, i € Z, peuvent avoir un méme quotient d’enlacement. Illustrons ce fait
par deux exemples.

1) Soient

f(z,y) = y* — 223y — 428y — 2% + &8
a(z,y) = y* — 42%y® + 62*y? — 2¢3y® — 828y +
+ 4:1:5y — 224528 - 227 + 28
Les germes f et g sont irréductibles. Ils ont tous deux pour céne
tangent réduit la droite d’équation y = 0, et {(3, 2);(9,2)} pour
paires caractéristiques de Puiseux. Leur exposant de coincidence vaut

deux. Le lieu jacobien J est constitué de trois branches dont un
développement de Puiseux est respectivement donné par

y:z3/2(a1+.)
y=22(1+2"%(az + )
y::c3/2(1+:c1/1(a3+---)), ay, ag, az € C°.

L’arbre de résolution minimal de f - g est représenté dans le schéma
suivant.
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f710) g1(0)
3
4
2
1l—-l‘

Les quotients de contact, donc jacobiens, ou encore d’enlacement de
(9, f) associés aux sommets de rupture 1, 2, 3, 4 sont respectivement
égaux a 1, 1, 14/15 et 15/14. (Pour le détail des calculs, voir la fin de
la section 4.)

2) De méme, les germes :
flzy) =2 -y
g(z, y) - 1‘3 _ y2 + 1'20

ont un germe jacobien égal & J(z,y) = —4021%. L’arbre de résolution
minimal de f-g représenté ci-aprés, posséde deux sommets de rupture
affectés d’'un méme quotient de contact égal a 1.

f7H0) ()

A l’aide des théorémes 1.1 et 2.1 et des propositions 2.2 et 3.2, on étudie
les cas ou (f),/(g), est un quotient jacobien.

COROLLAIRE 3.3.— St le céne tangent réduit de f-g contient au moins
trots droites ou une unique droite, alors (f)o/(g)o est le quotient de contact
de (g, f) associé au premier sommet de rupture de A(f - g).
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Démonstration. — Dans la suite, étant donné un sommet S de A(f - g),
¢(S) désigne un germe de courbe irréductible & I’origine de CZ?, dont
la transformée stricte est une curvette de la composante irréductible du
diviseur exceptionnel qui correspond & S.

1) Si le cone tangent réduit de f - g contient au moins trois droites, alors
le premier sommet de A(f - g), noté (1), est de rupture. Dans ce cas
¢(1) est transverse 4 f - g par conséquent le quotient de contact associé
a (1) est égal a:

(£,e@)g _ (o (D), _ (£,
(9.¢M)y ~ (9)o- (W)~ (9)o

2) Si le céne tangent réduit de f - g posséde exactement une droite, et
si So désigne le premier sommet de rupture de A(f - ¢), alors, pour
chaque composante irréductible f; de f et g; de g, on a

exp (£, ¢(So)) = exp(g;,¢(So)) = C .
Ainsi
(f,¢(S0)), _ (), - (c(S0)) - C _ (£),

@0.eG), @), (G, €~ @, "

Remarque

Dans le cas particulier oli le cne tangent réduit de f posséde exactement
deux droites et est égal au cone tangent réduit de g, & isomorphisme
analytique prés, nous pouvons supposer que les cones tangents de f et g
sont respectivement de la forme az™y™ et b:c”'ym’, n,m,n’,m € N*et

a,be C.

Si nm’ # n'm, alors le cone tangent réduit de D(®), donc de J, est
égal au cone tangent réduit de f et de g et est donc constitué de deux
droites transverses. (En effet, le c6ne tangent (non réduit) de D(®) a pour
équation (amz™y™~1)(bn'e" ~1y™') — (ane™1y™)(bm'c™ y™' ~1) = 0, soit
ab(nm/ — n'm)gntn ~lym+m’'=1 = )

Les exemples suivants montrent que si le cone tangent réduit de f posséde
exactement deux droites et est égal au cone tangent réduit de g et, si
nm’ = n'm, alors on ne peut pas savoir s’il existe une branche de J
transverse a4 f - g on non.
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o Soient par exemple les germes f et g définis par
flz,y) = y(@® — )
9(z,y) = (2° - y)(¥* - 2).

Le cone tangent réduit de f et de g est constitué des droites d’équation
z =0 et y = 0. Le cone tangent du germe jacobien de f et g a pour
équation

3°=0.

Le cone tangent réduit de J est donc contenu dans le cone tangent
réduit de f - g.
e Considérons maintenant les germes d’équation
f(z,y) = (a* — y)(¥* ~2)
9(z,y) = (2° - y)(¥° - 22).

Comme dans l’exemple précédent, le cone tangent réduit de f et de g
est constitué des droites d’équation ¢ = 0 et y = 0. Cependant, le cone
tangent du germe jacobien de f et g a pour équation

22 -y¥=0.

Il est donc constitué des droites d’équation :

r—y=0

x+(1+2\/§)y=0
2

:c+(1—2“/§>y=0.

Dans cet exemple, le cone tangent réduit de J est distinct du céne
tangent réduit de f - g.

Remargue

Si le cone tangent réduit de f-g posséde exactement deux droites, et si le
cone tangent réduit de f est différent du céne tangent réduit de g, alors le
cone tangent réduit de D(®), donc de J, est contenu dans le ¢dne tangent

-514 -



Discriminant d'un germe (g, f) : ({?,0) — (€2, 0) et quotients de contact (...)

réduit de f . g. En effet, 4 isomorphisme analytique prés, nous pouvons
supposer que le céne tangent de f est de la forme ax™ = 0, avec a € C*
et n € N*, et que le cone tangent de g est de la forme bx™1y™2 = 0, avec
be C*, m € Net mg € N*. (Remarquons que si mj = 0, alors f et g sont
transverses.) Le cone tangent de D(®) est de la forme :

0(az™) B(bz™M1y™2) 0
oz dy -

abnmoz™tmi—lym2=1 — o

Par conséquent, le cone tangent réduit de D(®), donc de J , est bien contenu
dans le cone tangent réduit de f - g.

4. Démonstration du théoréme 1.2

La démonstration du théoréme de croissance utilise le résultat intermé-
diaire suivant.

PROPOSITION 4.1.— Soit h un germe de fonction analytique d l'origine
de C2. Soient ¢ et ¢/ deur germes de courbes irréductibles & l’origine
de C2%, dont les transformées strictes sont des curvettes de composantes
irréductibles du diviseur exceptionnel de la résolution de h, et tels que, dans
A(h-c-¢'), la géodésique de ¢ soit contenue dans la géodésique de c’. Alors

(1,9, _ (),

@, = ()

Démonstration. — Il suffit de prouver que le résultat est vrai pour toute
composante irréductible h; de h. Soit S;; le sommet de rupture de A(h-c-¢’)
ol se séparent les géodésiques de c et ¢’. Notons (¢;,, a;,) le couple d’entiers
associé & S;,. Par définition de ¢, S;, est le dernier sommet de rupture sur
la géodésique de c. Par conséquent :

(€)= a1 o
, — . .
(c )o =0y Qg Qg4 AN
ou Np est le nombre de sommets de rupture sur la géodésique de ¢’.
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De plus, d’aprés la proposition 3.2, pour toute composante irréductible h;
de h, si (4, a;;) (resp. (£,, @;,)) est le couple associé au lieu de séparation
des géodésiques de h; et c (resp. h; et ¢’), on obtient

(hisc)o _ 1y £
(C)o - (h")o (al e 'ai1—1)2ai1
M = (hi)o . 4

(01 e ai2—1)2a1'2 '

Envisageons le cas ou exp(h;,c) = exp(h;,¢’). Alors on a (4;,,0;,) =
(4, @i,), et donc
(hi’c)o _ (h'i’c,)o
(), (),

L’autre éventualité est exp(h;,c) < exp(hs,c’), alors (4, ;) = (Lig, @)
et il existe k € N* tel que i3 = ip + k. On obtient

(hiac)o - (hi)o' iy

(a1 @ig_1) e,

(hz’,c’)o (h) ' £i0+k .
70 (a1 igko1) gtk

Le lemme suivant permet de conclure (h,c)_/(c), < (h,¢'),/(¢),

LEMME 4.2.— On a linégalité

2
bigarig (g1 Cigh=1) gk < Lig 4k -

Démonstration. — La démonstration de ce lemme est sans difficulté
et laissée aux soins du lecteur. Elle s’effectue par récurrence sur k, en
distinguant les cas ol les sommets de rupture S;, et S; i, associés
respectivement & (£, ;) et (£iy+k, @ig+k), sont de coincidence pure ou
caractéristiques. Dans les différents cas envisagés, on applique la remarque
suivante.

Remarque. — A la section 3, la définition par récurrence des £ implique
Zk > Zk_l Qplf_q-

On peut désormais effectuer la démonstration du théoréme de croissance.
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Démonstration du théoréme 1.2

(1) Soient Sy et Sy deux sommets consécutifs situés sur une aréte orientée
unicolore rouge et tels que S; précéde S3. Notons ¢y et co des germes de
courbes irréductibles & ’origine de C?, dont les transformées strictes sont
des curvettes des composantes irréductibles du diviseur exceptionnel qui cor-
respondent & S7 et So respectivement. Pour toute composante irréductible
g; de g, soit k; le nombre rationnel strictement positif tel que (gj, c1) o
(gj) 0" (e1) o - kj. Le calcul de k; fourni par la proposition 3.2, implique que
(g5,¢2), = (95), - (c2), - k5. Par ailleurs, d’aprés la proposition 4.1, pour
toute composante irréductible f; de f, nous avons
(f’ cl)o < (f’ cz)o
(1) = (e2),

En particulier, il existe une composante irréductible f;, de f dont la géodé-
sique passe par S; et So, et donc par la démonstration de la proposition 4.1,

(figre1)o/(c1)y < (figrc2)o/(c2),, ce qui implique (f,¢1),/(c1), <
(f, cz)o / (cz)o. Finalement on obtient

(fie1), _ (fier), 1
@), (a)y Ti=18i-(95) ki
i (f.e2)y _ (fc0), 1
(9.c2),  (e2)o Ti=18-(95) ks
donc (f ) (f )
1), ,c2),
@e)y ~ (@e2),

(ii) Reprenons les mémes notations que ci-dessus, en considérant désormais
S1 et S2 sur une aréte ol passent toutes les géodésiques rouges. Désignons
par :

g1 le produit des composantes irréductibles de g dont la géodésique passe
par Sy,

g2 le produit des composantes irréductibles de g dont la géodésique ne passe
pas par Si,

g3 le produit des composantes irréductibles de g; dont la géodésique passe
par S,

ga le produit des composantes irréductibles de g; dont la géodésique ne
passe pas par Ss.
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Nous avons g = g1 - 92 = g2 - 93 - ga.

Par hypotheése, exp(f;, ¢1) et exp(f;, ¢c2) sont indépendants du choix de f;
et vérifient exp(f;,c1) < exp(f;, c2). Par conséquent, d’aprés la proposition
3.2, il existe des constantes rationnelles strictement positives C; et Cs,
C1 < Cy, telles que

(f’cl)oz (f)o.(cl)o'cl et (f,C2)°= (f)o‘(C2)°'C2-
Par ailleurs, si g; divise g1, nous avons exp(g;,c1) = exp(fi,c1) quel que
soit ¢. Ainsi,
(91,¢1), = (1), - (e1), - C1-
De méme, par hypothése, on obtient (g3, c2), = (g3), - (c2), - Ca.

Par contre, si g; divise g4, exp(g;,c1) < exp(g;,c2) < exp(fi,c2) quel
que soit ¢ et, par conséquent,

(9a:¢2), = (e2), - D i (95), - Dj
95194
ol D; dépend de j et vérifie Cy; < D; < Co.
Enfin on a
(92,¢2)5 = (g2,01) = (c2) o - Y 85 (95)o - Ci
9592
ot C; dépend de j et C; < Cy.

Par conséquent, prouver la croissance non stricte des quotients de contact
le long d’une aréte ou passent toutes les géodésiques rouges revient a vérifier :

(fre1), _ (fica),
(9,e1), ~ (9,¢2)o

<

Ecrivant cette inégalité sous la forme (f, c1)° (g, c2)° < (f cz)o (g, cl)o,
on doit donc prouver

(o C1)- | (93)-Co+ Y 85 (95) - Di+ D 85 (85),-Ci | <

95194 95192

<((HoCa)- | (93) - Cr+ (94),-Crt+ D 55+ (g5), - Ci
9592
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Ceci est équ%valent & vérifier ZgJ lge 55" (97), - Dj < (94), - C2, ce qui est
toujours vrai car D; < Cs.

(iii) Appelons désormais S; un sommet de rupture de A.(f - g) dont est
issue une branche morte (le sommet S; est un sommet caractéristique). Soit
S un sommet quelconque sur la branche morte issue de Sj. Désignons par :

f1 (resp. g1) le produit des composantes irréductibles de f (resp. g) dont la
géodésique passe par S,

f2 (resp. g2) le produit des composantes irréductibles de f (resp. g) dont la
géodésique ne passe pas par Sj.

Remargque. — Aucune composante irréductible de f - g ne passe par Ss.

Quel que soit S7 sur la branche morte issue de Sy, le sommet S; est le
lieu de séparation des géodésiques de f et co, et de g1 et ¢z, mais aussi
de f1 et ¢1 et de g1 et ¢;. Par conséquent, en appliquant la formule de la
proposition 3.2,

(fi,e1), _ (f1,e2),
(glycl)o B (glacz)o ‘

De méme, les géodésiques des branches de fo - g2 et ¢; se séparent aux
mémes sommets que les géodésiques des branches de f3 - g2 et ¢3. Nous en

déduisons :
(f2.c1), _ (f2.¢2),
(g2:cl)° (92’62)0 .

Finalement, pour tout sommet Sz, nous obtenons

(f,e1), _ (fie2),
(9.c1),  (g,c2),°

Le premier exemple de la section 3 illustre de fagon trés précise ce
théoréme.

Rappelons que ’on y considére les deux germes suivants :
flz,y) = v* — 223 — 428y — 2% + 25
9(z,y) = y* — 42%y® + 62%y? — 2:%y% — 825y + +
+42%y — 2% + 52% — 227 + 5.
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L’arbre de résolution minimal de f - g est le suivant.

f7H0) s g71(0)

8
Sg 6
54 315
s3 82

S1

Désormais, calculons de fagon détaillée le quotient de contact associé &
chacun des sommets de Ac(f - g).

Une curvette ¢(S1) du premier sommet de A (f - g) est un germe de
courbe irréductible transverse lisse 4 f - g. En utilisant les formules de la
proposition 3.2, on obtient done, pour le premier sommet de A.(f - g), un
quotient de contact égal &

Une curvette ¢(Sz) du deuxiéme sommet de A.(f - g) est un germe de
courbe lisse irréductible tangent & f - g. Les géodésiques de ¢(S2) et de
f (resp. g) se séparent au sommet de rupture S3 auquel est associé le couple
(4, ay) = (3,2). A l’aide de la proposition 3.2, on obtient un quotient de
contact pour Sp égal &

(f,e(S2), _ (f),
(9,¢(52)), ~ (9),

Le calcul du quotient de contact associé au sommet S3 est exactement le
méme. Ce quotient vaut encore 1.

=1.

En ce qui concerne Sy, les géodésiques de ¢(S4) et de f (resp. g) se
séparent en S4 ou (4;,,a;,) = (7,1). Finalement, on trouve

(f) C(S4))° (f)o
(9,¢(54)),  (9),

I
I
p—
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Etudions maintenant le cas du sommet Ss. Les géodésiques de ¢(Ss) et
f se séparent en Sg, auquel on associe le couple (4;,, ;) = (15,2). Par
contre, les géodésiques de ¢(Ss) et g se séparent en Sy. On obtient alors

(f,e(S5)), _ (f) 15/8 _ 15
(9,¢(55), (9), 7/4 14

De la méme maniére, on a pour Sg un quotient de contact égal & 15/14.
Symétriquement, les géodésiques de c(Sg) (resp. ¢(Sg)) et f se séparent
en Sy, tandis que celles de ¢(S;) (resp. ¢(Sg)) et g se séparent en Sg, auquel
est associé le couple (Z,-é Ot ) = (15, 2), ce qui donne un quotient de contact
qui vaut
(f,e(S)s _ (e 7/4 _ 14
(9,¢(55), (9), 15/8 15’

pour S et pour Sg.

5. Cas du lieu jacobien lisse

Dans cette partie, nous répondons par la négative a la question suivante
posée par D. T. Lé et C. Weber : Si f et g sont des germes réduits de
fonctions analytiques d Uorigine de C? pour lesquels J est lisse, a-i-on
forcément f ou g lisse ?

On ne revient pas ici sur la motivation de ce probléme exposée dans
Vintroduction, ni sur les contre-exemples donnés dans [11]. On présente une
démonstration détaillée des théorémes 1.3 et 1.4. L’argument fondamental
utilisé est ’unicité du quotient jacobien de (g, f), diie au fait que le lieu
jacobien J de (g, f) est lisse. Par conséquent, d’aprés le théoréme 1.1, tous
les sommets de rupture de (g, f) ont méme quotient de contact. Utilisant
ce fait et le théoréme 1.2, on démontre le théoréme 1.3 que nous rappelons.

THEOREME. — Soient f et g deuzr germes réduits de fonctions analy-
tiques ¢ lorigine de C? dont le lieu jacobien J est lisse. De plus, supposons
qu’une composante irréductible fo de f soit transverse i g. Alors, soit g
est lisse, soit fo est lisse et transverse d toute autre composante irréductible

de f.
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Démonstration du théoréme 1.3

Par hypothése, le cone tangent réduit de f - g contient au moins deux
droites. Il est clair que le quotient de contact associé au premier sommet de

Ac(f - g) est égal & (£),/(g),-

On montre que, si g n’est pas lisse et si f posséde une branche fo
transverse a g, alors fo est lisse et transverse aux autres composantes
irréductibles de f.

Considérons tout d’abord le cas ou le cone tangent réduit de f-g posséde
exactement deux droites. Comme fy est transverse a g, le coéne tangent
réduit de g est alors constitué d’une unique droite. Ainsi, du premier sommet
de Ac(f - g) sont issues deux arétes dont 1’une est unicolore rouge et I’autre
est soit unicolore bleue (si f est transverse & g), soit bicolore (sinon). Si
g n’est pas lisse, d’apreés le théoréme 1.2, le quotient de contact associé au
premier sommet de rupture par lequel passent toutes les géodésiques bleues
est inférieur ou égal & (f) /(g),.

Comme fo est transverse a g, les arétes par lesquelles passent sa géodé-
sique sont unicolores rouges. Si ’on suppose que fo n’est pas lisse et trans-
verse aux autres composantes irréductibles de f, alors sa géodésique passe
par un sommet de rupture unicolore rouge. D’apres le théoreme 1.2, le quo-
tient de contact associé & ce sommet est strictement supérieur & ( f)o / (g)o.
Ceci contredit ’unicité du quotient de contact des sommets de rupture de

Ac(f - 9).

Dans le cas ou le cone tangent réduit de f - g posséde au moins trois
droites, alors le premier sommet de A:(f - ¢g) est de rupture et admet
(£),/(g), pour quotient de contact.

Si l’on suppose que fg n’est pas lisse et transverse aux autres composantes
irréductibles de f, comme dans le cas précédent, le théoreme 1.2 permet de
conclure. O

Le théoréme 1.3 appliqué au cas particulier ol les germes f et g sont
transverses a pour conséquences les deux corollaires suivants dont résulte
directement le théoréme 1.4.

COROLLAIRE 5.1.— Sotent f et g deuxr germes réduits transverses d
Uorigine de C2, dont le lieu jacobien J est lisse.

St le cone tangent réduit de f-g est constitué d’exactement deux droites,
alors un des deux germes est lisse.
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Si le céne tangent réduit de f - g est constitué d’au moins trois droites,
alors J est transverse d f -g, et f-g-J est constitué de branches lisses et
transverses deur d deuz.

Démonstration. — Si le cone tangent réduit de f-g est constitué de deux
droites, comme f et g sont transverses, alors du premier sommet de A.(f-g)
(de quotient de contact égal & (f),/(g),) sont issues une aréte unicolore
rouge et une unicolore bleue. Si ’on suppose que ni f ni g ne sont lisses,
il existe un sommet de rupture unicolore rouge et un unicolore bleu. Dés
lors, la décroissance des quotients de contact sur les arétes unicolore bleues
et leur croissance sur les arétes unicolores rouges (théoréme 1.2) contredit
l'unicité du quotient de contact des sommets de rupture de A.(f - g). En
conclusion, soit f, soit g est lisse.

Si le cone tangent réduit de f - g posséde au moins trois droites, alors le
premier sommet de A.(f - g) est de rupture, et par conséquent ( f)o /(g)o
est le quotient de contact des sommets de rupture de A.(f - g).

Si J est tangent & f (resp. g), a l'aide de la proposition 3.2, on
montre qu’alors ( LT ) o / (g, J ) o est strictement supérieur (resp. inférieur)
a (f) o/ (9) o+ La proposition 5 de [14], rappelée en la proposition 5.2 ci-
dessous, prouve que cette situation est impossible (car alors il n’y aurait
pas unicité du quotient jacobien de (g, f)). Par conséquent J est transverse

af-g.

PROPOSITION 5.2.— L’ensemble des quotients jacobiens de (g, f) est
égal @ lensemble des nombres rationnels (f, :y\)o/(g,"f)o pour les compo-

santes ¥ de J.

On sait ainsi que J est lisse et transverse & f - g. Si f (resp. g) n’est
pas constitué de branches lisses et transverses deux & deux, cela signifie
que, dans A.(f - ¢), il existe un sommet de rupture unicolore rouge (resp.
bleu). D’aprés le théoréme 1.2, le quotient de contact qui lui correspond
est strictement supérieur (respectivement inférieur) & (f)_/(g),. D’ot la
contradiction. O

COROLLAIRE 5.3.— Soient f et g deuzr germes réduits transverses d
Porigine de C2, dont le lieu jacobien J est lisse. Alors il existe un feuilletage
de Seifert de S2 qui admet les composantes de Ky., (et méme de Kf.g.f)

pour feuilles.
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Démonstration. — D’apres la correspondance biunivoque entre les varié-
tés de Seifert de la décomposition minimale de Waldhausen de S2 pour K fg
et les sommets de rupture de A.(f-g) (§ 2.3), il suffit de vérifier que A.(f-g)
posséde un unique sommet de rupture.

Considérons le cas ou le cone tangent réduit de f . g est constitué de
deux droites. D’apres le corollaire 5.1, avec ’hypothése f transverse a g,
nous pouvons supposer que f est lisse. Du premier sommet de A;(f-g) sont
donc issues une fléche rouge et une aréte bleue. Le théoréme 1.2 et I’unicité
du quotient de contact des sommets de rupture prouvent alors I’existence
d’un unique sommet de rupture bleu. (L’existence provient du fait que ’on
exclut le cas ol f et g sont lisses et transverses, car alors j n’existe pas).

Si le cone tangent réduit de f - g est constitué d’au moins trois droites,
le résultat est immédiat a partir du corollaire 5.1. O
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